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Vorwort zur ersten Abtheilung. 



Die Vorträge über die Geometrie der Lage, welche 
ich hiermit der Oeffentlichkeit übergebe, sind in den 
letzten zwei Jahren allmälig niedergeschrieben worden; 
zu ihrer Herausgabe wurde ich durch ein Bedürfniss 
veranlasst, welches seit längerer Zeit am hiesigen Poly- 
technikum, und vielleicht schon in weiteren Kreisen sich 
fühlbar macht. Nämlich die wichtigen Constructions- 
Methoden, mit denen Herr Professor Culmann die In- 
genieur-Wissenschaften bereichert hat, und welche in 
seinem Werke „die graphische Statik" veröffentlicht sind, 
gründen sich zum grossen Theile auf die neuere Geome- 
trie, und die Kenntniss der letzteren ist daher den In- 
genieurschülern unserer Anstalt unentbehrlich geworden. 
Durch vorliegende Arbeit nun versuche ich dem Mangel 
eines Lehrbuches abzuhelfen, welches den Studirenden 
in gedrängter Kürze den erforderlichen Stoff darbie- 
tet, und mich bei meinem mündlichen Unterricht unter- 
stützt. 

Selbstverständlich musste ich mich der von Herrn 
Culmann adoptirten Terminologie bedienen, und sogar 
bis zu einem gewissen Grade dem Lehrgange desjenigen 
gehaltvollen Werkes folgen, welchem dieselbe entnommen 
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ist, nämlich der „Geometrie der Lage" des Herrn Pro- 
fessor von Staudt. Uebrigens sind die neuen Benennun- 
gen, welche. Herr von Staudt den älteren Steiner'schen 
hinzugefugt hat, so glücklich gewählt, dass ich nur in 
einzelnen Fällen einen anderen Ausdruck vorgezogen 
hätte; z. B. dem Namen „gerades Gebilde" den von 
Herrn Paulus eingeführten Namen „Punktreihe 44 . Und 
die Art, wie Herr von Staudt, im Gegensatz zu allen 
übrigen Autoren der neuern Geometrie, diese Wissen- 
schaft begründet, scheint mir so bedeutende Vortheile 
zu gewähren, dass ich auch ohne anderweitige Veran- 
lassung sie jeder andern vorziehen würde. Es sei mir 
gestattet, diese meine Ansicht durch wenige Worte zu 
motiviren. 

Dem Ingenieur wie dem Mechaniker und Architekten 
kommt bei dem Entwerfen seiner Bauwerke die Fähig- 
keit wesentlich zu statten, sich dieselben zum Voraus 
räumlich vorzustellen. Soll z. B. eine Brücke über den 
Strom gespannt werden, so muss zunächst unter den 
verschiedenen Constructionsarten diejenige gewählt wer- 
den, welche den gegebenen Verhältnissen am besten 
entspricht. Der Ingenieur vergleicht zu dem Ende den 
langgestreckten Blechbalken mit dem kühn geschwungenen 
Bogen oder der frei schwebenden Kettenbrücke, sucht 
sich vorzustellen, wie die Lasten sich hierhin und dort- 
hin bewegen und wie sie auf die Glieder des mäch- 
tigeil Bauwerks sich vertheilen. Wieder und immer 
wieder prüft und vergleicht er, denkt sich mehr und 
mehr in alle Einzelnheiten hinein, bis der ganze Bau 
in klaren Zügen fertig vor seinem geistigen Auge steht. 
Und jetzt beginnt der zweite Theil der schöpferischen 
Arbeit: das Project wird dem Papiere anvertraut, die 
sämmtlichen Details nach Form und Stärke genau be- 
stimmt. Aber auch jetzt noch muss der Ingenieur und 
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Jeder, der sich mit seinen Ideen vertraut machen will, 
fortwährend die Vorstellungskraft anspannen, um Dasje- 
nige wirklich zu schauen, was durch die Linien einer 
dem Laien unverständlichen Zeichnung dargestellt werden 
soll. — Wie der Techniker, so muss auch der Mathe- 
matiker und überhaupt Jeder, der sich mit den Natur- 
wissenschaften beschäftigt , das Vorstellungsvermögen 
vielfach in Anspruch nehmen; bald soll er complicirte 
Apparate aus einer dürftigen Skizze begreifen, bald weit- 
läufige Naturprocesse oder verwickelte Bewegungen nach, 
einer blossen Beschreibung sich deutlich machen. 

Eine Hauptaufgabe des geometrischen Unterrichtes 
scheint mir nun die zu sein, das Vorstellungsvermögen 
des Lernenden zu üben und auszubilden ; und ich glaube, 
dass diese Aufgabe am besten auf dem Wege gelöst 
wird, den Herr von Staudt eingeschlagen hat. Er 
schliesst nämlich alle mehr oder minder complicirten 
Rechnungen aus, welche die Vorstellungskraft nicht be- 
anspruchen, zu deren Verständniss vielmehr eine gewisse 
mechanische Fertigkeit erforderlich ist, die mit der Geo- 
metrie an sich wenig zu schaffen hat. Dafür aber ge- 
langt Herr von Staudt durch directe Anschauung zur 
Erkenntniss der geometrischen Wahrheiten, auf welche 
er die Geometrie der Lage gründet. Es lässt sich nicht 
leugnen, dass diese Methode, wie jede andere, ihre ei- 
genthümlichen Schwierigkeiten bietet; und das Sta % udt'- 
sche Werk, welches offenbar nicht für Anfänger ge- 
schrieben ist, besitzt ausserdem noch mehrere, an sich 
rühmenswerthe Eigenschaften, welche das Studium des- 
selben wesentlich erschweren. Es zeichnet sich nament- 
lich aus durch eine merkwürdige Knappheit des Aus- 
drucks und eine sehr gedrängte, beinahe wortkarge Dar- 
stellung; nur das Nothwendige wird gesagt, selten ein 
erläuterndes Wort hinzugefügt, und dem Leser bleibt es 
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überlassen, zu den in ihrer ganzen Allgemeinheit aufge- 
stellten Sätzen sich leichter fassliche Beispiele selbst zu 
bilden. Der Stoff ist sehr schön und systematisch ge- 
ordnet; z. B. die Lehren von der Projectivität, von der 
collinearen und reciproken Verwandtschaft, von den in- 
volutorischen Gebilden werden vollständig abgehandelt, 
ehe zur Theorie der Kegelschnitte und der Flächen 
zweiter Ordnung geschritten wird, und Herr v. St au dt 
erlangt so den Vortheil, die Eigenschaften der Gebilde 
zweiter Ordnung mit einem Schlage beweisen zu können, 
während freilich anderseits die Darstellung so abstract wird, 
dass die Kräfte eines Anfangers bei ihrem Studium ge- 
wöhnlich schnell erlahmen. Diese Eigenschaften, welche 
der wohlverdienten Verbreitung und allgemeinen Aner- 
kennung des Stau dt 'sehen Werkes leider sehr hinder- 
lich gewesen zu sein scheinen, stempeln dasselbe zu 
einem vorzüglichen Handbuch der neueren Geometrie, 
auf welches man sich, ähnlich wie in der Geometrie der 
Alten auf den Euklid, sehr bequem beziehen kann; in 
meinen für Anfänger geschriebenen Vorträgen musste 
ich sie vermeiden, um nicht unverständlich zu werden. 

Eine andere, dem Lehrgange selbst eigenthümliche 
Schwierigkeit habe ich absichtlich nicht vermieden, weil 
sie von Jedem früher oder später überwunden werden 
muss, welcher die Eigenschaften räumlicher Gebilde be- 
greifen will. Ich meine die schon erwähnte Schwierig- 
keit, solche Gebilde sich räumlich vorzustellen, eine 
Schwierigkeit, mit welcher der Anfänger auch bei dem 
Studium der darstellenden Geometrie und der analytischen 
Geometrie des Raumes zu kämpfen hat, und deren Ueber- 
windung ich, wie oben bemerkt, für eine Hauptaufgabe 
des geometrischen Unterrichts halte. Um dem Leser die 
Erreichung dieses Zieles zu erleichtern, habe ich meinen 
Vorträgen Figurentafeln hinzugefügt. Herr von St au dt 
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hat dieses Hülfsmittel nicht benutzt, indem er wohl von 
ähnlichen Ansichten geleitet sein mag, wie die von 
Steiner gelegentlich ausgesprochene: „dass stereome- 
trische Betrachtungen nur % dann richtig aufgefasst seien, 
wenn sie rein, ohne alle Versinnlichungsmittel, nur durch 
die innere Vorstellungskraft angeschaut werden 44 . Allein 
durch Verschmähung dieser Versinnlichungsmittel, die bei 
planimetrischen Betrachtungen auch nicht so leicht zu 
einer unrichtigen Auffassung verleiten, würde ich den 
Studirenden das Verständniss meiner Vorträge unnöthig 
erschwert haben. 

Indem der von Herrn von Stau dt zuerst einge- 
schlagene Lehrgang die Rechnungen ausschliesst und 
alle auf Maassverhältnissen beruhenden Eigenschaften der 
geometrischen Gebilde gesondert untersucht, bietet er 
noch einen Vortheil, den ich sehr hoch anschlagen 
möchte. Er bringt nämlich das wichtige, so ungemein 
fruchtbare Gesetz der Dualität oder Reciprocität, von 
welchem die ganze Geometrie der Lage beherrscht wird, 
in seiner vollen Reinheit und in seinem ganzen Umfange 
zur schönsten Geltung. Kein anderer Lehrgang, der das 
Maass zu Hülfe nimmt, kann sich dieses Vorzuges rüh- 
men, und zwar einfach desshalb, weil in der Geometrie 
des Maasses jenes Gesetz nicht allgemein gültig ist. An- 
erkanntermassen aber bietet die Geometrie Nichts, was 
für den Anfänger so anregend wäre, ihn so zum Selbst- 
schaffen anspornte, wie das Gesetz der Reciprocität; und 
je früher er damit bekannt gemacht wird, desto besser. 
Dass dieses Gesetz besonders in der Geometrie des 
Raumes so klar hervortritt, war für mich ein maassge- 
bender Grund dafür, die stereometrischen Betrachtungen 
von den planimetrischen nicht zu trennen. — Die metri- 
schen -Relationen, namentlich diejenigen der Kegelschnitte, 
habe ich übrigens durchaus nicht vernachlässigt, sondern 



in weiterem Umfange, als dieses von Steiner und Herrn 
von Staudt geschieht, überall dort entwickelt, wo sie 
sich als besondere Fälle der allgemeinen Sätze von selbst 
darboten. 

Zu den Kegelschnitten und den übrigen Gebilden 
zweiter Ordnung, von denen diese erste Abtheilung meiner 
Vorträge vornehmlich handelt, gelange ich auf einem an- 
deren Wege als Steiner und Herr von Staudt, welcher 
letztere die Theorie jener Gebilde auf die Lehre von der 
Collinearität und der Reciprocität gründet. Ich hoffe da- 
durch, dass ich die Gebilde zweiter Ordnung gleich bei 
der Untersuchung der projectivischen einförmigen Grund- 
gebilde einfahre, das Verständniss der projectivischen Ver- 
wandtschaft erleichtert zu haben; zugleich gewinne ich 
dadurch den Vortheil, den. Anfänger auf das schwierigere 
Studium der Collinearität und der Reciprocität allmälig 
vorbereiten zu können. Steiner hat in seinem höchst 
anregenden, bahnbrechenden Werke „Systematische Ent- 
wicklung etc." die Hülfsmittel geschaffen, deren ich 
mich vom fünften bis zum zehnten Vortrage vorzugs- 
weise bediene; doch musste ich aus schon berührten 
Gründen darauf verzichten, gleich Steiner die Kegel- 
schnitte mittelst des Kreises zu definiren. 

Die zweite* und letzte Abtheilung dieser Vorträge 
wird hoffentlich noch in diesem Jahre erscheinen; die- 
selbe wird namentlich die Lehre von der collinearen und 
der reciproken Verwandtschaft sowie die Theorie der 
Flächen zweiter Ordnung enthalten. Ich beabsichtige, der- 
selben eine kleine Sammlung von Constructions- Aufgaben 
beizugeben, damit durch deren Auflösung der Leser sich 
einige Uebung in der Anwendung der vorgetragenen 
Lehren erwerben könne. Solche Uebungen scheinen mir 
in der neueren Geometrie nicht minder nothwendig zu 
sein, als in der Geometrie der Alten, und ich habe stets 
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meinen Zuhörern neben dem mündlichen Unterricht auch 
Anleitung gegeben zur Ausführung derartiger Constru- 
ctionen. 

Die Pflicht der Dankbarkeit veranlasst mich, hier 
diejenigen Originalwerke zu nennen, deren Kenntniss mir 
bei der Ausarbeitung meiner Vorträge von Nutzen ge- 
wesen ist, und es würde mir eine besondere Genug- 
thuung gewähren, wenn mein Buch zum Studium die- 
ser Werke auch seinerseits anregte. Es sind die fol- 
genden: 

von Staudt, Geometrie der Lage. Nürnberg 1847. 

von Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage. Nürnberg 
1856 bis 1860. 

Steiner, Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geo- 
metrischer Gestalten von einander. Berlin 1832. 

Moebius, der barycentrische Calcul. Leipzig 1827. 

Poncelet, Tratte des Proprietes projeetives des Figures. 
Paris 1822 und 1865. 

Chasles, Tratte des Sections coniques. Paris 1865. 

Seydewitz, Abhandlungen in Grunert's Archiv für Ma- 
thematik und Physik. Bd. 1 bis 17. 

Das Hauptwerk des Herrn Chasles, „Traite de 
Geometrie superieure, Paris 1852", ist ohne besonderen 
Einfluss auf meine Vorträge geblieben, da es freilich den 
gleichen Stoff aber in durchaus anderer Weise behandelt. 
Dasselbe gilt von den einschlagenden analytisch -geome- 
trischen Arbeiten der Herren Plücker, Hesse, Salmon, 
Cremona u. A., deren Studium übrigens durch die Kennt- 
niss der Geometrie der Lage in vieler Hinsicht erleich- 
tert wird. Das treffliche Werk von Moebius beruht 
freilich auch auf ganz anderen Methoden; dennoch aber 
musste ich desselben dankend erwähnen, weil ich ihm 
für vielfache Anregung mich verpflichtet fühle. 
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Dem Herrn Verleger spreche ich zum Schlüsse 
meinen Dank aus für die Bereitwilligkeit, mit welcher 
er allen meinen Wünschen in Bezug auf die Ausstattung 
meines Buches entgegengekommen ist. 



i Zürich, den 8. März 1866. 
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Einleitung. 



Die Mehrzahl von Ihnen, meine Herren, wird bis jetzt von 
der Geometrie der Lage kaum mehr als den Namen gehört haben. 
Denn leider ist die Kenntniss dieser bedeutsamen, durch Fülle 
des Inhalts, Schönheit der Form und Einfachheit der Entwicke- 
lungen ausgezeichneten Schöpfung der neuesten Zeit noch sehr 
wenig verbreitet; und obgleich die neuere Geometrie zu den 
anregendsten Zweigen der mathematischen Wissenschaften zu 
rechnen ist, und viele schöne Anwendungen auf die technischen 
und die Naturwissenschaften zulässt, so ist es ihr doch nicht ge- 
lungen, in den Schulen Eingang zu finden. Vielleicht ist es dess- 
halb nicht ohne Nutzen, wenn ich meinen Vorträgen einige Worte 
über die Stellung voranschicke, welche die Geometrie der Lage 
den sonstigen Zweigen der Geometrie gegenüber einnimmt, und 
wenn ich Ihnen hernach einige Sätze und Aufgaben aus der Geo- 
metrie der Lage nenne, welche geeignet sind, Ihnen diese Wissen- 
schaft zu kennzeichnen. 

Von der Geometrie der Alten und der analytischen Geometrie 
unterscheidet sich die reine Geometrie der Lage wesentlich da- 
durch, dass sie von dem Begriff des Maasses keinen Gebrauch 
macht. Im Gegensatz zu ihr wird daher die ältere Geometrie 
auch wohl Geometrie des Maasses genannt. In der reinen 
Geometrie der Lage ist z. B. von Halbirungen geradliniger Strecken, 
von rechten Winkeln und Perpendikeln, von Verhältnissen und 
Proportionen, von Inhaltsberechnungen nicht die Rede; eben so 
wenig von trigonometrischen Zahlen, oder gar von analytischen 
Gleichungen krummer Linien. Denn zu allen diesen Gegen- 
ständen der älteren Geometrie ist die Anwendung des Maasses 
nothwendig. Nur am Schlüsse jedes grösseren Abschnittes denke 
ich als Anhang einige Anwendungen der Geometrie der Lage auf 
die Geometrie des Maasses zu geben, in denen ich die Plani- 

Roye, Geometrie der Lage. I. 1 
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metrie, sowie gelegentlich einmal den Begriff des Sinus als be- 
kannt voraussetzen werde. Mit gleichschenkligen oder gar gleich- 
seitigen Dreiecken werden wir uns so wenig beschäftigen wie mit 
rechtwinkligen; und auch das Rechteck, die regelmässigen Poly- 
gone und der Kreis bleiben von unserer Untersuchung, abgesehen 
vom Anhange, ausgeschlossen. Nur anhangsweise werden wir vom 
Mittelpunkt, von den Axen und Brennpunkten der sogenannten 
Curven IL Ordnung oder Kegelschnitte reden, dagegen aber 
viel allgemeinere und wichtigere Eigenschaften dieser Linien kennen 
lernen, als diejenigen, auf welche die meisten Lehrbücher der 
analytischen Geometrie sich beschränken. Wir werden uns sogar 
einen neuen Weg zu den Kegelschnitten bahnen müssen, weil wir 
der Hülfe des Kreiskegels, mittelst dessen die Alten, oder der 
Gleichungen, durch welche die Jünger des Descartes sie definiren, 
in der Geometrie der Lage entbehren. Dass in meinen Vorträgen 
keine Rechnungen vorkommen werden, brauche ich nach dem 
schon Gesagten wohl kaum zu erwähnen; nur in den Anwen- 
dungen auf die Geometrie des Maasses werden wir bisweilen vom 
Gleichheitszeichen Gebrauch machen. 

Von den geometrischen Kenntnissen, welche in den Schulen 
gelehrt werden, benutze ich desshalb nur sehr wenige. Dagegen 
würde Ihnen eine gewisse Uebung in der Fähigkeit, sich geo- 
metrische Gebilde auch ohne bildliche Darstellung zur Anschauung 
zu bringen, von grossem Nutzen sein. Denn es ist mir nicht 
wohl möglich, jeden Satz, namentlich wenn ein solcher sich auf 
Gebilde im Räume bezieht, durch eine Skizze zu erläutern; ich 
muss Ihrer Vorstellungskraft manchmal Etwas zumuthen. Da 
diese auch in der darstellenden oder descriptiven Geometrie viel- 
fach in Anspruch genommen wird, so wird Ihnen die Kenntniss 
der letzteren sehr zu Statten kommen; wie auch umgekehrt die 
Geometrie der Lage ein vorzügliches Vorstudium bildet für 
die darstellende Geometrie. Ueberhaupt ist von allen übrigen 
Zweigen der Geometrie die darstellende am meisten geeignet, 
das Studium der Geometrie der Lage zu erleichtern, schon weil 
sie der letzteren sehr nahe verwandt ist. Denn auch in der 
darstellenden Geometrie kommen weniger Grössenbeziehungen in 
Betracht, als vielmehr die Lage der Gebilde theils zu einander, 
theils zu den Projectionsebenen , wobei denn freilich die Be- 
nutzung des Kreises und des rechten Winkels nicht verschmäht 
wird. Vor Allem werden Sie finden, dass die Perspective oder 
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die centrale Projection auch in der Geometrie der Lage eine 
grosse Rolle spielt, und dass viele in letzterer benutzte Ausdrücke 
von jener herrühren. 

Zu der analytischen Geometrie steht die neuere Geometrie 
in einem gewissen Gegensatze schon durch ihre Methode, welche 
die aus der Geometrie der Alten Ihnen schon bekannte synthe- 
tische ist. Wir werden von einer kleinen Zahl von Grund- 
gebilden ausgehen; die einfachen Beziehungen, welche zwischen 
diesen sich aufstellen lassen, fähren uns dann zu den sogenannten 
Gebilden zweiter Ordnung, zu denen auch die Kegelschnitte ge- 
hören, und lassen zugleich die Haupteigenschaften dieser Gebilde 
leicht erkennen. Von den Gebilden zweiter Ordnung können wir 
sodann in derselben Weise zu immer neuen Gebilden fortschreiten. 
Auf die Analysis, dieses mächtige Werkzeug der modernen Ma- 
thematik, müssen wir bei unseren Untersuchungen schon desshalb 
verzichten, weil wir das Maass nicht benutzen; denn um mit 
räumlichen Gebilden rechnen zu können, müssen wir sie zuerst 
durch Zahlen ausdrücken, d. h. ausmessen. Die neuere Geometrie 
wird wegen der in ihr angewendeten Methode vielfach im Gegen- 
satz zu der analytischen mit dem Namen „synthetische Geo- 
metrie" bezeichnet. 

Eben weil wir in der reinen Geometrie der Lage von Maass- 
verhältnissen absehen, sind ihre Sätze und Aufgaben sehr all- 
gemein und umfassend. Z. B. gerade die wichtigsten von den- 
jenigen Eigenschaften der Kegelschnitte, welche in den Lehr- 
büchern der analytischen Geometrie bewiesen werden, sind ganz 
specielle Fälle von den Sätzen, welche wir später kennen lernen 
werden. Einige Beispiele mögen dazu dienen, Ihnen auch in 
dieser Hinsicht den Stoff näher zu charakterisiren, mit welchem 
wir uns in diesen Vorträgen beschäftigen werden. 

Bei dem Entwerfen von Bauwerken und überhaupt bei dem 
Zeichnen ist nicht selten die Aufgabe zu lösen: „ Durch den un- 
zugänglichen Schnittpunkt von zwei (convergirenden) Geraden 
eine dritte Gerade zu ziehen." Die Geometrie des Maasses liefert 
uns beliebig viele Punkte einer solchen dritten Geraden z. B. mit 
Hülfe des Satzes, dass auf parallelen Geraden durch irgend drei 
Transversalen, die sich in einem Punkte schneiden, proportionale 
Abschnitte gebildet werden. Die Geometrie der Lage giebt uns 
eine einfachere Lösung an die Hand. Wir nehmen nämlich 
ausserhalb der beiden gegebenen Geraden a und b (Fig. 1) irgend 
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einen Punkt P an , und legen durch diesen beliebig viele Trans- 
versalen. Suchen wir dann in jedem Viereck, welches irgend zwei 
dieser Transversalen mit a und b bilden, den Schnittpunkt der 
Diagonalen, so liegen alle diese Schnittpunkte auf einer Geraden, 
welche durch den Schnittpunkt von a und b hindurchgeht*). Der 
Beweis folgt mit Leichtigkeit aus dem wichtigen Satz über die 
harmonische Theilung am Viereck, welcher folgendermaassen aus- 
gesprochen werden kann. Nimmt man (Fig. 2) auf irgend einer 
Geraden drei Punkte A, B, C an, und construirt irgend ein 
Viereck so, dass zwei Gegenseiten durch yl, eine Diagonale durch 
B und die beiden anderen Gegenseiten durch C gehen, so trifft 
die zweite Diagonale jene Gerade ABC in einem ganz bestimmten 
vierten Punkte D. Sie können durch Construction verschiedener, 
den ersten Bedingungen genügender Vierecke leicht eine Bestä- 
tigung dafür erhalten, dass wirklich alle zweiten Diagonalen der- 
selben durch jenen vierten Punkt D gehen. Die Punkte A, B, C, D 
werden vier harmonische Punkte genannt, so dass D von B har- 
monisch getrennt ist durch die Punkte A und C. In der Feld- 
messkunst kann jener Satz unter Umständen dazu benutzt werden, 
eine gerade Linie über ein Hinderniss, z. B. einen Wald, hinaus 
zu verlängern durch Umgehung desselben. 

Von Sätzen über das Dreieck will ich nur den folgenden 
nennen: Liegen zw r ei Dreiecke ABC und A l B l Ci so, dass (Fig. 3) 
die Verbindungslinien AA X , BB i und CC y gleichnamiger Eck- 
punkte sich in einem und demselben Punkte S schneiden, so be- 
gegnen jsich die gleichnamigen Seiten AB und A l B i , SC und 
BiQ, CA und CiA x in drei Punkten, welche auf einer Geraden 
u liegen, und umgekehrt. 

Eine andere Reihe von Sätzen knüpft sich an die Curven 
zweiter Ordnung oder Kegelschnitte. Aus der analytischen Geo- 
metrie ist Ihnen bekannt und es wird Ihnen später wiederum be- 
wiesen werden, dass eine Curve II. Ordnung durch fünf Punkte 
oder fünf Tangenten völlig bestimmt ist. Aber Sie kennen auch 
die Weitläufigkeit, welche die wirkliche Berechnung und Con- 

*) Anfängern empfehle ich sehr, zu diesem Satz und namentlich zu spä- 
teren minder einfachen Sätzen die Figur nach den Angaben des Textes selbst 
zu zeichnen, ohne die von mir gezeichnete vorher anzusehen. Eine allmählig 
entstehende Figur ist weit leichter aufzufassen, und erläutert auch meistens 
den darzustellenden Satz weit besser, als eine mit allen Hülfslinien fertig ge- 
zeichnete. 
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struction eines so bestimmten Kegelschnittes bietet. Die Geo- 
metrie der Lage beweist nun zwei sehr wichtige Sätze über die 
Curven IL Ordnung, die es uns ermöglichen, zu fünf gegebenen 
Punkten oder Tangenten einer solchen Curve beliebig viele neue 
Punkte resp. Tangenten mit Leichtigkeit zu construiren, und so 
die Curve selbst schnell zu zeichnen. Wer von Ihnen diese Sätze 
bereits kennt, wird zugleich wissen, wie viele Hülfsmittel ihr Be- 
weis in der analytischen Geometrie fordert. Der erste, von 
Pascal zuerst aufgestellte Satz sagt aus, dass die drei Paar Gegen- 
seiten jedes einer Curve II. Ordnung eingeschriebenen Sechsecks 
sich in drei Punkten schneiden, welche auf einer Geraden liegen; 
der zweite, von Brianchon herrührende giebt an, dass von 
einem umschriebenen Sechseck die drei Hauptdiagonalen, durch 
welche je zwei gegenüberliegende Eckpunkte verbunden werden, 
sich in einem und demselben Punkte schneiden. Beide Sätze 
lassen sich leicht am Kreise prüfen. Sie bemerken, dass in den- 
selben von Grössenverhältnissen des Kegelschnitts, dass von 
seinem Mittelpunkt, seinen Axen und Brennpunkten nicht die 
Rede ist. Eben darum aber sind diese Sätze von der grössten 
Allgemeinheit und Bedeutung, so dass eine ganze Theorie der 
Kegelschnitte auf sie gegründet werden kann. Namentlich lässt 
sich das wichtige Problem der* Tangentenziehung an einem ge- 
gebenen Punkt mittelst des Pascal'schen Satzes lösen, selbst 
wenn der Kegelschnitt nur durch fünf Punkte gegeben ist, ohne 
vollständig gezeichnet vorzuliegen. 

Das Problem der Tangentenziehung an Curven IL Ordnung 
kann in vielen Fällen mit Hülfe eines Satzes gelöst werden, 
welcher eine der wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte 
aussagt, dennoch aber in den Lehrbüchern der analytischen Geo- 
metrie häufig sich nicht findet, weil sein analytischer Beweis 
ziemlich verwickelt und wenig geeignet ist, jene Eigenschaft in 
das rechte Licht zu setzen. Nämlich wenn durch einen Punkt A 
(Fig. 4) , welcher in der Ebene einer Curve II. Ordnung , jedoch 
nicht auf der Curve liegt, Secanten an diese gezogen werden, so 
bestimmen je zwei solche Secanten vier Punkte, wie K, L, M, N 
auf der Curve. Je zwei von den Secanten verschiedene Verbin- 
dungslinien dieser vier Punkte, etwa LM und NK oder KM und 
LN) schneiden sich dann in einem Punkte einer bestimmten Ge- 
raden a, welche die Polare des gegebenen Punktes A genannt 
wird. Liegt der Punkt A ausserhalb der Curve, so schneidet 
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seine Polare a die letztere in den Berührungspunkten der beiden 
Tangenten, welche von A an die Curve gelegt werden können; liegt 
A innerhalb der Curve, so wird diese von a nicht geschnitten. 
Sie können diesen Satz benutzen, um durch einen gegebenen 
Punkt mit alleiniger Anwendung des Lineales Tangenten an einen 
Kegelschnitt zu ziehen. Auf jeder durch A gelegten Secante 
liegen noch vier bemerkenswerthe Punkte: nämlich A selbst, so- 
dann der erste Schnittpunkt B mit der Curve, hierauf folgt der 
Schnittpunkt C mit der Polare a von A und endlich der zweite 
Schnittpunkt D mit der Curve. Diese vier Punkte A 9 B, C, D 
sind vier harmonische Punkte, und die Polare a enthält also jeden 
Punkt, welcher durch zwei Curvenpunkte harmonisch von A ge- 
trennt ist. Die wichtigen Sätze über Mittelpunkt und conjugirte 
Durchmesser von Kegelschnitten sind ganz specielle Fälle von 
den eben genannten Sätzen. Diese letzteren lassen sich mit 
Leichtigkeit ausdehnen auf die Flächen zweiter Ordnung, weil 
diese mit einer sie schneidenden Ebene im Allgemeinen eine Curve 
IL Ordnung gemein haben. 

Aus diesen wenigen Beispielen, die ich noch beliebig ver- 
mehren könnte, werden Sie schon erkannt haben, mit welchen 
ganz anderen, aber gewiss nicht weniger wichtigen Sätzen die 
Geometrie der Lage sich beschäftigt, als z. B. die analytische 
Geometrie. Ich erinnere Sie noch daran, dass die letztere be- 
sonders durch die Winkel, welche die Taugenten der Kegelschnitte 
mit den Brennstrahlen bilden, oder durch die Abschnitte, welche 
sie auf den Axen hervorrufen, die Lage der Tangenten zu be- 
stimmen sucht, also Alles auf Maassverhältnisse zurückführt. Na- 
türlich rede ich hier nur von den Elementen der analytischen 
Geometrie, auf welche die meisten Lehrbücher sich beschränken, 
nicht aber von den höchst fruchtbaren neueren Methoden, deren 
Dasein vor Allen dem scharfsinnigen Plücker zu danken ist. 



Erster Vortrag. 



Das Projiciren ans Punkten und Geraden; das Schneiden 

durch Ebenen und Gerade. Die sechs Grundgebilde 

der neueren Geometrie. 



oie wissen, dass die vielen Begriffe, welche in der Geometrie 
der Alten, der Trigonometrie und der analytischen Geometrie 
aufgestellt werden, zum grössten Theil auf das Maass sich 
gründen und somit in der reinen Geometrie der Lage nicht An- 
wendung finden können. Es wird Sie desshalb nicht überraschen, 
dass die neuere Geometrie für ihre Zwecke gleichfalls eine be- 
trächtliche Anzahl eigenthümlicher Begriffe aufgestellt hat, mit 
denen ich Sie in diesem und den nächsten Vorträgen bekannt 
zu machen denke, und die wir fortwährend anwenden müssen. 

Der Punkt, die Gerade und die Ebene sind die einfachen 
Elemente der neueren Geometrie. Ich werde in der Regel die 
Punkte durch grosse lateinische Buchstaben bezeichnen, gerade 
Linien durch kleine lateinische, und Ebenen durch griechische 
Buchstaben. Die Geraden, welche wir häufig auch Strahlen 
nennen werden, und die Ebenen betrachten wir immer als all- 
seitig unbegrenzt t wo nicht ausdrücklich das Gegentheil ange- 
geben wird. Wir können diese Elemente mit einander zu zu- 
sammengesetzten Gebilden verbinden, indem wir eines derselben 
als Träger eines Complexes der anderen ansehen. Wir gelangen 
so zu den sogenannten Grundgebilden der neueren Geometrie. 
Bevor ich Ihnen diese erkläre, schicke ich folgende vorbereitende 
Betrachtung voraus. 

Wenn Sie einen Gegenstand, etwa ein Gebäude, anschauen, 
so wirft jeder (sichtbare) Punkt desselben einen Strahl in Ihr 
Auge, welcher der Schein oder auch der Projectionsstrahl 
jenes Punktes genannt wird.. Der Schein des ganzen Gebäudes 
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ist also aus vielen Strahlen zusammengesetzt, von denen jeder 
einen oder mehrere Punkte vom Auge aus projicirt. Liegt 
eine Anzahl von Punkten in einer nicht durch das Auge gehenden 
Geraden, so liegen offenbar alle ihre Projectionsstrahlen in der- 
jenigen Ebene, welche vom Auge aus durch diese Gerade gelegt 
werden kann ; oder jede solche Gerade wird aus dem Auge durch 
eine Ebene projicirt, welche auch der Schein oder die proji- 
cirende Ebene jener Geraden genannt wird. Ebenso wird im 
Allgemeinen eine Curve durch eine conische Fläche projicirt. 
Den Schein des Gebäudes können wir nun durch eine Ebene auf- 
fangen oder schneiden, indem wir jeden Projectionsstrahl in 
einem Punkte und jede projicirende Ebene in einer Geraden 
schneiden. Wir erhalten dann in der Ebene als Schnitt jenes 
Scheines ein perspectivisches Bild, eine Projection des Ge- 
bäudes, und diese Projection sendet offenbar ganz denselben 
Schein in das Auge, wie das Gebäude selbst, und ist desshaib 
auch sehr geeignet, uns eine Vorstellung von letzterem zu ver- 
schaffen. Sie sehen solche perspectivische ebene Bilder von 
räumlichen Gegenständen täglich in den Schaufenstern der Pho- 
tographen. 

Den Meisten von Ihüon wird diese Art des Projicirens unter 
dem Namen der Centralprojection wohl längst bekannt sein. 
Auf sie gründet sich die Lehre von der Perspective; und alle 
anderen Arten des Projicirens, die in der darstellenden Geometrie 
üblich sind, lassen sich als besondere Fälle dieser einen Art auf- 
fassen. Damit z. B. , wie in der orthogonalen Projection, die 
Projectionsstrahlen parallel seien, brauchen wir uns nur das Auge 
in unendliche Entfernung gerückt zu denken. Auch die Schatten, 
welche Gegenstände auf Ebenen werfen, wenn sie aus einem end- 
lichen oder unendlich fernen Punkt beleuchtet werden, sind offen- 
bar Nichts weiter, als Projectionen jener Gegenstände, indem nur 
an die Steile des Auges der leuchtende Punkt getreten ist. 

Wir wollen nun, abgesehen von allen optischen Beziehungen, 
die soeben benutzten Ausdrücke „Schein, Strahl, projiciren, 
schneiden" u. s. w. auch ferner anwenden , indem wir statt des 
Auges einen beliebigen Punkt S und statt des bestimmten Gegen- 
standes oder Gebäudes ein beliebiges System Q von Punkten und 
Geraden im Räume annehmen. Dieses System Q wird also aus S 
durch ein System von Strahlen und Ebenen projicirt, nämlich 
jeder Punkt durch einen Strahl und jede nicht durch S gehende 
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Gerade durch eine Ebene. Der Punkt S ist dann als Träger 
aller dieser Strahlen und Ebenen anzusehen, welche zusammen 
den Schein des Systemes Q bilden. Nehmen wir im Raum ein 
beliebiges System 2 von Ebenen und Geraden an, so wird jede 
neue Ebene e dasselbe in einem System von Geraden und Punkten 
schneiden, nämlich im Allgemeinen jede Ebene in einer Ge- 
raden, und jede Gerade in einem Punkte. Die Ebene s erscheint 
•dann als Träger aller dieser Geraden und Punkte, welche zu- 
sammen den Schnitt des Systemes 2 ausmachen. 

Wir können auch aus Geraden projiciren, und durch Gerade 
Schnitte hervorrufen. Jeder ausserhalb einer Geraden g gelegene 
Punkt bestimmt nämlich mit g eine Ebene, oder wird aus g 
durch eine Ebene projicirt; und ebenso wird jede Ebene, die 
nicht durch g geht, von dieser Geraden in einem Punkte ge- 
schnitten. Die Gerade erscheint hiernach bald als Träger von 
Ebenen, welche in ihr sich schneiden, bald als Träger von Punk- 
ten, welche auf ihr liegen. 

Durch solche Betrachtungen gelangen wir zu den folgenden 
sogenannten Grundgebilden, die in der neueren Geometrie 
eine wichtige Stelle einnehmen. 

Die Gesammtheit aller in einer Geraden liegenden Punkte wird 
ein gerades Gebilde (auch wohl eine Punktreihe) genannt; 
die einzelnen Punkte der Geraden heissen Elemente des ge- 
raden Gebildes. Diese Punkte denken wir uns starr mit einander 
verbunden, so dass ihre gegenseitige Lage auch dann noch un- 
verändert bleibt, wenn die Gerade, ihr Träger, verschoben wird. 
Ein von zwei Punkten begrenzter Theil eines geraden Gebildes 
heisst eine Strecke. 

Die Gesammtheit aller durch einen Punkt gehenden und in 
einer und derselben Ebene liegenden Strahlen soll ein Strahlen- 
büschel heissen. Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der Strahlen 
heisst der Mittelpunkt des Büschels; die einzelnen, nach beiden 
Seiten unbegrenzten Strahlen sind die Elemente desselben. 
Auch hier denken wir uns diese Elemente starr mit einander 
verbunden. Als Träger des Strahlenbüschels kann nach Belieben 
/der Mittelpunkt oder auch die Ebene betrachtet werden, in wel- 
cher die Strahlen liegen. Ein von zwei Strahlen als Schenkeln 
begrenzter Theil eines Strahlenbüschels heisst ein vollkomme- 
ner ebener Winkel. Derselbe besteht aus zwei einfachen 
ebenen Winkeln, die Scheitelwinkel zu einander sind. Werden 
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in einem beliebigen Strahlenbüschel S (Fig. 5) irgend vier Strahlen 
a, 6, c, d angenommen, so sind unter diesen zwei Paar getrennte 
Strahlen. Nämlich a und c sind durch b und d von einander 
getrennt, so dass man in dem Büschel von a nicht auf c über- 
gehen kann, ohne entweder b oder d zu überschreiten. 

Die Gesammtheit aller durch eine Gerade gehenden, allseitig 
unbegrenzten Ebenen wollen wir einen Ebenenbüschel nennen, 
und die Gerade soll die Axe desselben heissen. Die Elemente 
des Büschels, d. h. seine Ebenen, denken wir uns, wie bei dem 
geraden Gebilde die Punkte, starr mit einander verbunden in un- 
veränderlicher gegenseitiger Lage. Ein von zwei Ebenen als 
Schenkeln begrenzter Theil eines Ebencnbüschels heisst ein 
vollkommener Flächenwinkel, und besteht aus zwei ein- 
fachen Flächenwinkeln, die zu einander Scheitelwinkel sind. 
Unter vier Ebenen eines Büschels sind wieder zwei Paar ge- 
trennte. 

Manchmal, wenn keine Zweideutigkeit möglich ist, werde ich 
ein Gebilde, welches nur aus einzelnen Punkten und Strecken 
einer Geraden besteht, ein gerades Gebilde nennen. Ebenso soll 
ein Gebilde in einem Büschel, welches nur aus einzelnen Ele- 
menten und Winkeln des Büschels besteht, manchmal selbst ein 
Büschel genannt werden. Dabei bitte ich Sie, sich stets zu er- 
innern, dass wir, abweichend von den gewöhnlichen Erklärungen, 
den Winkel als Theil eines Büschels definirt haben. 

Das gerade Gebilde, der Strahlenbüschel und der 
Ebenenbüschel sollen die einförmigen Grundgebilde 
oder die Grundgebilde der ersten Stufe heissen. Die 
Elemente eines einförmigen Grundgebildes, z. B. die Ebenen eines 
Ebenenbüschels, haben Sie sich als etwas Einfaches vorzustellen, 
indem Sie absehen von den Gebilden (Figuren u. dgl.), deren Träger 
jene Elemente sein können. Bei dem Strahlenbüschel wird diese 
Vorstellung dadurch erleichtert, dass wir die Geraden, deren Ge- 
sammtheit den Büschel ausmacht, eben mit dem Namen Strahlen 
bezeichnen. Denn unter einem Strahl wird gewöhnlich eine Ge- 
rade an und für sich verstanden, abgesehen von den in ihr ge- 
legenen Punkten und durch sie gehenden Ebenen. Leider fehlte 
uns für die Ebene eine entsprechende zweite Bezeichnung. 

Von den Grundgebilden der ersten Stufe können wir uns 
auch eines mittelst jedes anderen erzeugt denken. So wird ein 
gerades Gebilde AB CD (Fig. 6) aus jedem ausserhalb gelegenen 
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Punkte S durch einen Strahlenbüschel ab cd projicirt, von welchem 
dann das gerade Gebilde AB CD ein Schnitt ist. Ebenso wird 
das gerade Gebilde ADCB durch den Büschel adcb projicirt. 
Ein Ebenenbüschel aßfö w * r d von jeder nicht durch seine Axe 
gehenden Ebene in einem Strahlenbüschel ab cd geschnitten, 
dessen Mittelpunkt auf jener Axe liegt; jeder Strahlenbüschel 
wird aus einem nicht in seiner Ebene gelegenen Punkte durch 
einen Ebenenbüschel projicirt. Endlich wird jeder Ebenenbüschel 
durch eine Gerade, die mit seiner Axe nicht in einer Ebene liegt, 
in einem geraden Gebilde geschnitten, nämlich jede Ebene des 
Büschels in einem Punkte des geraden Gebildes; und jedes ge- 
rade Gebilde wird aus einer Axe, die mit demselben nicht in 
einer Ebene liegt, durch einen Ebenenbüschel projicirt. Schon 
durch diese Beziehungen ist es gerechtfertigt, wenn wir das ge- 
rade Gebilde, den Strahlen- und den Ebenenbüschel als Grund- 
gebilde der gleichen, nämlich der ersten Stufe bezeichnen. Wir 
dürfen uns nämlich hiernach vorstellen, dass ein gerades Gebilde 
ebenso viele Punkte enthalte, wie ein Büschel Strahlen oder Ebenen 
enthält. 

Grundgebilde der zweiten Stufe haben wir zwei: 
nämlich das ebene System und den Strahlenbündel. Die 
Gesammtheit aller Punkte und Strahlen, die in einer Ebene ent- 
halten sind, nennen wir ein ebenes System; jene Ebene ist 
der „Träger" desselben. Im ebenen System sind hiernach nicht 
nur Punkte und Strahlen, sondern auch unendlich viele gerade 
Gebilde und Strahlenbüschel als Elemente desselben enthalten; 
denn alle in einer Geraden des Systems liegenden Punkte 
bilden zusammen ein gerades Gebilde, und alle durch einen Punkt 
. gehenden Strahlen des Systems einen Strahlenbüschel. Mit Recht 
nennen wir daher das ebene System ein Grundgebilde von höherer 
Stufe, als die einförmigen Grundgebilde. — Ferner nennen wir 
die Gesammtheit aller Strahlen und Ebenen, die durch einen 
Punkt im Räume als Mittelpunkt denkbar sind, einen Strahlen- 
bündel. In demselben sind nicht nur Strahlen und Ebenen, 
sondern auch unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenenbüschel 
als Elemente enthalten. Denn alle Ebenen des Bündels, welche 
sich in einer und derselben Axe schneiden, bilden einen Ebenen- 
büschel; und ebenso bilden alle Strahlen desselben, welche in 
einer und derselben Ebene liegen, einen Strahlenbüschel. Der 
Strahlenbündel ist also wirklich ein Grundgebilde höherer Stufe, 
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als die einförmigen Grundgebilde. Der Name „Bündel", welcher 
eine Vielheit höherer Art bezeichnen soll als „Büschel", ist von 
v. Staudt gewiss sehr passend gewählt; dagegen könnten wir 
das vorliegende Grundgebilde mit demselben Rechte einen „Ebenen- 
bündel" wie einen „Strahlenbündel", nennen, weil es Ebenen so- 
wohl wie Strahlen als Elemente enthält. 

Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass wir uns auch im 
ebenen System und im Strahlenbündel die Elemente, aus welchen 
sie bestehen, als starr mit einander verbunden denken, so dass 
z. B. im Strahlenbündel die gegenseitige Lage der darin enthal- 
tenen Strahlen, Ebenen und Büschel sich nicht ändert, wenn 
der Mittelpunkt, welcher der Träger des Bündels ist, bewegt 
wird. 

Wir dürfen uns vorstellen, dass ein Strahlenbündel ebenso 
viele Strahlen und Ebenen enthält, wie ein ebenes System Punkte 
und Strahlen, und sind desshalb durchaus berechtigt, beide Grund- 
gebilde als zu derselben, zweiten Stufe gehörig zu betrachten. 
Denn wir können uns den Strahlenbündel mittelst des ebenen 
Systems erzeugt denken, und umgekehrt. Projiciren wir nämlich 
ein ebenes System 2 aus einem nicht in ihm gelegenen Punkte £, 
so dass jeder Punkt P von 2 durch einen Strahl SP von S pro- 
jicirt wird und jeder Strahl von 2 durch eine Ebene von 5, so 
erhalten wir einen Strahlenbündel S, welcher ein Schein des 
ebenen Systemes 2 genannt wird, und von welchem das ebene 
System ein Schnitt ist. Um Ihrer Vorstellung zu Hülfe zu 
kommen, will ich annehmen, 2 sei eine ebene, in bunten Farben 
prangende, unbegrenzte Landschaft, die sich zu Ihren Füssen 
ausbreiten möge, und der ausserhalb gelegene Punkt 8 sei Ihr 
Auge. Jeder Punkt der Landschaft wird dann einen Lichtstrahl 
in Ihr Auge senden, jede Gerade der Landschaft eine Lichtebene. 
Und stellen Sie sich diese Strahlen und Ebenen als allseitig un- 
begrenzt vor, so erhalten Sie als Schein der ganzen Landschaft 
offenbar einen Strahlenbündel. Wir können weiter schliessen: 
Jedes gerade Gebilde des ebenen Systems wird aus S durch einen 
Strahlenbüschel projicirt, jeder Strahlenbüschel durch einen Ebenen- 
büschel, jede Curve durch eine conische Fläche des Bündels; oder 
mit anderen Worten: Der Schein eines geraden Gebildes, eines 
Strahlenbüschels oder einer Curve des ebenen Systems ist resp. 
ein Strahlenbüschel, ein Ebenenbüschel oder eine conische Fläche 
des Strahlenbündels. Ebenso wird jede Strecke durch einen 
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ebenen Winkel projicirt, jeder ebene Winkel durch einen Flächen- 
winkel u. s. w. Betrachten wir umgekehrt den Strahlenbündel als 
das Ursprüngliche, denken wir uns etwa seinen Mittelpunkt als 
leuchtenden Punkt, der nach allen Seiten hin farbige Strahlen 
entsendet, so kann das ebene System als Schnitt desselben an- 
gesehen werden. Dann wird jeder Strahl des Bündels in einem 
Punkte des ebenen Systemes geschnitten, jede Ebene in einer 
Geraden, jeder Strahlenbüschel in einem geraden Gebilde und 
jeder Ebenenbüschel in einem Strahlenbüschel. 

Endlich besteht auch noch ein Grundgebilde der dritten 
Stufe, nämlich das räumliche System, oder der unbegrenzte 
Raum mit allen in ihm enthaltenen Punkten, Geraden und Ebe- 
nen. Das räumliche System enthält auch unendlich viele Grund- 
gebilde der ersten und zweiten Stufe als Elemente; denn jede 
Ebene desselben ist der Träger eines ebenen Systemes , jeder 
Punkt der Mittelpunkt eines Strahlenbündels, jede Gerade der 
Träger eines geraden Gebildes und die Axe eines Ebenen- 
büschels. 

Jedem der sechs Grundgebilde, die ich Ihnen soeben erklärt 
habe, entspricht nun eine besondere Geometrie. Sie werden mir 
gewiss gern zugestehen, dass es ebenso gut eine Geometrie des 
Strahlenbündels geben muss, wie eine Geometrie des ebenen Sy* 
stems. Denn zu jedem ebenen geometrischen Gebilde können 
wir ja ein Gebilde im Strahlenbündel construiren, indem wir das 
ebene System aus einem ausserhalb gelegenen Punkte projiciren. 
Und die Sätze, welche sich von dem ebenen Gebilde aufstellen 
lassen, können dann in irgend einer Weise auf den Schein des- 
selben im Strahlenbündel übertragen werden. Wir werden Ge- 
legenheit haben, von dieser Methode häufigen Gebrauch zu 
machen. — Schwieriger ist es schon einzusehen, dass es auch 
eine Geometrie der einförmigen Grundgebilde, z. B. des geraden 
Gebildes oder der Punkte einer Geraden , geben müsse. Aber 
ich brauche Sie nur an den in der Einleitung angeführten Satz 
von den vier harmonischen Punkten zu erinnern, um Sie auch 
hiervon zu überzeugen. Wie ich Ihnen dort als Thatsache an- 
führte, ist durch drei Punkte einer Geraden die Lage des vierten 
harmonischen Punktes zum Voraus bestimmt. Ferner nenne ich 
Ihnen den Satz, dass unter vier Strahlen eines Strahlenbüschels 
sich zwei Paar getrennte Strahlen befinden, um zu beweisen, 
dass allerdings von einer Geometrie der einförmigen Grundge- 
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bilde geredet werden kann, auch ohne dass wir das Maass zu 
Hülfe nehmen. 

Die bisherigen Entwickclungen machen es mir nun schon 
möglich, Ihnen in kurzen Worten den Hauptinhalt der Geo- 
metrie der Lage anzudeuten. Dieselbe handelt nämlich von 
den sechs Grundgebilden und ihren Beziehungen zu einander. 



Zweiter Vortrag. 



Unendlich ferne Elemente. Das Beziehen der Grnnd- 
gebilde auf einander. 



In der Geometrie der Alten werden zwei gerade Linien pa- 
rallel genannt, wonn sio in derselben Ebene liegen und keinen 
Punkt mit einander gemein haben. Ebenso heissen zwei Ebenen, 
oder eine Ebene und eine Gerade parallel, wenn kein Punkt der 
einen zugleich in der anderen liegt. Die neuere Geometrie fasst 
den Parallelismus anders auf, und es soll meine nächste Aufgabe 
sein, Sie mit dieser abweichenden Auffassung, welche v. Stau dt 
die perspektivische genannt hat, vertraut zu machen. Wir werden 
geradesweges auf dieselbe geführt, wenn wir die Grundgebilde 
aus einander ableiten, indem wir das eine als Schnitt oder Schein 
dos anderen uns vorstellen. 

Wenn eine Gerade u (Fig. 6) mit einem Strahlenbüschel S 
in einer Ebene liegt, ohne durch den Mittelpunkt desselben zu 
gehen, so wird der Strahlenbüschel von der Geraden in einem 

geraden Gebilde geschnitten, indem jeder Strahl a, b, c, von 

Ü in einem Punkte A, B, C, . . . „ von u geschnitten wird. Be- 
schreibt ein Strahl durch Drehung um 5 in irgend einem Sinne 
abc den Büschel £* so beschreibt gleichzeitig sein Schnittpunkt 
mit n im Sinne ABC das gerade Gebilde u,- indem er zuerst 
von A aus über B sich immer weiter bis ins Unendliche ent- 
fernt» und hernach von der entgegengesetzten Seite her wieder 
aus unendlicher Entfernung zu seiner Anfangslage zurückkehrt. 
Nach der Auffassung der Alten schneidet der sich drehende 
Strahl in der einen besonderen Lage p die Gerade u nicht mehr, 
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in welcher er zu u parallel ist, so dass wir dieser Ausnahme 
wegen nicht allgemein den Satz aufstellen dürfen, dass jede Ge- 
rade, die mit u in einer Ebene liegt, auch mit u einen Punkt 
gemein hat. Die neuere Geometrie beseitigt diese Ausnahme da- 
durch, dass auch parallelen Linien ein gemeinschaftlicher Punkt 
zugeschrieben wird, nämlich ein unendlich ferner Punkt. 

Nach der perspectivischen Ansicht hat übrigens jede Gerade 
u nur einen einzigen unendlich fernen Punkt, weil durch einen 
ausserhalb gegebenen Punkt S nur ein einziger Parallelstrahl p 
zu u gezogen werden kann, und weil diesem Parallelstrahl mehr 
als ein mit u gemeinschaftlicher Punkt nicht wohl zuzuschreiben 
ist, da auch jeder andere Strahl des Büschels S nur einen Punkt 
mit u gemein hat. Diese ganze Auffassung bietet der älteren 
Ansicht gegenüber den Vortheil, dass jetzt viele Sätze ganz all- 
gemein ausgesprochen werden können, bei denen sonst immer 
Ausnahmen anzuführen waren, und dass manche scheinbar ver- 
schiedene Sätze sich jetzt in einer einzigen Aussage zusammen- 
fassen lassen. Uebrigens werden Sie sich wohl schon in der ana- 
lytischen Geometrie mit dieser Ansicht * befreundet haben ; auch 
dort pflegt man ja zwei in einer Ebene gelegene Gerade parallel 
zu nennen, wenn die Coordinaten ihres Schnittpunktes unendlich 
gross sind, der letztere also in unendlicher Entfernung liegt. 

Zu dem unendlich fernen Punkte einer Geraden gelangen wir, 
indem wir entweder nach der einen oder nach der anderen Seite 
hin uns einen Punkt immer weiter auf der Geraden fortbewegt 
denken. Der unendlich ferne Punkt liegt also nach beiden Seiten 
hin auf der Geraden, oder sowohl nach der einen als auch nach 
der anderen Seite hin; und die Gerade erscheint als geschlossene 
Linie, deren beide Seiten durch den unendlich fernen Punkt zu- 
sammenhängen. Zu diesem Scbluss werden wir gezwungen, so- 
bald wir die vorhin begründete Auffassung zulassen, dass jede 
Gerade einen, und nur einen unendlich fernen Punkt besitze. 
Wir werden später sehen, dass in derselben Weise die beiden 
Zweige einer Hyperbel als im Unendlichen zusammenhängend zu 
betrachten sind. Auf ganz ähnliche Vorstellungen führt die Ana- 
lysis, indem sie an häufigen Beispielen zeigt, dass man nicht nur 
durch Null, sondern auch durch das Unendliche vom Positiven 
zum Negativen übergehen kann. 

Weil wir somit in einer Geraden von einem Punkt zu einem 
anderen gelangen können, indem wir den unendlich fernen Punkt 
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überschreiten, so gilt jetzt der Satz: Unter vier Punkten 
eines geraden Gebildes sind nur zwei Paar getrennte, 
ebenso wie es unter vier Elementen eines Büschels nur zwei 
Paar getrennte giebt. Und wie ein Büschel durch zwei seiner 
Elemente in zwei vollkommene Winkel (Nebenwinkel) getheilt 
wird, so wird ein gerades Gebilde durch zwei seiner Punkte in 
zwei Strecken getheilt, von denen jede die Ergänzung der an- 
deren heisst. Eine dieser beiden Strecken enthält den unendlich 
fernen Punkt der Geraden, falls nicht dieser selbst einen der 
Grenzpunkte der Strecken bildet. 

Um den unendlich fernen Punkt einer Geraden von ihren in 
der Endlichkeit gelegenen Punkten zu unterscheiden, nennt man 
den ersteren wohl einen uneigentlichen, und die letzteren 
eigentliche Punkte. Ebenso dürfte die Ihnen soeben vorge- 
tragene neuere Auffassung des Parallelismus als eine uneigent- 
liche zu bezeichnen sein. Die sämmtlichen Parallelen, welche 
sich in einer Ebene nach irgend einer Richtung ziehen lassen, 
haben nur einen unendlich fernen oder uneigentlichen Punkt 
mit einander gemein, nämlich denjenigen, in welchem irgend eine 
von ihnen von allen übrigen geschnitten wird. Diese Parallelen 
können daher auch als ein Strahlenbüschel aufgefasst werden, 
dessen Mittelpunkt ein unendlich ferner Punkt der Ebene ist, 
und den wir künftig einen Parallelstrahlenbüschel nennen wollen, 
wenn eine Unterscheidung von anderen Strahlenbüscheln wün- 
schenswerth ist. Ebenso ist unter einem Parallelstrahlenbündel 
die Gesammtheit aller im Räume möglichen parallelen Strahlen 
von bestimmter Richtung nebst allen durch sie gehenden Ebenen 
zu verstehen. — Ich mache Sie noch darauf aufmerksam, dass 
die Aussagen: „Parallele Gerade haben gleiche Richtung" und 
„sie enthalten denselben unendlich fernen Punkt" ganz das Näm- 
liche bedeuten. Durch jede Richtung wird ein unendlich ferner 
Punkt bestimmt, und umgekehrt durch jeden uneigentlichen Punkt 
im Räume eine Richtung; wie denn auch durch jede eigentliche 
Gerade eine Richtung und ein unendlich ferner Punkt bestimmt 
wird, nämlich der auf ihr enthaltene. 

Von allen unendlich fernen Punkten einer Ebene wird an- 
genommen, dass sie in einer unendlich fernen oder uneigent- 
lichen Linie liegen. Diese Linie muss als eine gerade angesehen 
werden, weil sie von jeder eigentlichen Geraden in nur einem 
Punkte, dem unendlich fernen Punkte dieser Geraden, geschnitten 
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wird; denn krumme Linien haben nicht mit jeder Geraden nur 
einen Punkt gemein. Ein anderer Grund für diese Ansicht ist 
der Umstand, dass nach der perspectiv ischen Auffassung zwei 
parallele Ebenen ihre sämmtlichen unendlich fernen Punkte mit 
einander gemein haben müssen. Werden sie nämlich von irgend 
einer dritten Ebene in zwei eigentlichen Geraden geschnitten, so 
können diese sich in keinem eigentlichen Punkte schneiden; sie 
sind also, da sie in einer Ebene liegen, parallel und haben 
folglich einen unendlich fernen Punkt beider Ebenen mit einander 
gemein. Auf diese Art wird bewiesen, dass jeder unendlich ferne 
Punkt der einen Ebene auch in der anderen liegt. Weil aber 
überhaupt je zwei sich schneidende Ebenen immer nur eine ein- 
zige Gerade mit einander gemein haben, so schreibt man auch 
zwei parallelen Ebenen nur eine einzige gemeinschaftliche Ge- 
rade zu. 

Wie von parallelen Geraden gesagt wird, sie haben dieselbe 
Richtung, so sagt man auch wohl von parallelen Ebenen, sie 
haben dieselbe Stellung; gleichwie also in jeder Richtung ein 
unendlich ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine un- 
endlich ferne Gerade. Weil sämmtliche parallele Ebenen, die 
im Räume in irgend einer Stellung denkbar sind, 'durch eine und 
dieselbe unendlich ferne Gerade gehen, nämlich durch diejenige, 
in welcher irgend eine dieser Ebenen von allen übrigen ge- 
schnitten wird, so können solche parallele Ebenen auch als ein 
Ebenenbüschel aufgefasst werden, dessen Axe eine unendlich 
ferne Gerade ist, und welcher ein Parallel - Ebenenbüschel ge- 
nannt werden soll. 

Von allen unendlich fernen Punkten und Linien im Raum 
wird angenommen, dass sie in einer unendlich fernen oder un- 
eigentlichen Fläche liegen, welche als eine Ebene betrachtet 
werden muss, weil sie von jeder eigentlichen Geraden in nur 
einem Punkte und von jeder eigentlichen Ebene in nur einer Ge- 
raden geschnitten wird. Diese unendlich ferne oder uneigent- 
liche Ebene ist allen Parallelstrahlenbündeln und allen Parallel- 
ebenenbüscheln gemeinschaftlich, weil sie durch alle Mittelpunkte 
der ersteren und alle Axen der letzteren geht. Ebenso ist in 
jeder Ebene die unendlich ferne Gerade ein gemeinschaftlicher 
Strahl aller in dieser Ebene gelegenen Parallelstrahlenbüschel, 
weil sie durch alle Mittelpunkte derselben geht. Der unendlich 
fernen Geraden einer Ebene kann desshalb keine bestimmte 

Heye, Geometrie der Lage. 1. 2 
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Richtung beigelegt werden, sondern sie enthält die Richtung (den 
unendlich fernen Punkt) jeder Geraden der Ebene. 

Auf die unendlich fernen oder uneigentlichen Elemente wird 
noch einiges Licht geworfen durch die Beziehungen, welche sich 
zwischen den Grundgebilden aufstellen lassen. Zwei Grundgebilde 
heissen nämlich auf einander bezogen, wenn jedem Element 
des einen ein Element des anderen zugewiesen ist. Zwei 
solche zu einander gehörige Elemente heissen einander ent- 
sprechende oder homologe Elemente. Wenn zwei Grund- 
gebilde auf ein drittes bezogen sind, so sind sie auch 
auf einander bezogen. Denn jedem Elemente des dritten 
entspricht je ein Element der beiden anderen Grundgebilde, und 
diese beiden Elemente sind dadurch auch einander zugewiesen. 

Am Einfachsten und Anschaulichsten bezieht man zwei un- 
gleichartige Grundgebilde dadurch auf einander, dass man 
das eine als Schnitt oder Schein des anderen auffasst. Liegt 
z. B. (Fig. 6) ein Strahlen büschel S mit einem nicht durch seinen 
Mittelpunkt gehenden geraden Gebilde u in einer Ebene, so 
können Sie jedem Strahl des Büschels den auf ihm gelegenen 
Punkt des geraden Gebildes zuweisen. Dem Parallelstrahl p von 
S entspricht dann der unendlich ferne Punkt von u. Wird ein 
ebenes System 2 als Schnitt eines Strahlenbündels S betrachtet, 
dessen Mittelpunkt ausserhalb 2 liegt, so sind 2 und S in der 
Art auf einander bezogen, dass jedem Punkt von 2 der durch 
ihn hindurchgehende Strahl von S entspricht, und jeder Geraden 
von 2 die durch sie gehende Ebene von & Der zu 2 parallelen 
Ebene von S entspricht daher die unendlich ferne Gerade von 2; 
und jedem in dieser Ebene gelegenen Strahl von S ist sein in 2 
liegender unendlich ferner Punkt zugewiesen. Jedem Ebenen- 
büschel von S entspricht der Strahlen büschel, in welchem er von 
2 geschnitten wird; letzterer ist in dem Falle ein Parallel- 
strahlenbüschel, wenn die Axe des Ebenenbüschels zu 2 parallel 
läuft. Ist S ein Parallelstrahlenbündel , dessen Mittelpunkt also 
unendlich fern liegt, so entspricht jedem eigentlichen Punkte von 
2 ein eigentlicher Strahl von S, und jedem uneigentlichen Ele- 
ment ein uneigentliches Element. Ist 2 die unendlich ferne Ebene 
und S ein eigentlicher Punkt, so entspricht jedem Strahl von S 
sein unendlich ferner Punkt, jeder Ebene ihre unendlich ferne 
Gerade, jedem Strahlenbüschel ein unendlich fernes gerades Ge- 
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bilde, und jedem Ebenenbüschel ein unendlich ferner Strahlen- 
büschel. 

Zwei gleichartige Grundgebilde können am Einfachsten 
dadurch auf einander bezogen werden, dass man sie als Schnitte 
oder Scheine eines und desselben dritten Grundgebildes betrachtet. 
So entsprechen einander in zwei Strahlenbüscheln oder geraden 
Gebilden, welche Schnitte eines und desselben Ebenenbüschels 
sind, je zwei solche Strahlen resp. Punkte, welche in derselben 
Ebene des Ebenenbüschels liegen. Andererseits können zwei 
Strahlenbüschel S und Sj (Fig. 7) auch so auf einander mit 
Leichtigkeit bezogen werden, dass sie Scheine eines und desselben 
geraden Gebildes u sind; so dass je zwei solche Strahlen a und 
a 1? b und 6j, c und q, .... einander entsprechen, welche durch 
denselben Punkt des geraden Gebildes gehen. Werden zwei in 
derselben Ebene liegende gerade Gebilde u und u x (Fig. 8) als 
Schnitte eines Strahlenbüschels S betrachtet, so ist beach- 
tenswerth, dass dem unendlich fernen Punkt P oder Q x des einen 
im Allgemeinen ein eigentlicher Punkt P x resp. Q des an- 
deren entspricht. 

Zwei ebene Systeme sind auf einander bezogen, wenn sie 
Schnitte eines und desselben Strahlenbündels sind. Eine ausge- 
dehnte ebene Landschaft z. B. und das perspectivische Bild der- 
selben, welches Sie erhalten, wenn Sie den durch Ihr Auge 
gehenden Schein der Landschaft durch irgend eine Ebene, eine 
verticale etwa, schneiden, sind so auf einander bezogen, dass je 
zwei Punkte der Landschaft und de* Bildes einander entsprechen, 
wenn sie auf demselben Strahl des durch Ihr Auge gehenden 
Bündels liegen, also sich mit Ihrem Auge in einer Geraden be- 
finden. Jeder Geraden der Landschaft entspricht eine Gerade 
des Bildes, und beide Geraden liegen mit dem Auge in einer 
Ebene. Der unendlich fernen Geraden der Landschaft (dem 
Horizont) entspricht im Allgemeinen eine eigentliche Gerade 
des Bildes, und hierin liegt wieder ein Grund, die unend- 
lich ferne Linie einer Ebene als eine gerade Linie aufzu- 
fassen. Von zwei in der angegebenen Weise auf einander be- 
zogenen ebenen Systemen sagt man wohl auch, das eine sei eine 
Projection des anderen, und der Mittelpunkt des Strahlenbün- 
dels, welcher von beiden Systemen zugleich ein Schein ist, heisst 
dann das Projections-Centrum. Liegt dieser Mittelpunkt 
unendlich fern, ist also der Strahlenbündel ein Parallelstrahlen- 

2* 
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bündel, so geht diese Art der Projection über in die gewöhnliche 
Parallelprojection der darstellenden Geometrie. 

Zwei Strahlenbündel können so auf einander bezogen werden, 
dass man sie als Scheine eines und desselben ebenen Systemes 
auffasst. Jeder Strahl des einen Bündels schneidet dann den 
entsprechenden Strahl des anderen in einem Punkte des ebenen 
Systems ; ebenso haben je zwei entsprechende Ebenen der Bündel 
eine Gerade des Systemes zur Schnittlinie. Die Scheine einer 
und derselben ebenen Landschaft aus zwei verschiedenen Punkten 
sind solche Bündel. 

Die nähere Erörterung dieses Beziehens von zwei Grundge- 
bilden auf einander muss ich vorläufig Ihrer eigenen Forschung 
überlassen-, ich bemerke nur noch, dass die Grundgebilde noch 
in viel mannigfaltigerer Weise auf einander bezogen werden 
können. So z. B. können zwei ebene Systeme auch dadurch auf 
einander bezogen werden, dass man sie auf ein und dasselbe 
dritte System bezieht. Um bei einem wiederholt gebrauchten 
Beispiele zu bleiben, so mögen Sie sich aus zwei verschiedenen 
Projectionscentren perspectivische Bilder von einer Landschaft con- 
struirt denken. Zwei solche Bilder oder ebene Systeme werden 
danu auch auf einander bezogen sein, weil jedes auf die Land- 
schaft bezogen ist, so dass also zwei Punkte derselben einander 
entsprechen, wenn beide von demselben Punkte der Landschaft 
die Projectionen sind. Einer Geraden des einen Bildes wird 
dann stets wieder eine Gerade des zweiten entsprechen. Solche 
ebene Systeme haben aber im Allgemeinen nicht mehr die be- 
sondere Lage gegen einander, welche vorhin erörtert wurde, dass 
nämlich je zwei einander entsprechende Gerade in einer Ebene 
liegen, und die Verbindungslinien von je zwei entsprechenden 
Punkten sich alle in einem bestimmten Punkte schneiden. Wir 
werden die Beziehungen von zwei solchen ebenen Systemen zu 
einander später noch genauer zu untersuchen haben. Uebrigens 
können zwei Systeme auch so auf einander bezogen werden, dass 
jeder Geraden des einen eine Curve im anderen entspricht, oder 
so, dass jedem Punkt des einen Systems eine Gerade des anderen 
und umgekehrt jeder Geraden des ersteren ein Punkt des letz- 
teren entspricht. Vor der Hand überlasse ich es Ihrer Einbil- 
dungskraft, sich hier die mannigfaltigsten Beziehungen der Grund- 
gebilde unter einander auszudenken. 
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Das Gesetz der Reciprocitat oder Dualität. Einfache 
und vollständige necke, räseite, n kante u. s. w. 



Bevor ich Ihnen die Beziehungen weiter entwickele, welche 
sich zwischen den Grundgebilden der neueren Geometrie auf- 
stellen lassen, muss ich Sie auf ein geometrisches Gesetz auf- 
merksam machen, welches in meinen Vorträgen eine wichtige 
Stelle einnehmen wird. Denn dasselbe erleichtert das Studium 
der Geometrie der Lage ausserordentlich dadurch, dass es den 
umfangreichen Stoff derselben in zwei grosse Gruppen theilt, und 
diese einander gegenüberstellt, so dass von diesen Gruppen die 
eine sich sofort aus der anderen ergiebt. Dieses Gesetz heisst 
das Gesetz der Reciprocitat oder Dualität. Obwohl dasselbe in 
der Geometrie des Maasses nicht recht zur Geltung gebracht 
werden kann, so sind Ihnen doch schon manche Sätze bekannt, 
die geradezu darauf hinweisen, und an die ich Sie nur zu er- 
innern brauche, um Ihnen dieses Gesetz zum Bewusstsein zu 
bringen. Es zeigt sich nämlich, dass im Räume der Punkt und 
die Ebene einander als reciproke Begriffe gegenüberstehen, 
so dass jeder Satz aus der Geometrie der Lage seine Ergänzung 
in einem anderen findet, den man aus dem ersteren ableitet, in- 
dem man die Ausdrücke Punkt und Ebene und daher auch ge- 
rades Gebilde und Ebenenbüschel, Strecke und Flächenwinkel 
u. s. w. mit einander vertauscht. Gewöhnlich werden zwei solche 
reciproke Sätze wie die beiden Seiten eines Satzes neben 
einander gestellt, z. B. : 



Zwei Punkte A und B bestim- 
men eine Gerade AB, nämlich 
ihre Verbindungslinie. 

Eine Gerade a und ein nicht 
auf derselben liegender Punkt B 
bestimmen eine Ebene aB, welche 
durch beide hindurchgeht. 

Drei Punkte A, B, C, die nicht 
in einer Geraden liegen, be- 



Zwei Ebenen a und ß bestim- 
men eine Gerade aß, nämlich 
ihre Schnittlinie. 

Eine Gerade a und eine nicht 
durch dieselbe gehende Ebene ß 
bestimmen einen Punkt aß, wel- 
cher auf beiden liegt. 

Drei Ebenen a, ß, y> die nicht 
durch eine Gerade gehen, be- 
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stimmen eine Ebene ABC (die 
Verbindungsebene). 

Zwei Gerade a und 6, die einen 
Punkt gemein haben, liegen in 
einer Ebene ab. 



stimmen einen Punkt aßf (den 
Schnittpunkt). 

Zwei Gerade a und ft, die in 
einer Ebene liegen, haben einen 
Punkt ab gemein. 



Sie werden, beiläufig gesagt, schon bei diesen wenigen Sätzen 
bemerken, wie zweckmässig die Einführung der unendlich fernen 
oder uneigentlichen Elemente in die Geometrie ist. Ohne sie 
hätten wir alle diese Sätze nicht allgemein aussprechen können, 
sondern noch specielle Fälle derselben als Ausnahmen besonders 
hervorheben müssen. Der erste Satz rechts z. B. würde gelautet 
haben: „Zwei Ebenen a und ß bestimmen entweder eine Gerade 
aß, oder sie sind parallel"; während nach der neueren Auffas- 
sungsweise auch im letzteren Falle eine Gerade bestimmt wird, 
nämlich die unendlich ferne Gerade der Ebenen. Ebenso hätten 
wir bei dem ersten Satz links mehrere Fälle unterscheiden müssen, 
jenachdem beide gegebene Punkte A und B eigentliche Punkte 
sind oder nicht. Wir hätten ihn demnach so aussprechen müssen : 
„Durch zwei (eigentliche) Punkte, oder durch einen Punkt und 
eine Richtung ist eine Gerade bestimmt"; während nach der per- 
spectivischen Ansicht der letztere Fall dem ersteren einfach da- 
durch untergeordnet ist, dass unter den gegebenen Punkten auch 
unendlich ferne zugelassen werden. Aehnliche Bemerkungen werden 
Sie selbst leicht an jeden der übrigen Sätze knüpfen können. 

Diese Sätze führen zu folgenden Aufgaben, die wir künftig 
als immer ausführbar betrachten werden: 



Durch zwei Punkte eiue Ge- 
rade zu legen. 

Durch eine Gerade und einen 
ausserhalb gegebenen Punkt eine 
Ebene zu legen. 

Durch drei Punkte eine Ebene 
zu legen. 

Durch zwei sich schneidende 
Gerade eine Ebene zu legen. 

Zur Uebung will ich noch 
anfuhren. Ich rathe Ihnen sehr 



Die Schnittlinie von zwei Ebe- 
nen zu finden. 

Von einer Geraden und einer 
Ebene, welche nicht durch die 
Gerade hindurchgeht, denSchnitt- 
punkt zu finden. 

Von drei Ebenen den Schnitt- 
punkt zu finden. 

Von zwei in einer Ebene ge- 
legenen Geraden den Schnitt- 
punkt zu finden, 
einige oft benutzte Doppelsätze 
den Versuch an, zu der einen 



Gesetz der Reciprocität. 
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Hälfte jedes dieser Doppelsätze die andere reciproke Hälfte selbst 
abzuleiten. 



Sind vier Punkte A, B, C, D 
gegeben und schneiden sich die 
Verbindungslinien AB und CD, 
so liegen die Punkte in einer 
und derselben Ebene, so dass auch 
ÄC und BD, sowie ÄD und BC 
sich schneiden müssen. 



Sind vier Ebenen a, ß, y> 8 ge- 
geben und schneiden sich die 
Schnittlinien aß und 78, so ge- 
hen die Ebenen durch einen und 
denselben Punkt, so dass auch 
ay und ß8, sowie aö und ßy 



sich schneiden müssen. 
Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schneiden, 
aber nicht alle 



durch einen Punkt gehen, so 
liegen alle in einer Ebene. 



in einer Ebene liegen, so gehen 
alle durch einen Punkt. 



Häufig steht ein Satz sich selbst reciprok gegenüber, wenn 
Punkt und Ebene in symmetrischer Weise in ihm vorkommen; 
z. B. die Aufgabe: In einer Ebene durch einen in ihr gegebenen 
Punkt eine Gerade zu ziehen, welche eine ausserhalb beider ge- 
gebene Gerade schneidet. Hier stehen zwei Auflösungen einander 
reciprok gegenüber: 



Entweder verbinde man den 
Schnittpunkt der Geraden und 
der Ebene mit dem gegebenen 
Punkt ; 



oder man lege durch die Gerade 
und den gegebenen Punkt eine 
Ebene und suche deren Schnitt- 
linie mit der gegebenen Ebene. 



Auf diese Aufgabe lassen sich die folgenden leicht zurück- 
führen : 



Durch einen gegebenen Punkt 
eine Gerade zu ziehen, welche 
zwei gegebene Gerade, die mit 
dem Punkt nicht in einer und 
derselben Ebene liegen, schneide. 
Man lege nämlich durch den 
gegebenen Punkt und eine der 
gegebenen Geraden eine Ebene, 



In einer gegebenen Ebene eine 
Gerade zu ziehen, welche zwei 
gegebene Gerade, die mit der 
Ebene nicht einen und denselben 
Schnittpunkt gemein haben, 
schneide. Man bestimme den 
Schnittpunkt der gegebenen 
Ebene mit einer der gegebenen 



Geraden, 
so ist die Aufgabe auf die vorhergehende zurückgeführt. 

Die Aufgabe: „Eine Gerade zu ziehen, welche drei gegebene 
schneidet", steht wieder sich selbst gegenüber. Entweder kann 
man in der einen Geraden einen Punkt annehmen, oder durch 
dieselbe eine Ebene legen, und sodann nach den Angaben der 
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vorhergehenden Doppelaufgabe eine Gerade suchen, welche durch 
diesen Punkt geht, oder aber in dieser Ebene liegt, und die 
beiden anderen gegebenen Geraden schneidet. 

Audi die Grundgebilde können einander als reciproke Ge- 
bilde gegenübergestellt werden , z. B. das ebene System und der 
Strahlenbündel schon desshalb, weil ihre Träger, nämlich die 
Ebene und der Punkt, einander reciprok sind. Es stehen sodann 
einander gegenüber: 



im ebenen System: 
der Pimkt; das gerade Gebilde ; 
der Strahl als Verbindungslinie 
von Punkten; der Strahlen- 
büschel u. s. w. 



und im Strahlenbündel: 
die Ebene; der Ebenenbüschel; 
der Strahl als Schnittlinie von 
Ebenen ; der Strahlenbüschel 
u. s. w. 



Ihnen wird hier wie bei manchen früheren Sätzen die Be- 
merkung sich aufdrängen, dass im Räume die Gerade (oder der 
Strahl) sich selbst gegenübersteht. Wirklich nimmt dieselbe eine 
Zwischenstellung ein zwischen den reciproken Elementen Punkt 
und Ebene. Als Beispiel eines Doppelsatzes, in welchem das 
ebene System und der Strahlenbündel als reciproke Gebilde ein- 
ander gegenüberstehen, diene der folgende: 



Werden zwei ebene Systeme 
dadurch auf einander bezogen, 
dass man sie als Schnitte eines 
und desselben Strahlenbündels 
betrachtet, so liegen je zwei ein- 
ander entsprechende Elemente 
(Punkte oder Gerade) der Sy- 
steme auf einem und demselben 
Element (Strahl oder Ebene) 
des Strahlenbündels. Die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen fällt 
mit ihrer entsprechenden zusam- 
men oder entspricht sich selbst; 
dasselbe gilt von jedem in dieser 
Geraden befindlichen Punkte. 
Die beiden ebenen Systeme ha- 
ben also ein gerades Ge- 
bilde entsprechend ge- 
mein. 



Werden zwei Strahlenbündel 
dadurch auf einander bezogen, 
dass man sie als Scheine eines 
und desselben ebenen Systems 
betrachtet, so gehen je zwei ein- 
ander entsprechende Elemente 
(Strahlen oder Ebenen) der Bün- 
del durch ein und dasselbe Ele- 
ment (Punkt oder Gerade) des 
ebenen Systems. Der gemein- 
schaftliche Strahl der Bündel, 
welcher ihre Mittelpunkte ver- 
bindet, fällt mit seinem ent- 
sprechenden zusammen oder ent- 
spricht sich selbst ; dasselbe gilt 
von jeder durch diesen Strahl 
gehenden Ebene. Die beiden 
Strahlenbündel haben also 
einen Ebenenbüschel ent- 
| sprechend gemein. 
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Sie erkennen schon aus dem Zusammenhange, dass in dem 
Falle, in welchem zwei Gebilde auf einander bezogen sind, und 
ein Element des einen Gebildes mit dem ihm entsprechenden 
Elemente des anderen zusammenfällt, d. h. identisch ist, von die- 
sem Elemente gesagt wird, es sei den beiden Gebilden ent- 
sprechend gemein. 

Wie im Räume der Punkt und die Ebene, «o stehen einander 
in der Ebene der Punkt und die Gerade, daher auch das ge- 
rade Gebilde und der Strahlenbüschel, die Strecke und der 
Winkel etc. als reciproke Begriffe gegenüber; ebenso im Strahlen- 
bündel der Strahl und die Ebene, der Strahlenbüschel und der 
Ebenenbüschel etc. Z. B. : 



oti) Je zwei Punkte einer Ebene 
bestimmen eine Gerade. 

a 3 ) Je zwei Strahlen eines Bün- 
dels bestimmen eine Ebene. 



a 2 ) Je zwei Gerade einer Ebene 
bestimmen einen Punkt. 

a 4 ) Je zwei Ebenen eines Bün- 
dels bestimmen einen Strahl. 



Eine ebene Curve kann aufgefasst werden: 



ßi) als Inbegriff aller auf ihr 
liegenden Punkte; 



P2) als Inbegriff aller sie ein- 
hüllenden Geraden (Tangenten) 
(Fig. 9). 

Und zwar werden Sie finden, dass in der neueren Geometrie die 
letztere Auffassung ebenso häufig in Anwendung gebracht wird, 
wie die erstere. Ebenso kann eine conische Fläche (im Strahlen- 
bündel) aufgefasst werden: 



ß 3 ) als Inbegriff aller in ihr 
liegenden Strahlen; 



ß 4 ) als Inbegriff aller sie ein- 
hüllenden Ebenen (Berührungs- 
ebenen). 

Von vier solchen zusammengehörigen Sätzen können immer 
die beiden auf den Strahlen bündel bezüglichen dadurch aus den 
beiden übrigen, welche in die Geometrie der Ebene gehören, ab- 
geleitet werden, dass man das ebene System aus irgend einem 
Mittelpunkte durch einen Strahlenbündel projicirt. In der Regel 
werde ich desshalb künftig nur die ersten beiden anführen, und 
es Ihnen überlassen, die übrigen selbst aufzusuchen. Im Räume, 
wo Punkt und Ebene einander reciprok sind, stehen der erste 
und letzte (wie a x und a 4 ), sowie der zweite und dritte (wie a 3 
und <x 3 ) von je vier solchen Sätzen einander als reciproke Sätze 
gegenüber. 

Das Gesetz der Reciprocität wird Ihnen im Laufe unserer 
Untersuchungen noch immer klarer und geläufiger werden; 
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doch kann ich erst nach einer Reihe von Entwickelungen über 
die einförmigen Grundgebilde Ihnen den Beweis führen, dass es 
in der Geometrie der Lage allgemein besteht, oder dass wirklich 
jedem Satz derselben ein reciproker Satz entspricht. Bis dahin 
werde ich meine Vorträge so einrichten, dass reciproke Sätze 
einander gehörig gegenübergestellt werden, und ihren Beweis 
werde ich so führen, dass der Dualismus deutlich hervortritt. 
Docli ist zu dem Ende nothwendig, dass ich Ihnen noch einige 
reciproke Begriffe vorher entwickele, und namentlich auch einige 
derjenigen geometrischen Begriffe modificire, die Sie aus der Geo- 
metrie des Maasses mit herübergebracht haben in die neuere 
Geometrie. 

Ich meine hier besonders den Begriff des necks. In der 
neueren Geometrie verstehen wir unter einem einfachen ebe-" 
nen neck in der Regel nicht ein Stück der Ebene, welches 
von « sich schneidenden Geraden allseitig begrenzt wird, sondern 
ein System von nPunkten einer Ebene und den nGe- 
raden oder Seiten, deren jede zwei aufeinanderfol- 
gende Punkte (Eckpunkte) verbindet. Die letzteren 
denken wir uns dabei in bestimmter Reihenfolge, und nehmen 
an, dass keine drei aufeinanderfolgende derselben in gerader 
Linie liegen. 

Das einfache »eck kann auch einfaches nseit genannt 
werden ; nämlich ein einfaches « seit ist ein System von n Geraden 
(Seiten) und den «Punkten, in denen je zwei aufeinanderfolgende 
sich schneiden, weck und «seit sind reciproke Begriffe; den Ver- 
bindungslinien von je zwei nicht aufeinanderfolgenden Eckpunkten 
(d.h. den Diagonalen) eines einfachen necks stehen im einfachen 
nseit die Schnittpunkte von je zwei nicht aufeinanderfolgenden 
Seiten gegenüber. In der Geometrie der Alten, wo unter einem 
neck ein Stück der Ebene verstanden wird, schliesst man ver- 
schlungene necke, wie das Fünfeck ABC DE (Fig. 10) oder das 
Seckseck ABCDEF (Fig. 11) in der Regel aus. Die necke und 
n seite der neueren Geometrie geben zu einer solchen Unterschei- 
dung um so weniger Anlass, als mau sich ihre Seiten als unbe- 
grenzt vorzustellen hat. Dagegen kann man auch hier von den 
2 n Elementen (Eckpunkten und Seiten) eines einfachen n ecks 
oder nseits je zwei solche einander gegenüberliegend 
nennen, welche in dem einen wie im anderen Sinne durch die 
halbe Anzahl der übrigen Elemente von einander getrennt sind, 



Einfache und vollständige necke, nseite u. s. w. 
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also allgemein das w* und das n -f- m t0 der aufeinanderfolgenden 
Elemente. So z. B. liegen im Fünfeck ABC DE (Fig. 10) je ein 
Eckpunkt und eine Seite einander gegenüber, nämlich A und CD 
B und DE, C und EA u. s. w.; im Sechseck oder Sechsseit 
ABCDEF (Fig. 11) liegen dagegen je zwei Eckpunkte und je 
zwei Seiten einander gegenüber, nämlich A und D, AB und DE, 
B und E, BC und EF u. s. w. 

Ausser den einfachen kennt die neuere Geometrie auch noch 
vollständige «ecke und nseite, und gerade an diesen Ge- 
bilden lässt sich wiederum das Reciprocitätsgesetz deutlich er- 
kennen. Wir nennen nämlich: 



Vollständiges ebenes 
neck: ein System von n Punkten 
der Ebene mit ihren sämmtlichen 
Verbindungslinien (Seiten), oder, 
was dasselbe ist, ein einfaches 
neck mit seinen sämmtlichen 
Diagonalen. 



Vollständiges ebenes 
nseit: ein System von n Geraden 
der Ebene mit ihren sämmtlichen 
Schnittpunkten (Eckpunkten), 
oder, was dasselbe ist, ein ein- 
faches n seit mit den sämmtlichen 
Schnittpunkten seiner Seiten. 



Hierbei wird angenommen, dass im n eck keine drei Eckpunkte 
auf einer Geraden liegen und im nseit keine drei Seiten durch 
einen Punkt gehen. 



In jedem Eckpunkte schneiden 
sich n — 1 Seiten des vollstän- 
digen n ecks, indem die Verbin- 
dungslinie mit jedem der übrigen 
n — 1 Eckpunkte eine derselben 

ist. Somit ist ±&~ 2) die An- 
zahl aller Seiten des vollstän- 
digen necks. 

Sie erkennen leicht, dass im vollständigen neck und nseit 
mehrere einfache necke und nseite enthalten sind, sobald n > 3 
ist. Z. B.: 

Ein vollständiges Viereck 
AB CD (Fig. 12) enthält sechs 
Seiten. Je zwei dieser Seiten, 
welche nicht durch einen und 
denselben Eckpunkt gehen, wie 
AB und CD, oder ~ÄC und BD, 
oder endlich AD und BC, sol- 



Auf jeder Seite liegen n — 1 
Eckpunkte des vollständigen 
nseits, indem der Schnittpunkt 
mit jeder der übrigen n — 1 Sei- 
ten ein solcher Eckpunkt ist. 

Somit ist w(n 2 ^ 1} die Anzahl 

aller Eckpunkte des vollständi- 
gen nseits. 



Ein vollständiges Viefseit abcd 
(Fig. 13) enthält sechs Eckpunkte. 
Je zwei derselben, welche nicht 
auf einer und derselben Seite 
liegen, wie ab und cd, oder ac 
und bd, oder endlich ad und bc, 
sollen Gegenpunkte heissen, 
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sodass drei Paar Gegenpunkte 
vorhanden sind. Auch enthält 
das vollständige Vierseit drei 
einfache Vierseite ab cd, acdb 
und adbc, deren Eckpunkte aus 
je zwei Paar Gegenpunkten von 
jenem bestehen. 



len Gegenseiten heissen, so- 
dass drei Paar Gegenseiten vor- 
handen sind. Auch enthält das 
vollständige Viereck drei ein- 
fache Vierecke AB CD, ACDB 
und ADBC, deren Seiten aus 
zwei Paar Gegenseiten von je- 
nem bestehen. 

Die Gebilde im Strahlenbündel, welche diesen ebenen Ge- 
bilden entsprechen, werden Sie am leichtesten dadurch auffassen, 
dass Sie sich die letzteren aus einem ausserhalb der Ebene ge- 
legenen Punkte projicirt denken. Jedes ebene neck wird dann 
durch ein nkant und jedes ebene nseit durch ein nseit im 
Strahlenbündel projicirt. Hiernach ist: 

Ein vollständiges nkant: | Ein vollständiges nseit 
ein System von n Strahlen im im Strahlenbündel: ejn Sy- 
Strahlenbündel mit ihren sämmt- stem von n Ebenen des letzteren 
liehen Verbindungsebenen (Sei- t mit ihren sämmtlichen Schnitt- 
ten) , wobei angenommen wird, ' linien (Kanten), wobei angenom- 
dass keine drei der n Strahlen ! men wird , dass keine drei der 
oder Kanten in einer Ebene n Ebenen oder Seiten durch 
liegen. i eine und dieselbe Gerade gehen. 

Es wird Ihnen ein Leichtes sein, die einfachen n kante und 
n seite im Strahleubüudel hiernach zu definiren, sowie zu den 
Eigenschaften der ebenen Gebilde analoge Eigenschaften der Ge- 
bilde im Strahlenbündel aufzufinden. Ich schliesse diese lange 
Reihe von Definitionen mit der Erklärung der analogen räum- 
lichen Gebilde. 

Ein vollständiges räum- < Ein vollständiges nflach 
lieh es »eck besteht aus nPunk- ' besteht aus n Ebenen (Flächen), 
ten (Eckpunkten), von welchen [ von welchen keine vier durch 
keine vier in einer Ebene lie- { einen Punkt gehen, den Gera- 
gen, den Geraden (Kanten), de- : den (Kanten), in denen je zwei, 
ren jede zwei, und den Ebenen i und den Punkten (Eckpunkten), 
(Flächen) , deren jede drei der in denen je drei der n Ebenen 
n Punkte verbindet. j sich schneiden. 

Ich überlasse es Ihrer eigenen Forschung, die Anzahl der 
Kanteu und Flächen eines räumlichen necks, sowie der Kanten 
und Ecken eines »flachs zu bestimmen. Ich bemerke nur noch, 
dass im Itaume das Viereck und das Vierflach (oder Tetraeder) 
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nicht von einander verschieden sind, ebenso wenig wie in der 

Ebene das Dreieck und das Dreiseit. Dass gleichwohl auch bei 

dem Tetraeder das Reciprocitätsgesetz sich geltend macht, zeigt 
u. A. der Doppelsatz: 



Die vier Eckpunkte und sechs 
Kanten eines Tetraeders werden 
aus jedem Punkte, welcher in 
keiner seiner Flächen liegt, durch 
die Vier Kanten und sechs Seiten 
eines' vollständigen Vierkantes 
projicirt. 



Die vier Flächen und sechs 
Kanten eines Tetraeders werden 
von jeder Ebene, welche durch 
keinen seiner Eckpunkte geht, 
in den vier Seiten und sechs 
Eckpunkten eines vollständigen 
Vierseits geschnitten. 



Sie werden hier bemerken, dass im Räume das vollständige 
ebene neck dem vollständigen «seit im Strahlenbündel, und das 
vollständige ebene wseit dem vollständigen nkant gegenübersteht, 
weil Punkt und Ebene reciproke Begriffe sind. 



Vierter Vortrag. 



Das Beziehen vollständiger n ecke, nseite n. s. w. auf 
einander. Harmonische Gebilde. 



Durch meine bisherigen Vorträge habe ich eine der mir vor- 
liegenden Aufgaben zu lösen gesucht: nämlich die Aufgabe, Sie 
mit den wichtigsten, der neueren Geometrie eigentümlichen Be- 
griffen bekannt zu machen. Vielleicht haben Sie diese zahl- 
reichen, an einander gereihten Definitionen manchmal ermüdet; 
doch war es noth wendig, Ihnen dieselben im Zusammenhange 
vorzuführen , damit wir später desto ungestörter die reichen 
Schätze, welche die Geometrie der Lage bietet, zu Tage fordern 
können. 

Nunmehr werden wir zu den ersten eigentlichen Lehr- 
sätzen der neueren Geometrie gelangen; denn die sehr ein- 
fachen, bisher angeführten Sätze habe ich mehr gelegentlich, um 
Ihnen die ungewohnten neuen Begriffe geläufiger zu machen und 
der Vollständigkeit wegen genannt, als weil sie alle zur Begrün- 
dung der Geometrie der Lage durchaus nothwendig wären. Da- 
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gegen muss ich die Sätze über die harmonischen Punkte, Strahlen 
und Ebenen, mit einem Wort die Sätze über die harmoni- 
schen Gebilde, die ich Ihnen jetzt entwickeln werde, als 
wirkliche Fundamentalsätze unserer Wissenschaft bezeichnen. 
Die Eigenschaften der harmonischen Gebilde, deren ich schon 
in der Einleitung Erwähnung that, lassen sich am leichtesten 
beweisen mittelst einiger sehr einfacher Sätze über das Beziehen 
von necken, n Seiten, n kanten u. s. w. auf einander. In ähnlicher 
Weise, wie wir früher die Grundgebilde auf einander bezogen 
haben, können wir nämlich auch bei diesen Arten von Gebilden 
jeder Ecke, Seite oder Kante u. s. w. des einen ein entsprechendes 
Element des anderen zuweisen. Ein Viereck z. B. kann auf ein 
zweites bezogen werden, indem wir jedem Eckpunkte des ersteren 
einen Eckpunkt des letzteren zuweisen; dann wird auch jeder 
Seite des ersteren eine Seite des letzteren entsprechen. Hier 
ergeben sich nun die evidenten Sätze: 



Wenn zwei auf einander be- 
zogene Dreiecke ABC und 
A X B X C X (Fig. 3) in verschiede- 
nen Ebenen liegen, und je zwei 
entsprechende Seiten, wie AB 
und A\B U sich schneiden (na- 
türlich auf der Schnittlinie u 
der beiden Dreiecksebenen), so 
bestimmen die Ebenen der drei 
Paare entsprechender Seiten ein 
Dreikant, von welchem die bei- 
den Dreiecke Schnitte sind. Die 
Verbindungslinien AA } , BB X 



und CC X von je zwei entspre- 
chenden Eckpunkten schneiden 
sich daher in einem Punkte, 
nämlich in dem Mittelpunkte S 
dieses Dreikantes. 

Es wird Ihnen ein Leichtes sein, von jeder Seite dieses 
Doppelsatzes die Umkehruug aufzustellen. Wir finden mit seiner 
Hülfe: 



Wenn zwei auf einander be- 
zogene Dreikante (oder Drei- 
seite im Strahlenbündel) ver- 
schiedenen Strahlenbündeln an- 
gehören, und je zwei entspre- 
chende Kanten sich schneiden, 
so bestimmen die drei Schnitt- 
punkte ein Dreieck, von welchem 
die beiden Dreikante Scheine 
sind. Die Schnittlinien von je 
zwei entsprechenden Ebenen 
(Seiten) der Dreikante liegen 
daher in der Ebene dieses Drei- 
ecks, dessen Seiten sie sind. 



Wenn zwei auf einander be- 
zogene vollständige Vierecke 
A BCD und 4£i('iA (Fig. 14) 



Wenn zwei auf einander be- 
zogene vollständige Vierseite 
verschiedenen Strahlenbündeln 



Bezichen von n ecken, n Seiten etc. auf einander. 
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in verschiedenen Ebenen liegen, 
deren Schnittlinie« durch keinen 
der acht Eckpunkte geht, und 
fünf Seiten a, 6, c, d, e des einen 
Vierecks die ihnen beziehlich 
entsprechenden Seiten ai,b x ,c x , 
d x , e x des anderen (auf«) schnei- 
den, so sind die beiden Vierecke 
Schnitte eines und desselben 
vollständigen Vierkants , daher 
auch ihre übrigen beiden Seiten 
/ und /| sich schneiden. 

Nach dem vorigen Satze schnei- 
den sich nämlich sowohl die Li- 
nien AA X , BB X und CC X , als 
auch die Linien DZ>|, BB X und 
CC X in einem Punkte; die Ge- 
raden AA X und DD X begegnen 
einander also im Schnittpunkt S 
von BB X und CC|, dem Mittel- 
punkt des im Satze angeführten 
Vierkantes. Und da die Gera- 
den / und /, in der durch A A x 
und DD X bestimmten Ebene 
liegen, so müssen sie sich gleich- 
falls schneiden. 

Um nicht zu weitläufig zu werden, will ich hier die Unter- 
suchung rechts fallen lassen, und nur eines der links gewonnenen 
Ergebnisse benutzen, um die Lehre von den harmonischen Ele- 
menten zu begründen. Auch auf diesem Wege werden wir bald 
genug zu neuen Sätzen gelangen, die einander wie die bisherigen 
reeiprok gegenüberstehen. Wir fanden soeben: 

Wenn von zwei auf einander bezogenen vollständigen Vier- 

ecken fünf Paare entsprechender Seiten sich schneiden in Punkten 

einer Geraden u, welche durch keinen der acht Eckpunkte geht, 

so liegt auch der Schnittpunkt des sechsten Paares auf dieser 

Geraden. 

Dieser Satz gilt nicht bloss für den Fall, dass die Vierecke 

in verschiedenen Ebenen liegen. Denn liegen sie in derselben 

Ebene, so können wir diesen Fall auf den schon bewiesenen 



angehören, deren gemeinschaft- 
licher Strahl in keiner der acht 
Seiten liegt, und fünf Kanten 
des einen Vierseits die ent- 
sprechenden Kanten des anderen 
schneiden, so sind die beiden 
Vierseite Scheine eines und des- 
selben vollständigen ebenen Vier- 
seits, daher auch ihre beiden 
übrigen Kanten sich schneiden. 
Die fünf Kanten des einen 
vollständigen Vierseits, welche 
von den entsprechenden Kanten 
des anderen geschnitten werden, 
bestimmen nämlich zwei im Vier- 
seit gelegene Dreiseite, deren 
Seiten von ihren entsprechenden 
nach dem vorigen Satze in je 
drei Seiten eines Dreiecks ge- 
schnitten werden. Diese beiden 
Dreiecke haben aber zwei Seiten 
gemein; sie liegen daher in einer 
Ebene und bestimmen das 
ebene Vierseit, von welchem 
die gegebenen Vierseite Scheine 
sind. 
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dadurch zurückführen, dass wir das eine Viereck entweder um 
die Gerade u drehen aus der gegebenen Ebene heraus, oder es 
auf eine zweite durch u gelegte Ebene aus einem beliebigen 
Mittelpunkte projiciren. In beiden Fällen ergiebt sich sofort, 
dass durch den Schnittpunkt von u mit der sechsten Seite dieses 
Vierecks auch die sechste Seite des anderen Vierecks hin- 
durchgeht. 

Ist u eine unendlich ferne Gerade, so lautet, beiläufig be- 
merkt, unser Satz: 

Wenn von zwei auf einander bezogenen vollständigen Vier- 

ecken fünf Paare entsprechender Seiten parallel sind, so laufen 

auch die letzten beiden Seiten einander parallel. 
Sind nun in einer Geraden drei Punkte A, B, C (Fig. 15) 
gegeben, und wird ein Viereck KLMN so construirt, dass eine 
Diagonale LN durch den zweiten Punkt B geht, zwei Gegenseiten 
KL und MN aber sich im ersten Punkt A und zwei andere LM 
und NK sich im dritten Punkte C schne iden , so bestimmt die 
zweite Diagonale KM auf der Geraden ABC einen Punkt 2>, 
welcher zu den drei gegebenen Punkten eine ganz bestimmte 
Lage hat, und zu denselben der vierte harmonische Punkt 
genannt wird. Denn wird in derselben oder in einer anderen 
durch ABC gehenden Ebene ein zweites Viereck K l L l M l N l con- 
struirt, von welchem ebenfalls je zwei Gegenseiten durch A und 
C gehen, und eine Diagonale durch B, so muss nach dem obigen 
Satze die zweite Diagonale (als sechste Seite des vollständigen 
Vierecks K l L l M l N l ) durch denselben Punkt D gehen, in welchem 
die zweite Diagonale des Vierecks KLMN die Gerade ABC 
schneidet. Vier solche Punkte wie A, B, C, D heissen vier 
harmonische Punkte oder ein harmonisches gerades 
Gebilde. 

Die Punkte B und D auf den Diagonalen sind durch die 

Schnittpunkte A und C der zwei Paar Gegenseiten von einander 

getrennt. 
Projiciren wir nämlich die Punkte A, B, C, D aus einem 
beliebigen Mittelpunkte auf eine andere Gerade, so sind die Pro- 
jectionsstrahlen und folglich auch die Projectionen von einem 
Paar getrennter Punkte durch diejenigen des anderen Paares von 
einander getrennt. Ist nun Q (Fig. 15) der Schnittpunkt der 
Diagonalen KM und LN des Vierecks KLMN, so ist KQMD 
eine Projection von AB CD aus dem Punkte L und MQKD 
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eine solche aus dem Punkte N. Wäre also A nicht von C, son- 
dern etwa von B durch die übrigen beiden Punkte getrennt, so 
müsste einerseits K von Q, andererseits aber auch M von Q ge- 
trennt sein, was unmöglich ist, weil Q nur von einem der drei 
Punkte K y M oder D durch die übrigen beiden getrennt sein 
kann. Wäre dagegen A von D getrennt, so müsste K von D 
und zugleich M von D getrennt sein, was ebenfalls unmöglich 
ist. Folglich muss A von C getrennt sein durch die Punkte B 
und D. 

Aus einem nicht in der Ebene des vollständigen Vierecks 
gelegenen Punkte (aus Ihrem Auge z. B.) wird das Viereck durch 
ein vollständiges Vierkant projicirt; die vier harmonischen Punkte 
aber durch vier Strahlen, welche vier harmonische Strahlen 
oder ein harmonischer Strahlenbüschel genannt werden 
sollen. Dieselben haben die Eigenschaft, dass sie von jeder nicht 
durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene in vier harmonischen 
Punkten A lf B Xl C x , D, geschnitten werden. Denn jede solche 
Ebene schneidet das vollständige Vierkant in einem Viereck, von 
welchem zwei Gegenseiten in A x , zwei andere in C\ sich schnei- 
den, und dessen letzten beiden Seiten resp. durch B x und D x gehen. 

Werden vier harmonische Punkte aus einer Axe projicirt, 
die mit ihr nicht in einer Ebene liegt, so erhalten wir vier 
harmonische Ebenen oder einen harmonischen Ebenen- 
büschel. Jede fünfte Ebene, welche die vier harmonischen 
Punkte enthält, schneidet zufolge des eben Bewiesenen die vier 
harmonischen Ebenen in harmonischen Strahlen; und folglich gilt 
dasselbe auch für jede beliebige Schnittebene, die nicht durch 
die Axe des harmonischen Ebenenbüschels geht. Denn eine solche 
schneidet die vier harmonischen Strahlen von jeder der ersteren 
Schnittebenen in vier harmonischen Punkten, durch welche ihre 
eigenen Schnittlinien mit den harmonischen Ebenen hindurchgehen. 
Hieraus folgt auch, dass jede nicht durch die Axe gehende Ge- 
rade die vier Ebenen in vier harmonischen Punkten schneidet. 
Ebenso wird ein harmonischer Strahlenbüschel aus einem nicht 
in seiner Ebene gelegenen Punkte durch einen harmonischen 
Ebenenbüschel projicirt. Ueberhaupt können wir folgende Sätze 
aufstellen : 



Vier harmonische Punkte wer- 
den aus jeder Geraden durch 
vier harmonische Ebenen, und 

Heye, Geometrie der Lage. I. 



Vier harmonische Ebenen wer- 
den von jeder Geraden in vier 
harmonischen Punkten, und von 
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aus jedem Punkte durch vier 
harmonische Strahlen projicirt. 



jeder Ebene in vier harmoni- 
schen Strahlen geschnitten. 



Vier harmonische Strahlen werden 



aus jedem Punkte durch vier 
harmonische Ebenen projicirt. 



von jeder Ebene in vier harmo- 
nischen Punkten geschnitten. 



Zugleich erkennen Sie , dass durch drei Elemente eines 
einförmigen Grundgebildes das vierte harmonische vollständig 
bestimmt ist, wenn noch angegeben wird, von welchem der er- 
steren dasselbe getrennt ist. Denn sind die gegebenen Elemente 
drei Punkte einer Geraden, so führt das vollständige Viereck zu 
dem vierten harmonischen Punkte. Sind sie dagegen Strahlen 
oder Ebenen eines Büschels, so schneiden wir denselben durch 
eine Gerade, und suchen zu den drei Schnittpunkten den vierten 
harmonischen Punkt. Durch diesen geht dann das gesuchte vierte 
Element des harmonischen Büschels. Hierdurch ist zugleich die 
Aufgabe gelöst, zu drei Elementen eines einförmigen Grundgebildes 
das vierte harmonische zu construiren. 

Die Richtigkeit der folgenden Sätze wird Ihnen desshalb ein- 
leuchten : 



Werden drei Ebenen a, ß, y 
eines Ebenenbüschels von belie- 
bigen Transversalen geschnitten, 
und wird auf jeder Transversale 
zu den drei Schnittpunkten der 
vierte harmonische, von dem 
Schnittpunkt mit ß getrennte 
Punkt gesucht, so liegen alle 
diese vierten Punkte in einer 
Ebene 8, welche zu a, ß, 7 die 
vierte harmonische, von ß ge- 
trennte ist. 



Werden drei Punkte A, B, C 
eines geraden Gebildes aus be- 
liebigen Axen projicirt, und wird 
für jede Axe zu den drei pro- 
jicirenden Ebenen die vierte har- 
monische bestimmt, welche von 
der durch B gelegten getrennt 
ist, so gehen alle diese vierten 
Ebenen durch einen Punkt Z>, 
welcher zu A, B, C der vierte 
harmonische, von B getrennte 
Punkt ist. 



Statt dieser beiden Sätze, die für den Raum einander reci- 
prok gegenüberstehen, werden Sie leicht zwei entsprechende Sätze 
für die Ebene aufstellen können, in denen ein Strahlenbüschel 
die Stelle des Ebenenbüschels vertritt. Ebenso ergeben sich zwei 
analoge Sätze für den Strahlenbündel. 

Bei der Erklärung der harmonischen Punkte A, B, C, D 
(Fig. 15) mittelst des Vierecks KLMN habe ich einen Unter- 
schied gemacht zwischen den beiden Punkten A und C, in denen 
die Gegenseiten des Vierecks sich schneiden, und den beiden 
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übrigen B und D, durch welche die Diagonalen gehen. Doch 
lässt sich zeigen, dass beide Paare von Punkten im harnionischen 
geraden Gebilde ganz die gleiche Rolle spielen. Zunächst leuchtet 
ein, dass von vier harmonischen Punkten je zwei getrennte mit 
einander vertauscht werden können, ohne dass die Punkte auf- 
hören, vier harmonische Punkte zu sein; oder: Ist AB CD ein 
harmonisches Gebilde, so gilt dasselbe von ADCB, CBAD und 
CD AB. Denn in jedem dieser Gebilde gehen durch den ersten 
und dritten Punkt je zwei Gegenseiten, und durch den zweiten 
und vierten die Diagonalen des Vierecks KLMN. Wenn nun 
durch den Schnittpunkt Q dqr Diagonalen (Fig. 16) die Geraden 
AQ und CQ gezogen werden, so bestimmen diese auf den resp. 
Seiten NK, KL, LM und MN vier neue Punkte S, T, U und V. 
Von den Verbindungslinien ST, TU, UV und VS derselben, 
welche als zweite Diagonalen der Vierecke KSQT, LT QU, 
MUQV und NVQS anzusehen sind, gehen aber zwei gegenüber- 
liegende durch B und die übrigen durch D. Wir erhalten also 
ein Viereck ST UV, von welchem je zwei Gegenseiten durch B 
und D, und die Diagonalen durch A und C gehen. Es folgt 
daraus, dass in einem harmonischen Gebilde auch die zwei 
Paare getrennter Punkte mit einander vertauscht werden können, 
ohne dass die vier Punkte aufhören, harmonische Punkte zu sein, 
oder der Satz: 

Ist ABCD ein harmonisches Gebilde, so sind nicht nur 

ADCB, CBAD und CD AB ebenfalls solche, sondern auch 

DCBA, DABC, BCDA und BADC. 
Dieser Satz gilt natürlich auch für harmonische Strahlen und 
Ebenen, die wir ja mittelst der harmonischen Punkte definirt haben. 
Von zwei getrennten Elementen eines harmonischen Gebildes 
werden wir häufig sagen, sie seien durch die übrigen beiden Ele- 
mente harmonisch getrennt. Ausserdem werde ich mich 
manchmal, um einen Satz kürzer und einfacher aussprechen zu 
können, der Ausdrucksweise bedienen: zwei Elemente eines Ge- 
bildes seien durch zwei andere, dem Gebilde nicht angehörige 
Elemente harmonisch getrennt; nämlich dann, wenn durch letztere 
in dem Gebilde zwei solche Elemente bestimmt werden, durch 
welche die ersten beiden Elemente harmonisch getrennt sind. 
Zwei Punkte A und C z. B. heissen harmonisch^ getrennt durch 
zwei Ebenen ß und 8, wenn diese die Gerade AC in zwei solchen 
Punkten B und D schneiden, dass ABCD vier harmonische 

3* 
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Punkte sind , und ebenso heissen ß und 6 durch A und C har- 
monisch getrennt, wenn sie durch die beiden Ebenen harmonisch 
getrennt sind, welche aus ihrer Schnittlinie ßö die Punkte A und 
C projiciren. Für Gebilde in der Ebene gilt z. B. der Doppelsatz: 



Durch zwei Gerade und einen 
ausserhalb gegebenen Punkt ist 
eine dritte Gerade bestimmt, 
welche durch den Schnittpunkt 
der beiden ersteren geht, und 
jeden Punkt enthält, welcher 
durch die gegebenen Geraden 
von dem gegebenen Punkte har- 
monisch getrennt ist. 



Durch eine Gerade und zwei 
ausserhalb derselben gegebene 
Punkte ist ein dritter Punkt 
bestimmt, welcher auf der Ver- 
bindungslinie der beiden erste- 
ren liegt, und durch welchen 
jede Gerade geht, welche durch 
die gegebenen Punkte von der 
gegebenen Geraden harmonisch 



getrennt ist. 

Im Grunde ist dieser Doppelsatz als eine Wiederholung des 
vorhergehenden anzusehen, wenn letzterer auf Gebilde in der 
Ebene übertragen wird. Auf dem Satze links und dem nächsten 
Satze beruht die Lösung der in der Einleitung (S. 3, vergl. Fig. 1) 
berührten Aufgabe: Durch den unzugänglichen Schnittpunkt von 
zwei Geraden eine dritte Gerade zu legen. 

Nach dem bisher Entwickelten wird es Ihnen jetzt ein Leichtes 
sein, am vollständigen Viereck und Vierseit folgende Eigenschaften 
nachzuweisen (vergl. Fig. 15). 



Im vollständigen ebenen Vier- 
eck sind je zwei Gegenseiten 
(wie KM und iA 7 ), durch die 
beiden Punkte (A und (7), in 
denen die übrigen Gegenseiten 
paarweise sich schneiden, har- 
monisch getrennt. 



Im vollständigen ebenen Vier- 
seit sind je zwei Gegenpunkte 
(wie A und (7) durch die beiden 
Geraden (KM und LN), welche 
die übrigen Gegenpunkte paar- 
weise verbinden, harmonisch ge- 
trennt. 



Ich bemerke hierzu, dass in Fig. 15 nicht nur K, L, M und A 7 als 
Eckpunkte eines vollständigen Vierecks aufgefasst werden können, 
sondern auch AL, AN, CL und VN als Seiten eines vollstän- 
digen Vierseits, von welchem A und (7, K und M, L und N die 
drei Paare von Gegenpunkten sind. 

Anhang: Metrische Beziehungen an harmonischen 

Gebilden. 
Ich darf die Lehre von den harmonischen Gebilden nicht 
abschliessen, ohne Ihnen, wie ich in der Einleitung versprach, die 
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wichtigsten metrischen Beziehungen an denselben noch zu ent- 
wickeln. Wir gelangen zu denselben am einfachsten mittelst des 
folgenden Satzes: 

„Wenn in einer Geraden zwei Punkt* A und C von einem 
„dritten B gleichen Abstand haben, so sind sie durch diesen 
„und den unendlich fernen Punkt D harmonisch getrennt, oder 
„ABCD sind vier harmonische Punkte. u 
Nehmen wir nämlich in einer durch ABC gelegten Ebene 
zwei unendlich ferne Punkte K und M an (Fig. 17), und ver- 
binden wir diese mit A und C (durch je zwei Parallelen), so 
schneiden sich die Verbindungslinien in zwei neuen Punkten 
L und N. Die Gerade LN geht dann als zweite Diagonale des 
Parallelogramms ALÜN durch den Halbirungspunkt B des Ab- 
schnittes AC. Von dem Viereck KLMN schneiden sich also 
zwei Gegenseiten KL und MN in A, zwei andere LM und NK 
in C, die Diagonale LN geht durch B und die zweite Diagonale, 
nämlich die unendlich ferne Gerade K M, durch I), so dass wirk- 
lich AB CD vier harmonische Punkte sind. 

Da vier harmonische Punkte AB CD, aus einem fünften S 
durch vier harmonische Strahlen projicirt werden, so folgt hieraus 
(Fig. 18): 

„Wird durch die Spitze S' eines Dreiecks ASC eine Parallele 
„d zur Grundlinie AC gezogen, und eine zweite Gerade b 
„nach dem Halbirungspunkte B der Grundlinie, so werden 
„die anstossenden Seiten a und c harmonisch getrennt durch 
„diese Strahlen b und d, oder ab cd sind vier harmonische 

„Strahlen." 

Ist A SC gleichschenkelig , so steht 6 senkrecht auf AC und 
folglich auch auf d; auch werden die von a und c gebildeten 
Nebenwinkel durch b und d halbirt. Also: 

„Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel sind durch die 
„Schenkel derselben harmonisch getrennt." 
Eine Umkehrung dieses Satzes kann so ausgesprochen werden: 
„Wenn von vier harmonischen Strahlen zwei getrennte auf 
„einander senkrecht stehen, so halbiren sie die Winkel zwischen 
„den andern beiden Strahlen." 
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus folgendem umkehrbaren 
Satze (Fig. 18): 

„Wird ein harmonischer Büschel abcd durch eine Parallele u 
„zu einem seiner Strahlen geschnitten, so halbirt von den drei 



38 Vierter Vortrag. 

„Schnittpunkten mit den übrigen Strahlen der eine den Ab- 
schnitt zwischen den beiden anderen." 
Die Schnittpunkte von u mit ab cd sind nämlich vier harmonische 
Punkte, und einer derselben liegt unendlich fern. 

Diese Sätze, zu welchen sich ähnliche für harmonische Ebenen 
aufstellen lassen, können zur Lösung einer Reihe von Aufgaben 
benutzt werden. So z. B. lässt die Aufgabe: 

„Zu drei Punkten oder Strahlen den vierten harmonischen 
„zu construiren" 
eine viel einfachere Lösung zu, als diejenige mittelst des voll- 
ständigen Vierecks, sobald die Construction von Parallelen und 
von gleichen Abschnitten zugelassen wird. Denn soll zu den 
Strahlen b, c, d (Fig. 18) der vierte, von c harmonisch, getrennte 
Strahl a gesucht werden, so schneiden wir b und c durch irgend 
eine Parallele u zu d in den Punkten B und C, und machen auf 
dieser AB = BC\ der durch A gelegte Strahl a des Büschels 
b cd ist dann der gesuchte. Ist ferner zu den drei Punkten -4, 
B y C (Fig. 19) der vierte , von B harmonisch getrennte Punkt D 
zu suchen, so tragen wir auf irgend einer durch B gelegten Ge- 
raden von B aus zwei gleiche Strecken A X B und BC X ab, be- 
stimmen den Schnittpunkt S der Geraden AA l oder a und CC X 
oder c, und ziehen durch diesen eine Parallele d zu Ä x BCi, 
welche die Gerade ABC in dem gesuchten Punkte D schneidet. 
Denn da A x , Ä, C x und der unendlich ferne Punkt von A l BC l 
vier harmonische Punkte sind, so muss S (A x BCiD) oder ab cd 
ein harmonischer Büschel, und daher auch AB CD als Schnitt 
desselben ein harmonisches gerades Gebilde sein. 

Wenn eine Strecke AC und deren Mittelpunkt B gegeben 
sind, so kann mittelst rein linearer Constructionen durch jeden 
vierten Punkt K (Fig. 20) eine Parallele zu A BC gelegt werden, 
wie folgt. Wir ziehen die Verbindungslinien KA und Ä"C\ und 
schneiden diese in resp. L und N mittelst irgend einer durch B 
gehenden Geraden. Bestimmen wir dann den Schnittpunkt M. von 
CL und AN, so geht durch diesen die gesuchte Parallele. Denn 
als zweite Diagonale des Vierecks KL MX schneidet KM die 
Gerade ABC in einem vierten, von B harmonisch getrennten 
Punkte, welcher aber unendlich fern liegt, weil B die Strecke 
A C halbirt. Wenn umgekehrt zwei Parallele gegeben sind , so 
kann jede auf einer derselben liegende Strecke durch lineare 
Constructionen halbirt werden. Wie diese Constructionen in der 
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Feldmesskanst verwerthet werden können, wird Ihnen ohne Wei- 
teres einleuchten. 

Zwischen den Abschnitten, welche durch vier harmonische 
Punkte AB CD auf einer Geraden gebildet werden, besteht eine 
interessante Proportion. Projiciren wir, um diese zu finden, die 
harmonischen Punkte durch irgend einen harmonischen Büschel 
ab cd (Fig. 19), und legen sodann durch B eine Parallele zum 
Strahle d, dann begegnet diese den Strahlen a und c in zwei 
Punkten A x und Cj, welche von B gleichen Abstand haben. Zu- 
gleich entstehen zwei Paare ähnlicher Dreiecke, indem AA X B <x> 
ASD und jBC\6 oo DSC Wir erhalten also die Proportionen: 

AB - AI) und 4i- = DG 



A X B SB BC X ~ SB ' 

Dividiren wir die erstere durch die letztere, und berücksichtigen, 
dass A X B = BC X ist, so folgt: 

T ÄB — Ä JL 
OB ~ DC ' 

oder der Satz: 

„Die Strecke A C ist durch den in ihr gelegenen Punkt B in 
„demselben Verhältniss getheilt, wie durch den äusseren Punkt 
„Z>, welcher von B harmonisch getrennt ist." 
Dieser Satz wird gewöhnlich als Definition der harmonischen 
Punkte aufgestellt, und zum Ausgangspunkt der Lehre von den 
harmonischen Punkten gewählt. Es folgt daraus u. A., dass der 
äussere Punkt D über C hinaus liegt, wenn AB^> BC und folg- 
lich AD^> CD ist, dagegen über A hinaus, wenn AB<^BC, 
oder dass B und D immer zugleich einem der Punkte A und C 
näher liegen als dem anderen. 

In obiger Proportion schreibt man gewöhnlich, weil die 
gleichen Strecken CD und DC in entgegengesetztem Sinne be- 
schrieben sind, — CD statt DC, so dass sie symmetrischer so 

lautet : 

AB _ AD 
CB ~ CD ' 

Nehmen wir zwischen zwei getrennten Punkten, z. B. zwischen B 
und D, den mittleren Punkt M an, so kann die letzte Gleichung 
auch so geschrieben werden: 

A M— BM _ _ AM + MD 

MB — MC ~ CM+ MD ' 
oder mit Berücksichtigung des Sinnes, und wenn BAI statt MD 
gesetzt wird: 
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AM- BM _ _ ÄM+BM 
-BM+CM~ CM+BM' 

Durch Ausmultiplieiren ergiebt sich hieraus nach sehr einfachen 
Reductionen: 

II (JBA/)2 = AM. CM, 

oder der bemerkenswerthe Satz: 

n BM (und ebenso DM) ist die mittlere Proportionale zwischen 

»AM und CM*. 
Auch dieser oft benutzte Satz kann als Definition der harmo- 
nischen Punkte gelten; ebenso derjenige, den ich Ihnen zum 
Schluss noch entwickeln will. 

Die Umkehrung der Proportion ^ = — ^ > also die 

CB CB 

Gleichung — = — -^= lässt sich auch folgendermaassen 

schreiben : 

AB- A C _ _ AB- A G 
AB ~ AB ' 

und gerade dieser Gleichung verdanken die Punkte A, B 7 C, D 
den Namen harmonische Punkte. Nämlich, wie Ihnen bekannt 
sein wird, pflegt man von drei Zahlen ß, y, 8 zu sagen, sie seien 
in stetiger harmonischer Proportion oder harmo- 
nisch, wenn die Differenz der beiden ersten sich zu der ersten 
verhält, wie die Differenz der beiden letzten zur letzten, oder 
wenn: 

ß-T _ T-* /_ _ *-T \ 
ß ~ 8 \ " * )' 

Offenbar aber hat die obere Gleichung zwischen den Abschnitten 
AB, AC und AD ganz die Form dieser letzten Gleichung. 

Durch Ausführung der Division ergiebt sich schliesslich noch 
folgende Gleichung: 

1 AB ~~ L ~T~ AB' 

welche auch in folgender Weise geschrieben werden kann: 

III _A_ = JL . + - 1 . 

AC AB*AB 

Sie werden diese sehr bemerkenswerthe Formel leicht selbst in 
Worte kleiden können. 

Aehnliche Gleichungen könnte ich Ihnen entwickeln für die 
Winkel, welche vier harmonische Strahlen oder Ebenen mit 
einander bilden. Ich ziehe jedoch vor, dieselben gelegentlich im 
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Anhange zum nächsten grösseren Abschnitte zu entwickeln, da sie 
ohnehin keinen grossen Werth für uns haben. 

Wollen Sie übrigens bemerken, dass in den metrischen 
Beziehungen der Gebilde das Gesetz der Reciprocität nicht mehr, 
oder doch nur in einzelnen Fällen zur Geltung kommt. Ein 
Grund für diese Erscheinung ist, dass im Büschel kein Element 
existirt, welches in Bezug auf die Maassverhältnisse eine ähnliche 
ausgezeichnete Stellung einnähme, wie der unendlich ferne Punkt 
im geraden Gebilde; und im letzteren kennen wir wiederum keine 
Strecke, welche durch das Maass so definirt und ausgezeichnet 
werden könnte, wie im Büschel der rechte Winkel. 



Fünfter Vortrag, 

Projectivische Verwandtschaft zwischen einförmigen 

Grandgebilden. 



Im gegenwärtigen Vortrage will ich einen bereits früher aus- 
gesprochenen Gedanken wieder aufnehmen und weiter ausführen, 
den Gedanken nämlich, zwei Grundgebilde so auf einander zu 
beziehen, dass jedem Element des einen ein Element des anderen 
entspricht. Als sehr einfache Arten, Grundgebilde der ersten 
Stufe auf einander zu beziehen, haben sich uns folgende darge- 
stellt. Es sind auf einander bezogen: 

1) Eiu Büschel und ein gerades Gebilde (Fig. 6), oder ein 
Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel, wenn jedes Element 
des letzteren Gebildes in dem ihm entsprechenden Elemente 
des ersteren liegt; 

2) zwei gerade Gebilde, wenn sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbüschels sind (Fig. 8) ; 

3) zwei Strahlenbüschel, wenn sie Scheine eines und desselben 
geraden Gebildes (Fig. 7) oder Schnitte eines und desselben 
Ebenenbüschels (oder beides) sind;" 

4) zwei Ebenenbüschel, wenn sie Scheine eines und desselben 
Strahlenbüschels sind. 
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Von zwei in dieser Weise auf einander bezogenen einför- 
migen Grundgebilden wollen wir nun sagen, sie seien in per- 
spectivischer Lage, oder kürzer, sie seien perspectivisch; 
so dass also von zwei ungleichartigen perspectivischen Grundge- 
bilden das eine ein Schnitt des anderen ist, zwei gleichartige 
perspectivische Grundgebilde dagegen entweder Schnitte oder 
Scheine eines und desselben dritten Grundgebildes sind. 

Werden zwei einförmige Grundgebilde auf ein und dasselbe 
dritte perspectivisch bezogen (z. B. zwei gerade Gebilde auf ein 
drittes), so sind sie auch auf einander bezogen, jedoch ohne im 
Allgemeinen perspectivische Lage zu haben. Wir gelangen so zu 
einer zweiten, der sogenannten schiefen Lage von zwei auf 
einander bezogenen Grundgebilden, welche wir aus der perspec- 
tivischen auch auf folgende Weise ableiten können. Nämlich wir 
können zwei perspectivische Grundgebilde gegen einander ver- 
schieben; dann bleibt jedem Elemente des einen ein bestimmtes 
Element des anderen Gebildes zugewiesen, aber die Gebilde ver- 
lieren im Allgemeinen ihre perspectivische Lage. 

Wir können noch auf unzählig viele andere Arten zwei 
Grundgebilde auf einander beziehen, z. B. zwei Strahlenbüschel, 
indem wir sie als Scheine einer und derselben Curve auffassen. 
Die vorhin angegebene Art des Beziehens unterscheidet sich nun 
in einem wichtigen Punkte von allen übrigen, und zwar sowohl 
wenn die Gebilde in perspectivischer , als wenn sie in schiefer 
Lage sich befinden. Werden nämlich irgend vier harmonische 
Elemente aus dem einen der beiden Gebilde herausgegriffen, so 
entsprechen diesen offenbar wieder vier harmonische Elemente 
in dem anderen Gebilde, weil ja Scheine und Schnitte von har- 
monischen Gebilden wieder harmonische Gebilde sind. Diese 
Eigentümlichkeit findet bei anderen Arten des Beziehens im 
Allgemeinen nicht statt, und wir werden so dazu geführt, folgende 
Definition aufzustellen : 

„Zwei Grundgebilde lieissen zu einander projectivisch 
„verwandt oder kurz projectivisch , wenn sie so auf ein- 
ander bezogen sind, dass je vier harmonischen Elementen des 
„einen wieder vier harmonische Elemente des anderen ent- 
„sprechen." 

Zwei perspectivische einförmige Grundgebilde sind daher 
auch projectivisch; sie sind nur noch ausgezeichnet durch 
ihre besondere gegenseitige Lage. Die Ausdrücke „conform" und 
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„homographisch", welche Paulus und Chasles gebrauchen, 
sind gleichbedeutend mit projectivisch. v. Stau dt hat für „pro- 
jectivisch* das Zeichen X eingeführt. 

Aus der Erklärung der projectivischen Verwandtschaft folgt 
sofort: 

„Wenn zwei Gebilde zu einem dritten projectivisch sind, so 
„sind sie auch zu einander projectivisch.* 

Sind z. B. zwei gerade Gebilde zu einem und demselben 
dritten perspectivisch, so sind sie zu einander projectivisch, haben 
aber nur in besonderen Fällen perspectivische Lage. Das Gleiche 
gilt von beliebigen Grundgebilden erster Stufe. 

Zwei gleichartige projectivische Grundgebilde können auch 
in einander liegen, so dass sie denselben Träger haben. 
Zwei projectivische Ebenenbüschel z. B, können mit den Axen 
auf einander gelegt werden, und ebenso können zwei perspecti- 
vische gerade Gebilde in derselben Geraden liegen, so dass jeder 
Punkt der Geraden zweimal gedacht werden muss. Für das Fol- 
gende ist nun die Untersuchung von grosser Wichtigkeit, wie 
viele Elemente zwei perspectivische einförmige Grundgebilde, 
vyelche in einander liegen, entsprechend gemein haben, d.h. 
wie oft ein Element des einen Gebildes mit dem ihm ent- 
sprechenden Elemente des anderen zusammenfällt. Dass zunächst 
der Fall möglich ist, in welchem sie ein oder zwei Elemente 
entsprechend gemein haben , ergiebt sich aus folgendem Doppel- 
satze: 



Sind in einer Ebene zwei 
Strahlenbüschel S { und £2 
(Fig. 21) gegeben, welche Scheine 
eines und desselben geraden 
Gebildes w, also perspectivisch 
sind, und schneiden wir diesel- 
ben durch eine Gerade v, so 
erhalten wir in dieser zwei pro- 
jectivische gerade Gebilde u x und 
1*2 , welche die beiden Schnitt- 
punkte von v mit u und mit 
&1S2 entsprechend gemein ha- 
ben. Diese beiden Punkte fallen 
zusammen, wenn £jSj durch uv 
geht. 



Sind in einer Ebene zwei ge- 
rade Gebilde u x und w 2 (Fig. 22) 
gegeben, welche Schnitte eines 
und desselben Strahlenbüschels 
S, also perspectivisch sind, und 
projiciren wir dieselben aus 
einem Punkte T der Ebene, so 
wird dieser der Mittelpunkt von 
zwei projectivischen Strahlen- 
büscheln, welche die beiden 
Verbindungslinien von T mit 
S und mit u l u 2 entsprechend 
gemein haben. Diese beiden 
Strahlen fallen zusammen, wenn 
u { tt 2 auf 6T liegt. 
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Zur Erläuterung füge ich hinzu, dass links zwei Punkte A l 
und A 2 von resp. «J und w 2 einander entsprechen, wenn SyAy 
und S2A2 in einem Punkte A von u sich schneiden. Den Schnitt- 
punkt uv haben daher die drei geraden Gebilde w, u t und «2 
entsprechend gemein, während u x und 1*2 auc h den Schnittpunkt 
von v mit dem gemeinsamen Strahl S1&1 der Büschel Sy und Sg 
entsprechend gemein haben. 

Dass zwei in «inander liegende projectivische Grundgebilde 
erster Stufe häufig gar kein Element entsprechend gemein haben, 
werden wir später sehen. Wir wollen zunächst untersuchen, ob 
sie auch drei oder mehr Elemente entsprechend . gemein haben 
können. Hier nun ergiebt sich der folgende Fundamental- 
satz der Geometrie der Lage: 

Wenn zwei projectivische einförmige Grundgebilde drei Ele- 
mente entsprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Ele- 
mente entsprechend gemein (sind also identisch mit einander). 

Sind nämlich zunächst die projectivischen Grundgebilde zwei 
gerade Gebilde u und u { (Fig. 23), fallen also drei Punkte A, B, 
C von u zusammen mit den ihnen resp. entsprechenden Punkten 
-4|, Bfy C\ von «i, so muss auch jeder Punkt, welcher von einem 
dieser gemeinschaftlichen Punkte durch die beiden anderen har- 
monisch getrennt ist, mit seinem entsprechenden zusammenfallen 
zufolge der Definition der projectivischen Verwandtschaft, und weil 
zu drei Punkten einer Geraden nur ein einziger vierter harmoni- 
scher, von einem der ersteren getrennter Punkt existirt. Jeder neu 
gewonnene gemeinschaftliche Punkt DD X liefert aber mit je zwei 
der übrigen wiederum neue Punkte, welche beiden geraden Ge- 
bilden entsprechend gemein sind; so dass unendlich viele Punkte 
von u mit ihren entsprechenden von «i zusammenfallen. Diese 
sich selbst entsprechenden Punkte nun müssen stetig auf einander 
folgen. Denn wäre das nicht der Fall, und wären etwa P und Q 
zwei aufeinanderfolgende, so dass in der Strecke PQ kein sich 
selbst entsprechender Punkt läge, so müssten doch ausserhalb 
der Strecke sich solche Punkte finden; zu jedem derselben aber 
lässt sich in der Strecke PQ ein Punkt angeben, welcher durch 
P und Q von jenem harmonisch getrennt ist, und somit sich 
selbst entspricht im Widerspruch mit obiger Annahme. Es muss 
folglich irgend eine Strecke MN vorhanden sein, deren sämmt- 
liche stetig aufeinanderfolgende Punkte den beiden geraden 
Gebilden u und u Y entsprechend gemein sind. Weil aber jeder 
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ausserhalb dieser Strecke liegende Punkt der Geraden durch M 
und N von irgend einem in der Strecke gelegenen harmonisch 
getrennt ist, so folgt, dass die geraden Gebilde überhaupt alle 
ihre Punkte entsprechend gemein haben. 

Für zwei projectivische Strahlen- oder Ebenenbüschel, welche 
drei Elemente entsprechend gemein haben, können wir entweder 
unseren Satz ganz analog beweisen; oder noch einfacher, wir 
führen diesen Fall dadurch auf den vorigen zurück, dass wir 
durch eine und dieselbe Gerade die Büschel in zwei geraden 
Gebilden schneiden. Die letzteren sind dann auch projeetivisch 
und haben drei und folglich alle ihre Elemente entsprechend ge- 
mein, woraus dasselbe für die Büschel folgt. 

Zwei projectivische einförmige Grundgebilde können also 
höchstens zwei Elemente entsprechend gemein haben, wenn nicht 
jedes Element des einen mit dem entsprechenden Elemente des 
anderen zusammenfallen soll. Eine andere wichtige Folgerung 
aus unserem Fundamen talsatze ist: 

„Wenn ein gerades Gebilde zu einem Büschel, oder ein 
„Strahlenbüschel zu einem Ebenenbüschel projeetivisch ist, 
„und drei Elemente des ersteren Gebildes in den ihnen ent- 
sprechenden Elementen des letzteren liegen, so ist das 
„erstere Gebilde ein Schnitt des letzteren. 

Dasselbe hat nämlich mit demjenigen Schnitte des letzteren, 
welchen der Träger des ersteren Gebildes erzeugt, drei und folg- 
lich alle seine Elemente entsprechend gemein, ist also mit dem- 
selben identisch. 



Wenn zwei projectivische 
Strahlenbüschel Sund £, (Fig. 25), 
welche in einerlei Ebene liegen, 
aber nicht concentrisch sind, 
den Strahl a oder a f , welcher 
ihre Mittelpunkte verbindet, ent- 
sprechend gemein haben, so sind 
sie Scheine eines und desselben 
geraden Gebildes u und somit 
perspectivisch. Denn verbinden 
wir die Punkte B und C, in 
welchen irgend zwei Strahlen 6 
und c des Büschels S von den 
ihnen resp. entsprechenden 



Wenn zwei projectivische ge- 
rade Gebilde u und u x (Fig. 24), 
welche sich schneiden, ihren 
Schnittpunkt A oder A Y ent- 
sprechend gemein haben, so sind 
sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbüschels S und somit 
perspectivisch. Denn verbinden 
wir irgend zwei Punkte B und 
C von u mit den ihnen resp. 
entsprechenden Punkten B } und 
C x von u Y durch die Geraden 
b und c, und ist S der Schnitt- 
punkt dieser Geraden, so sind 
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die beiden Strahlenbüschel, durch 
welche aus S die geraden Ge- 
bilde u und u x projicirt werden, 
identisch, weil sie projectivisch 
sind und die drei Strahlen SJL, 
SB und SC oder a, b und c 
entsprechend gemein haben. 



der folgende aus der Geometrie 

Wenn zwei projectivische 
Strahlenbüschel, welche concen- 
trisch sind, aber in verschiede- 
nen Ebenen liegen, die Schnitt- 
linie dieser Ebenen entsprechend 
gemein haben, so sind sie Schnitte 
eines und desselben Ebenenbü- 
schels und daher perspectivisch. 
Projiciren wir nämlich aus der 
Schnittlinie von irgend zwei Ver- 
bindungsebenen entsprechender 
Strahlen die beiden Strahlen- 
büschel, so erhalten wir zwei 
projectivische Ebenenbüschel, 
welche drei Ebenen entsprechend 
gemein haben und folglich iden- 
tisch sind. 



Strahlen b x und q von S v ge- 
schnitten werden , durch eine 
Gerade B C oder «, so siüd die 
beiden geraden Gebilde, in wel- 
chen u die Büschel S und S x 
schneidet, identisch, weil sie 
projectivisch sind und die drei 
Punkte «a, üb und uc oder A, 
B und C entsprechend gemein 
haben. 

Diesem Doppelsatze steht 
des Strahlenbündels zur Seite: 
Wenn zwei projectivische Ebe- 
nenbüschel, deren Axen sich 
schneiden, die Verbindungs- 
ebene dieser Axen entsprechend 
gemein haben, so sind sie Scheine 
eines und desselben Strahlen- 
büschels und daher perspecti- 
visch. Verbinden wir nämlich 
irgend zwei Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen mit einan- 
der, und schneiden wir durch 
die Verbindungsebene die beiden 
Ebenenbüschel, so erhalten wir 
zwei projectivische Strahlen- 
büschel, welche drei Strahlen 
entsprechend gemein haben und 
folglich identisch sind. 

Die Beweise dieses und des vorhergehenden Doppelsatzes 
sind, wie Sie bemerkt haben werden, einander ganz analog; auch 
der folgende Satz wird auf die nämliche Art bewiesen. 



Wenn zwei projectivische 
Strahlenbüschel S und S x (Fig. 25) 
verschiedene Mittelpunkte haben, 
und irgend drei Strahlen 6, c, d 
des einen S von den ihnen ent- 
sprechenden &£, q, d x des an- 
deren Büschels /S| in drei Punk- 
ten B, (7, D geschnitten werden, 



Wenn zwei projectivische ge- 
rade Gebilde u und u x (Fig. 24) 
in verschiedenen Geraden liegen, 
und irgend drei von den Strahlen, 
deren jeder ein Paar entspre- 
chender Punkte B und B^ C 
und C|, D und D Y verbindet, 
sich in einem und demselben 
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welche auf einer Geraden u lie- 
gen, so sind die Strahlenbüschel 
Scheine des geraden Gebildes w, 
also perspectivisch , und alle 
Schnittpunkte von je zwei ent- 
sprechenden Strahlen liegen auf 
u. Denn die projectivischen ge- 
raden Gebilde, in welchen die 
beiden Strahlenbüschel durch 
die Gerade u geschnitten werden, 
haben die drei Punkte i*, C, D 
und folglich alle ihre. Punkte 
entsprechend gemein. 



Punkte S schneiden, so sind die 
geraden Gebilde Schnitte des 
Strahlenbüschels S, also per- 
spectivisch, und alle Verbin- 
dungslinien von je zwei ent- 
sprechenden Strahlen gehen 
durch S. Denn die projectivi- 
schen Strahlenbüschel , durch 
welche die beiden geraden Ge- 
bilde aus dem Punkte S proji- 
cirt werden, haben die drei 



Strahlen BB U CC\, DD X und 
folglich alle ihre Strahlen ent- 
sprechend gemein. 
Es wird Ihnen ein Leichtes sein, die analogen Sätze über 
Strahlen- und Ebenenbüschel im Strahlenbündel aufzustellen und 
zu beweisen. 

Liegen zwei projectivische Strahlenbüschel schief in einer 
Ebene, d. h. sind sie nicht Scheine eines und desselben geraden 
Gebildes, so bilden zufolge des eben Bewiesenen die sämmtlichen 
Schnittpunkte von je zwei einander entsprechenden Strahlen ein 
System von Punkten, welches mit keiner Geraden mehr als zwei 
Punkte gemein hat. Wir nennen dieses System von Punkten 
eine Curve, weil, wie sogleich gezeigt werden soll, die Punkte 
stetig auf einander folgen, und zwar wegen der angeführten 
Eigenthümlichkeit eine Curve zweiter Ordnung. Ebenso 
bilden bei zwei schief in der Ebene liegenden geraden Gebilden 
die sämmtlichen Verbindungslinien von je zwei einander ent- 
sprechenden Punkten ein System von Strahlen, von welchen in 
keinem Punkte mehr als zwei sich schneiden. Da dieselben, wie 
gleich bewiesen wird, stetig auf einander folgen, so nennt man 
dieses Strahlensystem gewöhnlich einen Strahlenbüschel und 
zwar von der zweiten Ordnung, zur Unterscheidung von den 
gewöhnlichen Strahlenbüscheln , die auch Strahlenbüschel 
erster Ordnung genannt werden. Als Definition der Curven 
und Strahlenbüschel IL Ordnung können wir also Folgendes aus- 
sprechen : 



Zwei projectivische Strahlen- 
büschel, die schief in einer 
Ebene liegen, schneiden einander 



Zwei projectivische gerade Ge- 
bilde, welche schief in einer 
Ebene liegen, projiciren einander 
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in einer Curve IL Ordnung, in- 
dem jeder Strahl des einen den 
entsprechenden Strahl des an- 
deren Büschels in einem Punkte 
dieser Curve schneidet. 

In keiner Geraden liegen mehr 
als zwei Punkte einer Curve 
IL Ordnung. 



durch einen Strahlenbüschel 
IL Ordnung, indem jeder Punkt 
des einen den entsprechenden 
Punkt des anderen geraden Ge- 
bildes durch einen Strahl dieses 
Büschels projicirt. 

Durch keinen Punkt gehen 

mehr als zwei Strahlen eines 

Büschels IL Ordnung. 

Ganz analoge Gebilde IL Ordnung werden durch schief 

liegende Strahlen- und Ebenenbüschel im Strahlenbündel erzeugt. 

Ich werde in den nächsten Vorträgen alle diese neuen Gebilde 

näher untersuchen. 

Dass die Projectionsstrahlen von projectivischen geraden Ge- 
bilden und die Schnittpunkte von projectivischen Strahlenbüscheln 
wirklich stetig auf einander folgen, werden Sie aus dem Beweise 
des folgenden wichtigen Satzes erkennen: 

„Zwei einförmige Grundgebilde können stets in solcher Weise 
„projectivisch auf einander bezogen werden, dass man irgend 
„drei Elementen des einen drei beliebige Elemente des anderen 
„Grundgebitäes zuweist; zu jedem vierten Elemente des einen 
„kann dann das entsprechende des anderen Gebildes eindeutig 
„bestimmt werden." 

Wir können den Beweis dieses Satzes direct aus der Erklä- 
rung der projectivischen Verwandtschaft schöpfen, und aus dem 
Satze, dass durch drei Elemente eines einförmigen Grundgebildes 
ein einziges viertes bestimmt ist, welches von einem der ersteren 
durch die übrigen beiden harmonisch getrennt ist. Daraus folgt 
durch ähnliche Betrachtungen wie oben (pag. 44), dass durch die 
drei gegebenen Paare entsprechender Elemente unendlich viele 
solche Paare einander zugewiesen sind, und endlich, dass in dem 
einen Gebilde kein Element vorkömmt, welchem dadurch nicht 
ein Element des anderen zugewiesen wäre. 

Ich will jedoch den Beweis noch auf andere Weise führen; 
aber nur für zwei gerade Gebilde, weil alle anderen Fälle sich 
auf diesen einen zurückführen lassen. Denn sollte eines oder 
jedes der beiden Grundgebilde ein Büschel sein, so können wir 
für dasselbe den Schnitt mit einer Geraden, also ein gerades 
Gebilde, substituiren. 
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Sollen nun zunächst zwei sich schneidende gerade Gebilde 
« und «| (Fig. 24) projectivisch so auf einander bezogen werden, 
dass sie ihren Schnittpunkt A oder A x entsprechend gemein 
haben, und dass den Punkten B und C von u die resp. Punkte 
B x und C x von u x entsprechen, so muss das eine gerade Gebilde 
eine Protection des anderen sein aus dem Schnittpunkte S von 
BB X und C6\. Irgend einem vierten Punkte D von u entspricht 
also in «i seine Projection D x aus dem Punkte S. 

Sollen ferner zwei gerade Gebilde u und n x (Fig. 26), die 
nicht in derselben Geraden liegen, so auf einander projectivisch 
bezogen werden, dass den Punkten A, B, C von u die resp. 
Punkte A Y , B x . C x von u x entsprechen, so nehmen wir auf einer 
Verbindungslinie von zwei einander entsprechenden Punkten, z. B. 
auf AA X , einen von A und A x verschiedenen Punkt S an, und 
legen durch A x eine von u x und AA X verschiedene Gerade «2, 
welche die u ebenfalls schneide. Projiciren wir dann das gerade 
Gebilde n auf u 2 aus dem Mittelpunkte £, und sind A 2l B 2 , (\ 
die Projectionen von A, B, C, so ist unsere Aufgabe offenbar 
auf die vorhergehende zurückgeführt. Denn wir haben nur noch 
«i und «a so auf einander projectivisch zu beziehen, dass sie 
ihren Schnittpunkt A x und A 2 entsprechend gemein haben und 
den Punkten B x und C x von u x die resp. Punkte B 2 und C 2 von 
«2 entsprechen. Die geraden Gebilde u und u x können daher 
als Projectionen eines und desselben dritten geraden Gebildes u 2 
angesehen werden. Um zu irgend einem Punkte D von u den 
entsprechenden Punkt D x in u x zu bestimmen, suchen wir zu- 
nächst seine Projection D 2 auf v^ , mit deren Hülfe wir dann 
nach den Regeln des schon erledigten Falles D x finden. 

Sollen endlich zwei in einer und derselben Geraden liegende 
Gebilde u und u x (Fig. 27 und 28) projectivisch so auf einander 
bezogen werden, dass den Punkten A, jB, C von u die resp. Punkte 
A x , J5j, C x von u x entsprechen, so fuhren wir diesen Fall auf 
den vorigen dadurch zurück, dass wir u x auf irgend eine andere 
Gerade t/ 2 projiciren. Fallen irgend zwei einander entsprechende 
Punkte, z. B. A und A x , auf einander, so legen wir v^ am Zweck- 
massigsten durch einen solchen Doppelpunkt, indem dann der 
vorliegende Fall sogleich auf den ersten zurückgeführt ist. 

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich, dass zwei projec- 
tivische einförmige Grundgebilde immer als erstes 
und letztes in einer Rethe von Gebilden betrachtet 

Reye, Geometrie der Lage. I. 4 
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werden können, deren jedes zu dem folgenden und 
dem vorhergehenden perspectivisch liegt. Zwei pro- 
jectivische gerade Gebilde z. B. können angesehen werden als 
das erste und letzte von vier oder weniger geraden Gebilden, 
von denen jedes eine Projection der benachbarten ist. Daraus 
erklärt sich nicht nur der Ausdruck projectivisch, sondern 
zugleich ist bewiesen, dass jeder stetigen Aufeinanderfolge von 
Elementen in dem einen von zwei projectivischen Grundgebilden 
eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen in dem anderen 
entspricht. Wenn also je zwei entsprechende Elemente irgend 
ein drittes erzeugen, so muss auch die Gesammtheit dieser so 
erzeugten Elemente eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen 
sein. Die Punkte, in denen je zwei entsprechende Strahlen pro- 
jectivischer Büschel sich schneiden, folgen also wirklich stetig 
auf einander, oder bilden eine Curve; und ebenso bilden die Ge- 
raden, welche je zwei entsprechende Punkte projectivischer gerader 
Gebilde verbinden , eine stetige Aufeinanderfolge von Strahlen. 

Wird das eine u von zwei projectivischen geraden Gebilden 
u und u x durch Bewegung eines seiner Punkte P beschrieben, so 
durchläuft gleichzeitig der entsprechende Punkt P, von u x dieses 
andere gerade Gebilde , wenn P und P x jederzeit entsprechende 
Punkte bleiben. Wenn nun u und u x auf derselben Geraden 
liegen, so kann P x entweder in demselben oder in entgegenge- 
setztem Sinne wie P sich bewegen (Fig. 27 und 28). Im ersteren 
Falle (Fig. 28) nennen wir die geraden Gebilde einstimmig, 
im letzteren (Fig. 27) entgegengesetzt projectivisch. Ebenso 
nennen wir zwei projectivische Strahlenbüschel S und £,, welche 
concentrisch und in derselben Ebene liegen (Fig. 29 und 30), 
oder zwei projectivische Ebenenbüschel, welche dieselbe Axe 
haben, und die wir uns gleichzeitig durch Drehung von zwei ent- 
sprechenden Elementen beschrieben denken, einstimmig pro- 
jectivisch (Fig. 30), wenn die beiden Elemente sich in gleichem 
Sinne, und entgegengesetzt projectivisch (Fig. 29), wenn 
sie sich in entgegengesetztem Sinne drehen. In entgegengesetzt 
projectivischen Gebilden (Fig. 27 und 29) müssen die beiden sich 
entsprechend bewegenden Elemente nothwendig zweimal in ein- 
ander fallen, oder: 

„Entgegengesetzt projectivische Gebilde haben zwei Elemente 
„entsprechend gemein; durch diese sind je zwei andere ent- 
sprechende Elemente getrennt." 
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Dagegen haben einstimmig projectivische Gebilde nur dann 
zwei Elemente entsprechend gemein, wenn eine Strecke (resp. 
ein Winkel) AB des einen ganz in der entsprechenden Strecke 
(dem entsprechenden Winkel) A l B l des anderen liegt (Fig. 28); 
dieselben haben manchmal nur ein, häufig (Fig. 30) gar kein Ele- 
ment entsprechend gemein. Alle diese Bemerkungen werden 
Ihnen unmittelbar einleuchten. Zugleich wirft sich hier die für 
viele Untersuchungen wichtige Aufgabe auf: „In zwei gleichar- 
tigen projectivischen Grundgebilden, die in einander liegen, ein 
entsprechend gemeinschaftliches Element zu bestimmen." Mit dieser 
und ähnlichen Aufgaben, welche „Aufgaben zweiten Grades" 
heissen, weil sie höchstens zwei Lösungen haben, werden wir uns 
später eingehend beschäftigen. 

Aus unseren letzten Untersuchungen ergiebt sich noch eine 
Reihe anscheinend verwickelter Sätze auf sehr einfache Weise. 
Ich nenne von denselben nur die folgenden: 



Drehen sich die Seiten 0|, 02, 

, an eines veränderlichen 

einfachen n ecks der ßeihe nach 

um n feste Punkte S x , /%, , 

S n , während n — 1 Eckpunkte 

a i<H 1 ^Si — > «* — !«« des- 
selben sich auf den resp. festen 
Geraden wj, « 2 ? ? «n-i be- 
wegen, so beschreibt der letzte 
Eckpunkt Ona x und jeder andere 
Schnittpunkt der Seiten des 
necks entweder eine Curve 
IL Ordnung oder eine Gerade, 
und zwar eine Gerade u. A. 
dann, wenn die festen Drehpunkte 

St, ^2, , S n alle auf einer 

Geraden g liegen. — Die Seiten 
a ii <hi j a n beschreiben näm- 
lich um S x , /Sg, , S n Strah- 
lenbüschel, von denen jeder zu 
dem folgenden perspectivisch 
liegt, indem die geraden Ge- 
bilde «1, «j, , Un _ 1 die resp. 

perspectivischen Durchschnitte 



Durchlaufen die Eckpunkte 
Ai, A 2 , . . . ., A n eines veränder- 
lichen einfachen wecks der Reihe 
nach n feste Gerade Ui, u 2 , • • • •> 
t*n, während n — 1 Seiten A X A^ 

A 2 A 3 , , A n _ 1 A n desselben 

sich um die resp. festen Punkte 
/Si, Sg, . . . ., S n — i drehen, so 
beschreibt die letzte Seite A n A x 
und ebenso jede Diagonale des 
wecks entweder einen Strahlen- 
büschel IL Ordnung, oder sie 
dreht sich um einen festen Punkt, 
und zwar tritt der letztere Fall 
u. A. dann ein, wenn die Ge- 
raden u i) w 2 , ...., Un sich alle 
in einem Punkte schneiden. — 
Die Eckpunkte A it A^ — , A n 
beschreiben nämlich in w 1? w 2 , 

, Un gerade Gebilde , deren 

jedes zum folgenden perspecti- 
visch liegt, indem fi|, fi^, ...., 
Ä n _i die resp. perspectivischen 
Centra bilden. Folglich sind 
4* 
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bilden. Folglich sind je zwei je zwei dieser geraden Gebilde, 
dieser Büschel, und namentlich ' und namentlich das erste und 
der erste und letzte, projecti- letzte, projectivisch, und erzeu- 
visch, und erzeugen eine Curve gen einen Büschel II. Ordnung, 
II. Ordnung, wenn sie nicht etwa ! wenn sie nicht etwa perspectiv 



perspectivisch liegen. Dieser 
letztere Fall tritt u. A. dann ein, 
wenn die Mittelpunkte der Bü- 
schel auf einer Geraden g liegen; 
denn diese ist dann sämmtlichen 
Büscheln entsprechend gemein, 



visch liegen. Dieser letztere 
Fall tritt u. A. dann ein, wenn 

die geraden Gebilde uj, u 2 , , 

u n sich in einem Punkte P 
schneiden; denn diesen haben 
sie dann alle entsprechend ge- 



weil bei der Bewegung des mein, weil bei der Bewegung 
n ecks einmal alle Seiten mit g , des n ecks einmal alle Eckpunkte 
zusammenfallen. ; mit P zusammenfallen. 

Diese Sätze bieten uns ein Mittel dar, um beliebig viele 
Punkte einer Curve oder Strahlen eines Büschels II. Ordnung 
durch lineare Constructionen zu finden. Für n = 3 werden 
diese Constructionen natürlich am einfachsten. 

Anhang: Metrische Beziehungen projectivischer 
Grundgebilde der ersten Stufe. 
Zwischen den Winkeln und Strecken , welche durch ent- 
sprechende Elemente projectivischer Grundgebilde begrenzt werden, 
giebt es eine wichtige Proportion, die ich Ihnen zum Schluss noch 
entwickeln will. Wir gehen aus von einem Strahlenbüschel S 
(Fig. 24 und 25) und einem zu ihm perspectivischen geraden 
Gebilde u. Die beliebigen vier Strahlen a, 6, c, d von S schneiden 
also u in ihren entsprechenden Punkten A, B, C, D. Die Drei- 
ecke , welche von u und jenen Strahlen begrenzt werden , und 
deren gemeinschaftliche Spitze S ist, haben gleiche Höhe; ihre 
Flächen verhalten sich daher, wie die in u liegenden Grundlinien, 
so dass z. B. 

kASB _ AB , Jl_CSB_ _ CB^ 
&ASD — " AI) &CSD ~ GB ' 

Der Inhalt eines Dreiecks ist aber gleich dem halben Product 
aus zwei Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels. Be- 
zeichnen wir also allgemein mit (pq) den Winkel zwischen zwei 
Strahlen p und #, so erhalten wir für die vier Dreiecke die Werthe: 

A ASB = i AS. SB. sin (ab); 

A CSB = iCJS.SB. sin (cb)] 
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AASD = j AS. SD. sin (ad); 

ACSD = \ CS. SD. sin (cd)] 
und wenn diese Werthe in obige Proportionen eingesetzt, und die 
gemeinschaftlichen Factoren in Zähler und Nenner gegen einander 
aufgehoben werden, so folgt: 

SB . sin ( a b) AB^ , SB . sin (cb ) CB_ 

SD. sin (ad) AD SD . sin (cd) . CD' 

Dividiren wir endlich die erste dieser Gleichungen durch die 
zweite, und heben links -~jr gegen ^ , so ergiebt sich die ge- 
suchte Proportion in folgender Form: 

j sin (ab ), . sin (cb) _ AB . CB_ 
sin (ad) ' sin (cd) AD ' CD ' 

CB 
Jedes Glied dieser Proportion ist ein Verhältniss; z. B. -^ß- 

ist das Verhältniss der beiden Strecken, in welche die Strecke 
BD durch den Punkt C (der in Fig. 24 ausserhalb BD liegt) 

getheilt wird, und S . m , L~ ist das Sinusverhältniss der beiden 
& ' sin (cd) 

Winkel, in welche der Winkel (bd) durch den Strahl c getheilt wird. 
Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung ist also 
ein Verhältniss zwischen zwei Verhältnissen, oder ein sogenanntes 
Doppelverhältnis s. Sie erkennen leicht die besondere Art, in 
welcher die vorliegenden Doppelverhältuisse gebildet sind. Das 
Doppelverhältniss rechts zwischen den von A, iJ, C und D be- 
grenzten Strecken z. B. wird dadurch gewonnen, dass wir die Verhält- 
nisse, nach welchen die von zweien dieser Punkte begrenzte Strecke 
BD von jedem der beiden übrigen Punkte getheilt wird, in ein- 
ander dividiren ; und ganz analog ist das andere Doppelverhältniss 
zwischen den Sinus zusammengesetzt. Auch folgt aus der Ab- 
leitung unserer Gleichung, dass es gleichgültig ist, welche Strecke 
und welchen Winkel wir als getheilt ansehen, wenn nur beide 
Doppelverhältnisse in gleicher Weise gebildet werden, denn eine 
andere Wahl unserer vier Dreiecke würde uns zu folgender 
Gleichung geführt haben: 

sin (ad) . sin (bd) AD . BD 

sin (ac) ' sin (bc) AC ' BC ' 

und es kann Ihnen nicht schwer fallen, noch mehr ähnliche 
Gleichungen für dieselben Punkte und Strahlen aufzustellen. 

Bemerkenswerth ist nun, dass diese Gleichungen offenbar 
auch dann noch bestehen, wenn wir das gerade Gebilde u in 



54 Fünfter Vortrag. 

irgend eine andere schiefe Lage gegen den Strahlenbüschel bringen. 
Auch werden auf jeder anderen Geraden v x (Fig. 24) , welche in 
A x , B x , C x , D x die resp. Strahlen a, 6, c, d schneidet, Strecken 
gebildet, für welche die mit I analoge Gleichung gilt: 

tt sin (ab) . sin (cb) A l ^L • _*i?L • 

sin (ad) " sin (cd) ~ A x Di ' C\Di ' 

und ebenso werden A, B, C und D aus jedem von S verschie- 
denen Punkt S i (Fig. 25) durch vier solche Strahlen a 1? &», q, 
di projicirt, dass 

ITT sin (a\b\) # sin (c\b\) AB . CB 

sin ("aidij * sin (c\d\) A D CD 

Ein DoppelverJiältniss obiger Art zwischen vier Elementen 

eines geraden Gebilde» oder eines Strahlenbüsckels ändert also 

seinen Werth nicht, wenn jene Elemente durch die entsprechenden 

Elemente eines perspectivischen geraden Gebildes oder Büschels 

ersetzt werden. 

Da wir nun zwei projectivische einförmige Grundgebilde 

immer als erstes und letztes von einer Reihe von Grundgebilden 

ansehen können, deren jedes zum folgenden perspectivisch liegt, 

so folgt: 

Sind zwei Grundgebilde projectivisch, so ist jedes solche 

Doppelverhältniss zwischen irgend vier Elementen des einen gleich 

dem analogen DoppelverJiältniss zwischen den entsprechenden 

vier Elementen des anderen Grundgebildes. 

Sind z. B. u und «■ zwei zu einander projectivische gerade 

Gebilde, und entsprechen den Punkten A, B, C, D von u die 

resp. Punkte A x , JB|, CJ, D x von t*|, so besteht zwischen den 

Abschnitten, welche von diesen Punkten gebildet werden, die 

Proportion: 

TV AB • JZ*. — A * B] • ClBl 

* * ' AD * CD ~ AiDx ' C X D X ' 

Steiner hat obigen Satz als Definition für die projecti- 
vische Verwandtschaft benutzt, und auf diese Weise seiner „syste- 
matischen Entwicklung etc." die Rechnung mit Doppelverhält- 
nissen zu Grunde gelegt. Der Satz gilt offenbar auch für Ebenen- 
büschel; denn die Winkel zwischen den Ebenen eines solchen 
werden in einem Strahlenbüschel gemessen, dessen Ebene zur 
Axe des Ebenenbüschels senkrecht steht, und welcher zu dem 
letzteren perspectivisch ist und daher projectivisch zu jedem 
Grundgebilde, welches zum Ebenenbüschel projectivisch ist. 
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Hier ist schliesslich noch der Ort, die metrischen Bezie- 
hungen für die Winkel eines harmonischen Strahlen- oder 
Ebenenbüschels aufzustellen. Sind a, 6, c, d dessen Elemente 
und A, B, C, D (Fig. 19) die vier harmonischen Punkte, in 
welchen sie durch irgend eine Gerade geschnitten werden, so er- 

giebt sich für letztere -^- = ^-g- (pag. 39), und daher aus 

I die gesuchte Beziehung: 

y sin (ab) sin (ad) 



sin (cb) 



sin (cd) 



Sechster Vortrag. 

Curven, Büschel und Kegelfiächen zweiter Ordnung. 



Im letzten Vortrage sind wir zu folgenden wichtigen Ergeb- 
nissen gelangt: 



Wenn zwei projectivische 
Strahlenbüschel in einer Ebene, 
aber weder concentrisch noch 
perspectivisch liegen, so erfüllen 
die sämmtlichen Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen eine 
Curve zweiter Ordnung, 
die mit keiner Geraden mehr 
als zwei Punkte gemein hat. . 



Wenn zwei projectivische ge- 
rade Gebilde in einer Ebene, 
aber weder in derselben Gera- 
den noch perspectivisch liegen, 
so erfüllen die sämmtlichen Ver- 
bindungslinien entsprechender 
Punkte einen Strahlenbü- 
schel zweiter Ordnung, der 
mit keinem Büschel I. Ordnung 
mehr als zwei Strahlen gemein 
hat. 

Um Ihnen von diesen Gebilden zweiter Ordnung sogleich eine 
bestimmte Vorstellung zu verschaffen, führe ich schon jetzt an, 
dass die Curven II. Ordnung identisch sind mit den Kegelschnitten, 
also auch erhalten werden, wenn ein gewöhnlicher Kreiskegel 
durch eine Ebene geschnitten wird. Ein Strahlenbüschel IL Ord- 
nung aber besteht aus den sämmtlichen Tangenten eines solchen 
Kegelschnittes. I)en Beweis für diese Behauptungen werde ick 
später führen. 
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Obigen beiden Sätzen aus der ebenen Geometrie entsprechen 
die folgenden aus der Geometrie des Strahlenbündels: 



Wenn zwei projeetivische Ebe- 
nenbüschel, deren Axen sich 
schneiden, nicht perspectivisch 
liegen, so bilden die sämmtlichen 
Schnittlinien entsprechender 
Ebenen eine Kegel fläche 
II. Ordnung, welche mit kei- 
ner Ebene mehr als zwei dieser 
Schnittlinien gemein hat. Der 
Schnittpunkt der Axen, durch 
welcheu alle solche Strahlen der 
Kegelfläche hindurchgehen, heisst 
der Mittelpunkt der Kegel r 
fläche. 



Wenn zwei projeetivische 
Strahlenbüschel, deren Ebenen 
sicli schneiden , concentrisch, 
aber nicht perspectivisch liegen, 
so bilden- die sämmtlichen Ver- 
bindungsebenen entsprechender 
Strahlen einen Ebenenbü- 
schel IL Ordnung, welcher 
mit keinem Ebenenbüschel I. Ord- 
nung mehr als zwei Ebenen ge- 
mein hat. Der Mittelpunkt der 
Strahlenbüschel, durch welchen 
alle Ebenen des Büschels IL Ord- 
nung hindurchgehen, heisst der 
Mittelpunkt dieses Ebenen- 
büschels. 

Die Kegelfläche und den Ebenenbüschel IL Ordnung können 
Sie mittelst der Curve und des Strahlenbüschels IL Ordnung er- 
zeugen, indem Sie diese aus irgend einem nicht in ihrer Ebene 
gelegenen Punkte projiciren. Denn die beiden projeetivischen 
Strahlenbüschel S und S| (Fig. 31), durch welche eine Curve 
IL Ordnung erzeugt wird, werden aus einem solchen Punkte 0, 
z. B. aus Ihrem Auge, durch zwei projeetivische Ebenenbüschel 
projicirt, die sich dann in einer durch die Curve gehenden Kegel- 
fläche schneiden, deren Mittelpunkt O ist. Und ebenso werden 
aus O die beiden projeetivischen geraden Gebilde u und u v 
(Fig. 32), welche einen Strahlenbüschel IL Ordnung erzeugen, 
durch zwei projeetivische Strahlenbüschel projicirt, und diese 
wiederum erzeugen einen Ebenenbüschel IL Ordnung, der offenbar 
durch jenen Strahlenbüschel geht und O zum Mittelpunkte hat. 
Umgekehrt wird jede Kegelfläche II. Ordnung von einer nicht 
durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene in einer Curve IL Ord- 
nung geschnitten , weil die beiden projeetivischen Ebenenbüschel, 
welche die Kegelfläche erzeugen, in zwei projeetivischen Strahlen- 
büscheln geschnitten werden, welche jene Schnittcurve erzeugen. 
Wenn also mehr als zwei Strahlen der Kegelfläche in einer Ebene 
lägen, so würden auch mehr als zwei Punkte dieser Schnittcurve 
in einer Geraden liegen, was nach dem zu Anfang wiederholten 
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Satz unmöglich ist. Analoges werden Sie leicht von den Ebenen- 
büscheln IL Ordnung beweisen können. Zugleich erkennen Sie 
die Richtigkeit des folgenden Satzes: 



Jede Curve und jeder Strah- 
lenbüschel II. Ordnung wird aus 
einem nicht in derselben Ebene 
gelegenen Punkte durch eine 
Kegelfläche resp. einen Ebeuen- 
büschel IL Ordnung projicirt. 



Jede Kegelfläche und jeder 
Ebenenbüschel IL Ordnung wird 
von einer nicht durch den Mittel- 
punkt gehenden Ebene in einer 
Curve resp. einem Strahlen- 
büschel IL Ordnung geschnitten. 



Sie ersehen hieraus, dass alle Resultate, die wir für die 
ebenen Gebilde IL Ordnung gewinnen, sich sofort durch Pro- 
jiciren auf die Gebilde im Strahlenbündel übertragen lassen. Ich 
beschränke mich daher fürs Erste auf die Untersuchung der 
Curven und . Strahlenbüschel IL Ordnung, und schicke folgende 
Bemerkung voraus: 



Die Curve k IL Ordnung, 
welche durch zwei projectivische 
Strahlenbüschel S und S, (Fig. 31) 
erzeugt wird, geht durch die 
Mittelpunkte der letzteren. Denn 
dem Strahle SS X oder p des 
Büschels £, d. h. der Verbin- 
dungslinie der beiden Mittel- 
punkte entspricht, weil die Bü- 
schel nicht perspectivisch liegen 
sollen, im Büschel S x irgend 
ein von S X S verschiedener Strahl 
/>£. Der Schnittpunkt von p und 
Pi, nämlich S x , gehört also der 
Curve k an, und ebenso S. 



Der Strahlenbüschel K IL Ord- 
nung, welcher durch zwei pro- 
jectivische gerade Gebilde u und 
u x (Fig. 32) erzeugt wird, ent- 
hält auch die Geraden u und «i, 
in welchen die geraden Gebilde 
liegen. Denn dem Punkte uu x 
oder P des geraden Gebildes 
w, d. h. dem Schnittpunkt beider 
Geraden, entspricht, weil die 
Gebilde nicht perspectivisch 
liegen sollen, im geraden Ge- 
bilde u x irgend ein von u x u 
verschiedener Punkt P x . Die 
Verbindungslinie PP X oder u x 
gehört also dem Büschel K an, 
und ebenso u, 

Links ist p x (Fig. 31) der einzige durch S x gehende Strahl, 
welcher mit der Curve k nur einen einzigen Punkt, nämlich S x , 
gemein hat. Jeder von p x verschiedene Strahl a x des Büschels S x 
wird von seinem entsprechenden und von p verschiedenen Strahl a 
offenbar in einem zweiten, nicht mit S identischen Punkte 
der Curve k geschnitten. Wir sagen desshalb, der Strahl p x 
berühre in S t die Curve ä, oder er sei eine Tangente 
von k. — Ebenso ist rechts (Fig. 32) P x der einzige Punkt von u X) 
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durch welchen nur ein einziger Strahl von K y nämlich u x selbst, 
hindurchgeht. Denn durch jeden anderen Punkt A v von «j geht 
noch ein zweiter Strahl A X A von AT, weil A nicht mit P, und also 
A V A nicht mit u x zusammenfallen kann. Wir nennen desshalb P x 
einen Berührungspunkt des Büschels K im Strahle w,, und 
können daher den Satz aufstellen: 



Dem gemeinschaftlichen Strahle 
von zwei projectivischen Strah- 
lenbüscheln entspricht in jedem 
derselben eine Tangente der- 
jenigen Curve IL Ordnung, in 
welcher die Büschel sich schnei- 
den. 



Dem Schnittpunkt von zwei 
projectivischen geraden Gebilden 
entspricht in jedem derselben 
ein Berührungspunkt desjenigen 
Büschels IL Ordnung, durch wel- 
chen die geraden Gebilde ein- 
ander projiciren. 



Wie Sie sich erinnern werden, können zwei einförmige Gruud- 
gebilde auf eine einzige Art projectivisch so auf einander be- 
zogen werden, dass drei bestimmten Elementen des einen drei 
solche des anderen als entsprechende zugewiesen werden. Wollen 
wir also eine Curve IL Ordnung mittelst projectivischer Strahlen- 
büschel erzeugen, so können wir nicht nur die Mittelpunkte S 
und Sy der letzteren (s. Fig. 31), sondern noch drei weitere 
Punkte der Curve, nämlich die Schnittpunkte von drei Paareu 
entsprechender Strahlen von S und /S 1? in einer durch SS V ge- 
henden Ebene willkürlich annehmen. Fällt einer dieser drei 
Schnittpunkte mit • S zusammen , so ist von der Curve die Tan- 
gente im Punkte S gegeben; und dasselbe kann bei S t ein- 
treten. — Um einen Strahlenbüschel IL Ordnung mittelst projec- 
tivischer gerader Gebilde zu erzeugen, können wir nicht nur die 
Träger u und u x der letzteren (s. Fig. 32), sondern noch drei 
weitere Strahlen des Büschels, nämlich die Verbindungslinien von 
drei Paaren entsprechender Punkte der geraden Gebilde, in einer 
durch u und u x gehenden Ebene willkürlich annehmen. Fällt 
eine dieser Verbindungslinien mit u zusammen, so ist von dem 
Büschel IL Ordnung der Berührungspunkt im Strahle u gegeben; 
und dasselbe kann bei u x eintreten. Die Aufgaben: 

Von einer Curve IL Ordnung | Von einem Büschel IL Ord- 



sind in einer Ebene fünf Punkte, 
oder vier Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben 5, 
oder drei Punkte und die Tan- 



nung sind in einer Ebene fünf 
Strahlen, oder vier Strahlen und 
der Berührungspunkt in einem 
derselben «, oder drei Strahlen 



genten in zwei derselben S und ( und die Berührungspunkte in 
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Si gegeben; die Curve zu con- 

struiren, 

sind folglich ausführbar; und 

die folgenden Aufgaben: 

Zwei projectivische Strahlen- 
büschel S und £| seien durch 
drei Paare einander entsprechen- 
der Strahlen a und a lf b und 6 X , 
c und c x gegeben; es sollen be- 
liebig viele Punkte der Curve k 
IL Ordnung construirt werden, 
in welcher sie einander schnei- 
den. 



zwei derselben u und u x gege- 
ben; den Büschel zu construiren, 
zwar sind sie zurückgeführt auf 

Zwei projectivische gerade Ge- 
bilde u und u x seien durch drei 
Paare einander entsprechender 
Punkte A und A^ B und B^ 
C und C| gegeben; es sollen 
beliebig viele Strahlen des Bü- 
schels K IL Ordnung construirt 
werden, durch welchen sie ein- 
ander projiciren. 
Diese Aufgaben gehen darauf hinaus, zu jedem beliebigen 
vierten Elemente des einen Grundgebildes das entsprechende des 
anderen zu finden ; denn damit ist zugleich ein neues Element des 
von beiden erzeugten Gebildes II. Ordnung bestimmt. Ich könnte 
Sie also auf die im letzten Vortrag (pag. 49) gegebene Construction 
verweisen. Doch will ich das vorliegende Problem noch einmal 
in einer mehr symmetrischen Weise lösen, besonders weil sich 
mehrere wichtige Sätze an die Auflösung knüpfen. Dieselbe be- 
steht darin, dass wir zu den gegebenen Grundgebilden ein drittes 
aufsuchen, welches zu jedem der ersteren perspectivisch liegt; 
nämlich*): 



Durch den Schnittpunkt aa v 
von irgend zwei einander ent- 
sprechenden Strahlen a und a, 
der projectivischen Büschel S 
und Si (Fig. 33) legen wir zwei 
Gerade u und w l5 von denen die 
erste u den Büschel S(abc) 
in einem geraden Gebilde 
u (ABC) und die zweite u x den 
Büschel ^i(d\b\Ci) in einem 
geraden Gebilde ^(A^Cy) 
schneide. Als Schnitte projecti- 



In der Verbindungslinie AA X 
von irgend zwei einander entspre- 
chenden Punkten A und A x der 
projectivischen geraden Gebilde 
u und u x (Fig. 34) nehmen wir die 
Mittelpunkte S und ^ von zwei 
Strahlenbüscheln an, von denen 
der erste S(abc) das gerade 
Gebilde u(ABC) , und der 
zweite ^ (a>\b x c x ) das gerade 
Gebilde u l (A x B l C } ) projicire. 
Als Scheine projectivischer ge- 



*) Ich wiederhole bei dieser Gelegenheit meinen Rath, dass der Anfänger 
die Figuren selber zeichne nach den Angaben des Textes, weil dadurch die 
Auffassung wesentlich erleichtert wird. 
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vischer Strahlenbüschel sind 
diese geraden Gebilde u und «, 
auch zu einander projectivisch. 
Sie liegen aber sogar perspec- 
tivisch, weil in ihrem Schnitt- 
punkte zwei entsprechende 
Punkte A und A x vereinigt sind 
(pag. 45). Sie sind also Schnitte 
desjenigen Strahlenbüschels /S2, 
in desse n Mittelpunkt die Strah- 
len BB X und CC Y sich schneiden. 
Um nun zu irgend einem 
Strahle d des Büschels S den 
entsprechenden d y von Sy zu 
finden, projiciren wir den Schnitt- 
punkt du oder D aus dem 

Punkte $2 au f ll \ na °h A > un< ^ 
ziehen Z>i&i, so ist dieses der 
gesuchte Strahl d v Der Punkt 
dd x oder P liegt auf der Curve 
k IL Ordnung. 



rader Gebilde sind diese Strah- 
lenbüschel S und aSj auch zu 
einander projectivisch. Sie lie- 
gen aber sogar . perspectivisch, 
weil in der Verbindungslinie 
SS l ihrer Mittelpunkte zwei 
entsprechende Strahlen a und a v 
vereinigt sind (p. 45). Sie sind 
also Scheine desjenigen geraden 
Gebildes, welchem die Schnitt- 
punkte bby und cc x angehören. 
Um nun zu irgend einem 
Punkte D von u den entspre- 
chenden D Y von t£| zu finden, 
schneiden wir die Gerade DS 
oder d durch u 2 , und projiciren 
den Schnittpunkt aus /S^ durch 
den Strahl d* auf die Gerade 



«!• Die Projection d x u x ist der 
gesuchte Punkt D x . Der Strahl 
DD X gehört zu dem Büschel K 
II. Ordnung*). 
Hiermit sind also zugleich folgende Aufgaben gelöst: 



Auf jedem Strahl von S 



Durch jeden Punkt von u 



(oder S x ) den zweiten, von S (oder u x ) den zweiten, von u 



(resp. &|) verschiedenen Schnitt- 
punkt mit der Curve IL Ord- 
nung zu finden. 



(resp. «i) verschiedenen Strahl 
des Büschels II. Ordnung zu 
legen. 



Indem wir auf die eben angegebene Weise auch zu dem ge- 
meinsamen Strahl der Büschel, oder andererseits zu dem Schnitt- 
punkte der geraden Gebilde die beiden entsprechenden Strahlen 
resp. Punkte suchen, lösen wir die Aufgabe: 



In den Mittelpunkten von zwei 
projectivischen Strahlenbüscheln 
Tangenten der von ihnen er- 
zeugten Curve IL Ordnung zu 
construiren. 



Auf zwei projectivischen ge- 
raden Gebilden, die einen Bü- 
schel IL Ordnung erzeugen, die 
Berührungspunkte dieses Bü- 
schels zu finden. 



*) In Fig. 34 konnte der Büschel K II. Ordnung nur angedeutet werden, 
indem die von ihm eingehüllte Curve gezeichnet wurde. 



Curven, Büschel und Kegelflächen zweiter Ordnung. 61 

Ein weiteres wichtiges Resultat ergiebt sich in folgender 
Weise aus unserer Construction. Ziehen Sie einerseits links 
.(Fig. 33) den Strahl ^Sj oder m x , welcher in M x und M von 
resp. w, und u geschnitten wird, so entspricht demselben in S 
offenbar der Strahl SM; denn wenn D x mit M x zum Zusammen- 
fall gebracht wird, so fallen zugleich D und P mit M zusammen. 
Also ist M derjenige Punkt, in welchem die Curve k zum zweiten 
Male von u geschnitten wird. Ebenso liegt der Punkt L lt in 
welchem u x zum zweiten Male die Curve k schneidet, auf der 
Geraden äSj. Ich erinnere Sie hierbei, dass die willkürlich ge- 
wählten Geraden u und u x keiner weiteren Bedingung unter- 
worfen sind, als dass sie sich in einem Punkte der Curve k 
schneiden. — Verbinden Sie andererseits rechts (Fig. 34) den 
Schnittpunkt u x u 2 oder Q l mit Ä, so liegt auf dieser Geraden 
der Punkt Q von w, welcher dem Punkte Q x von u x entspricht, 
oder SQ k ist ein Strahl des Büschels K IL Ordnung: und ebenso 
ist der Strahl S X R, welcher aus S l den Schnittpunkt von u und 
lt 2 projicirt, ein Strahl von K. Da wir S und S x willkürlich auf 
einem Strahle a des Büschels K gewählt haben, so ist offenbar 
die Doppelaufgabe gelöst: 



Auf irgend einer Geraden «, 
welche eine Curve k IL Ordnung 
in einem gegebenen Punkte A 
schneidet, den zweiten Schnitt- 
punkt mit k zu finden. 



Durch irgend einen Punkt Ä, 
welcher auf einem gegebenen 
Strahle a eines Büschels K 
IL Ordnung liegt, den zweiten 
Strahl dieses Büschels zu ziehen. 



Auch die beiden überaus fruchtbaren Sätze des Pascal und 
des Brianchon, deren ich in der Einleitung Erwähnung that, 
ergeben sich wie von selbst aus unserer Construction. Bestimmen 
wir links zu den fünf Punkten £, £|, A, M und L x der Curve k 
noch irgend einen sechsten Punkt P (Fig. 33) , so liegen zufolge 
der Construction von P der Schnittpunkt D von SP und «, und 
der Schnittpunkt D x von S l P und u v in einer durch S^ gehenden 
Geraden. Aber D, D x und /S 2 sind diejenigen Punkte, in welchen 
die Gegenseiten des Sechsecks SPS X MAL X sich schneiden. — 
Construiren wir andererseits rechts (Fig. 34) zu den fünf Strahlen 
«, «|, aSSj, SQ x und S X R des Büschels K II. Ordnung noch einen 
sechsten Strahl DD X , so müssen nach der Construction die Ge- 
raden SD und S X D X sich auf der Geraden Q X R oder « 2 schnei- 
den. Diese drei durch einen und denselben Punkt gehenden Ge- 
raden sind aber die Hauptdiagonalen, d. h. die Verbindungslinien 
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gegenüberliegender Eckpunkte des Sechsecks SS X RDD X Q X . Wir 
haben somit folgende Lehrsätze bewiesen: 



Lehrsatz des Pascal: 
In jedem einfachen Sechseck, 
welches einer Curve II. Ordnung 
eingeschrieben ist, schneiden sich 
die Gegenseiten in drei Punkten 
einer Geraden. 



Lehrsatz des Brianchon: 
In jedem einfachen Sechseck, 
welches aus sechs Strahlen eines 
Büschels IL Ordnung gebildet 
wird, schneiden sich die drei 
Haupt - Diagonalen in einem 
Punkte. 

Streng genommen haben wir freilich noch ein Bedenken zu 
beseitigen, welches bei dem Beweise dieser Sätze sich geltend 
macht. Die beiden hier in Frage kommenden Sechsecke enthalten 
Elemente, die nicht willkürlich gewählt sind; denn links z.B. 
sind wohl die Eckpunkte -4, Jtf, L x und P, nicht aber S und S x 
willkürlich gewählte Punkte der Curve k. Es ist aber denkbar, 
dass die Mittelpunkte S und S x der projectivischen Strahlen- 
büschel, durch welche die Curve erzeugt ist, durch besondere 
Eigenschaften sich auszeichnen, dass z. B. der Lehrsatz des 
Pascal nur für solche eingeschriebene Sechsecke gilt, zu deren 
Eckpunkten auch S und fi| gehören. Wir wollen nun dieses Be- 
denken erledigen durch den Nachweis, dass je zwei andere Punkte 
der Curve ebensowohl wie S und S x die Mittelpunkte von zwei 
projectivischen Strahlenbüscheln sein können , welche dieselbe 
Curve erzeugen, und dass also S und S x durch zwei beliebige 
andere Curvenpunkte ersetzt werden können. Analoges gilt rechts 
von den Geraden u und « 1? welche in dem Sechseck des Brian- 
chon als Seiten vorkommen. 

Denken Sie sich im Pascal'schen Sechseck SPfyMALi (Fig. 33) 
die 8ämmtlichen Eckpunkte ausser A fest, und nur diesen auf 
der Curve fortgleitend, so dreht sich L^A oder u x um L x und 
MA oder u um M, und die Punkte D x und D gleiten fort auf 
den festen Geraden d x und d, jedoch so, dass die Gerade DD, 
stets durch den festen Punkt /8^ geht. Denn der Pascal' sehe 
Satz gilt für ein jedes so entstandene Sechseck. Folglich be- 
schreiben D x und D zwei perspectivische Gebilde d x und d, 
welche Schnitte des Strahlenbüschels S 2 sind. Und zugleich be- 
schreiben u x und u um resp. L x und M zwei projeetivische 
Strahlenbüschel, welche nämlich Scheine sind von den perspecti- 
vischen geraden Gebilden d x und d. Wir können also die Curve Je 
auch als Schnitt der projectivischen Strahlenbüschel L^ und M 
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auffassen, deren Mittelpunkte zwei willkürliche Punkte der Curve 
sind. Denken Sie sich ebenso im Sechseck iSS l RDD l Q l (Fig. 34) 
vom Brianchon die Seite SS X bewegt, während die übrigen 
Seiten unverändert bleiben, so jedoch, dass SS V nicht aufhört, 
ein Strahl des Büschels K IL Ordnung zu sein, so beschreibt S v 
ein gerades Gebilde SyR oder r x und S ein gerades Gebilde SQ X 
oder £, welche aber projectivisch sind. Denn der Schnittpunkt 
der Hauptdiagonalen S l D l und SD bewegt sich gleichzeitig auf 
der festen Geraden Q V R und beschreibt in dieser ein gerades 
Gebilde t^, zu welchem q und r t perspectivisch liegen. Wir 
können uns also den Büschel II. Ordnung auch durch die pro- 
jectivischen geraden Gebilde q und r A erzeugt denken. Hiermit 
ist bewiesen, dass die Lehrsätze des Pascal und des Brianchon 
allgemein gültig sind, und zugleich sind wir zu folgendem Fun- 
damentalsatze über die Curven und Strahlenbüschel IL Ord- 
nung gelangt: 4 



Eine Curve IL Ordnung wird 
aus beliebigen zwei ihrer Punkte 
durch zwei projectivische Strah- 
lenbüschel projicirt, wenn näm- 
lich je zwei solche Strahlen der 
Büschel einander entsprechend 
genannt werden, welche durch 
denselben Punkt der Curve ge- 
hen. 



Ein Strahlenbüschel IL Ord- 
nung wird durch beliebige zwei 
seiner Strahlen in zwei projec- 
tivischen geraden Gebilden ge- 
schnitten, wenn nämlich je zwei 
solche Punkte der geraden Ge- 
bilde einander entsprechend ge- 
nannt werden, welche auf dem- 
selben Strahle des Büschels 



liegen. 

Wir werden diese Sätze später benutzen, um auch die Gebilde 
IL Ordnung auf einander und auf die einförmigen Grundgebilde 
projectivisch zu beziehen, ähnlich wie wir für letztere projecti- 
vische Beziehungen aufgestellt haben. Zu dem Ende stellen wir 
auf Grund dieser Sätze folgende Definitionen auf: 



Vier Punkte einer Curve 
IL Ordnung heissen harmo- 
nische Punkte, wenn sie aus 
irgend einem und folglich aus 
jedem fünften Punkte der Curve 
durch vier harmonische Strahlen 
projicirt werden. 

Durch drei Punkte einer 



Vier Strahlen eines Büschels 
H. Ordnung heissen harmo- 
nische Strahlen, wenn sie 
durch irgend einen und folglich 
durch jeden fünften Strahl des 
Büschels in vier harmonischen 
Punkten geschnitten werden. 
Curve oder drei Strahlen eines 



Büschels IL Ordnung ist der vierte harmonische eindeutig be- 
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stimmt und kann leicht construirt werden, sobald noch angegeben 
ist, von welchem der gegebenen drei Punkte oder Strahlen er 
getrennt sein soll. 

Mit Hülfe des pag. 58 aufgestellten Satzes über die Tan- 
genten der Curven und die Berührungspunkte der Büschel IL Ord- 
nung ziehen wir ferner aus dem Fundamentalsatze den Schluss: 



Durch jeden Punkt einer Curve 
II. Ordnung geht eine Tangente 
derselben. 



Auf jedem Strahl eines Bü- 
schels IL Ordnung liegt ein Be- 
rührungspunkt desselben. 



Jede Curve IL Ordnung wird also von einem System von 
Tangenten eingehüllt, und jeder Strahlenbüschel IL Ordnung um- 
hüllt ein System von Berührungspunkten. Es wird eine Aufgabe 
meines nächsten Vortrages sein, Ihnen zu zeigen, dass jenes Sy- 
stem von Tangenten und dieses System von Berührungspunkten 
Nichts weiter sind , als ein Strahlenbüschel und eine Curve 
II. Ordnung. 

Andere sehr wichtige Eigenschaften der Curven und Büschel 
IL Ordnung sind in folgenden Sätzen ausgesprochen, die wir oft 
benutzen werden: 



Zwei Curven IL Ordnung fallen 
zusammen , wenn sie entweder 
fünf Punkte, oder vier Punkte 
und die Tangente in einem der- 
selben S, oder drei Punkte und 
die Tangenten in zwei derselben 
S und Sy gemein haben. 

Denn projiciren wir die sämmt- 
lichen Punkte der beiden Curven 
aus dem gemeinschaftlichen 
Punkte S durch einen Strahlen- 
büschel, so sind zu diesem die 
beiden Strahlenbüschel projec- 
tivisch, welche aus dem gemein- 
schaftlichen Punkte Sy die bei- 
den Curven projiciren. Letztere 
Büschel aber sind identisch, weil 
sie drei Strahlen entsprechend 
gemein haben; nämlich jeden 
Strahl, welcher nach einem von 
S und Si verschiedenen gemein« 



Zwei Strahlenbüschel IL Ord- 
nung fallen zusammen, wenn 
sie entweder fünf Strahlen, oder 
vier Strahlen und den Berüh- 
rungspunkt in einem dersel- 
ben ic, oder drei Strahlen und 
die Berührungspunkte in zwei 
derselben u und u x gemein 
haben. 

Denn schneiden wir die sämmt- 
lichen Strahlen der beiden Bü- 
schel durch den gemeinschaft- 
lichen Strahl u in einem geraden 
Gebilde, so sind zu diesem die 
beiden geraden Gebilde projec- 
tivisch, in welchen durch den 
gemeinschaftlichen Strahl Mj die 
beiden Büschel geschnitten wer- 
den. Letztere gerade Gebilde 
sind aber identisch, weil sie 
drei Punkte entsprechend ge- 



Folgerungen aus den Sätzen von Pascal und Brianchon. 
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schaftlichen Punkt der Curven 
geht, sodann den Strahl ^S, 
wenn in S die Curven eine ge- 
meinschaftliche Tangente be- 
sitzen, und endlich die Tangente 
in Si, wenn diese den Curven 
gemeinschaftlich ist. Jeder 
Strahl von S projicirt also einen 
gemeinschaftlichen Punkt der 
Curven. 



mein haben; nämlich jeden 
Punkt, welcher in einem von u 
und u x verschiedenen gemein- 
schaftlichen Strahle der Büschel 
liegt, sodann den Punkt uu x , 
wenn in u die Büschel einen 
gemeinschaftlichen Berührungs- 
punkt haben, und endlich den 
Berührungspunkt in u u wenn 
dieser den Büscheln gemein- 
schaftlich ist. Durch jeden 
Punkt von u geht also noch ein 
gemeinschaftlicher Strahl der 
Büschel. 



Siebenter Vortrag. 



Folgerungen aus den Lehrsätzen des Pascal und des 

Brianchon. 



Die wichtigen Eigenschaften, welche wir vom Sechseck in 
der Curve und im Strahlenbüschel II. Ordnung bewiesen haben, 
führen uns zu mehreren nicht minder wichtigen Sätzen über 
ebensolche Fünfecke, Vierecke und Dreiecke. Der Ableitung 
dieser Sätze muss ich einige Bemerkungen über die Tangenten 
der Curven und die Berührungspunkte der Büschel IL Ordnung 
Toranschicken. 

Wir haben jede Gerade p x (Fig. 31), welche mit einer Curve 
II. Ordnung nur einen Punkt ^ gemein hat, eine Tangente der 
Curve im Punkte S| genannt, und gefunden, dass durch jeden 
Punkt der Curve eine einzige Tangente möglich ist. Jeder an- 
dere durch &| gehende Strahl a x schneidet also die Curve in 
•noch einem zweiten Punkte A. Drehen wir den Strahl a um S,, 
so durchläuft sein Schnittpunkt A die Curve, und nähert sich 
dem Punkte S x ins Unbegrenzte, wenn a der Tangente p } Un- 
it eye, Geometrie der Lage. I. 5 
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begrenzt näher kommt. Die Tangente stellt sich hiernach dar 
als die Grenzlage der Verbindungslinie von zwei ein- 
ander unendlich nahe kommenden Curvenpunkten, 
und zwar lässt sich diese Erklärung anwenden auf die Tangenten 
nicht allein der Curven II. Ordnung, sondern auch ganz belie- 
biger Curven. — Analog haben wir jeden Punkt P Y (Fig. 32), 
durch welchen nur ein Strahl u x eines Büschels K II. Ordnung 
hindurchgeht, einen Berührungspunkt des letzteren im Strahle u x 
genannt, und gefunden, dass auf jedem Strahle des Büschels Ä" 
ein einziger Berührungspunkt liegt. Durch jeden anderen Punkt 
A x von «! geht also noch ein zweiter Strahl a des Büschels. 
Bewegen wir A x auf u x fort, so durchläuft a den Büschel Ä r , und 
nähert sich dem Strahle u x ins Unbegrenzte, wenn A x dem 
Punkte P y unbegrenzt näher kommt. Der Berührungspunkt 
im Strahlenbüschel stellt sich hiernach dar als die Grenzlage 
des Schnittpunktes von zwei einander unendlich nahe 
kommenden Strahlen des Büschels. 

Wenn also in einem Sechseck, welches einer Curve II. Ord- 
nung eingeschrieben ist, irgend zwei benachbarte Eckpunkte ein- 
ander unbegrenzt sich nähern, so tritt an die Stelle der sie ver- 
bindenden Seite eine Tangente der Curve; und wenn in einem 
Sechseck, dessen Seiten aus Strahlen eines Büschels IL Ordnung 
bestehen, zwei benachbarte Seiten einander unbegrenzt sich nä- 
hern, so tritt an die Stelle des Eckpunktes, in welchem sie sich 
schneiden, ein Berührungspunkt des Büschels. Jenachdem nun 
ein, zwei oder drei Paare benachbarter Elemente zusammenfallen, 
geht das Sechseck über in ein Fünfeck, ein Viereck oder ein 
Dreieck. Für das Fünfeck lauten hiernach die Lehrsätze des 
Pascal und des Brian chon, wie folgt: 
In jedem einer Curve IL Ord- I In jedem Fünfeck, dessen Sei- 



nung eingeschriebenen Fünfeck 
liegen die Schnittpunkte von 
zwei Paaren nicht aufeinander 
folgender Seiten mit demjenigen 
dritten Punkte in einer Geraden, 
in welchem die fünfte Seite von 
der Tangente des gegenüber- 
liegenden Eckpunktes geschnit- 
ten wird (Fig. 35). 



ten von Strahlen eines Büschels 
IL Ordnung gebildet werden, 
schneiden sich die Diagonalen, 
welche irgend zwei Paare von 
Eckpunkten verbinden, in einem 
Punkte derjenigen Geraden, 
welche den fünften Eckpunkt 
mit dem Berührungspunkte 
der gegenüberliegenden Seite 
verbindet (Fig. 36). 



Folgerungen aus den Sätzen von Pascal und Brian chon. 
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Dieser Doppelsatz enthält die Lösung der beiden Aufgaben: 



Wenn fünf beliebige Punkte 
einer Curve IL Ordnung gegeben 
sind, die Tangenten in denselben 
mittelst des Lineals zu zeichnen 
(Fig. 35). 



Wenn fünf beliebige Strahlen 
eines Büschels II. Ordnung ge- 
geben sind, die Berührungs- 
punkte in denselben mittelst des 
Lineals zu zeichnen (Fig. 36). 



Für das Viereck erhalten wir die folgenden Sätze (Fig. 37): 



In jedem einer Curve IL Ord- 
nung eingeschriebenen Viereck 
liegen die Schnittpunkte der 
Gegenseiten mit demjenigen der 
Tangenten von irgend zwei gegen- 
überliegenden Eckpunkten in 
einer Geraden. 



In jedem aus Strahlen eines 
Büschels IL Ordnung gebildeten 
Viereck schneiden sich die Dia- 
gonalen und die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte von 
irgend zwei Gegenseiten in einem 
Punkte. 



Für das Dreieck endlich ergiebt sich Folgendes: 



Die drei Punkte, in welchen 
die Seiten eines beliebigen, einer 
Curve IL Ordnung eingeschrie- 
benen Dreiecks beziehungsweise 
von den Tangenten der gegen- 
überliegenden Eckpunkte ge- 
schnitten werden, liegen auf einer 
Geraden. 



Die drei Geraden, welche die 
Eckpunkte eines beliebigen, aus 
Strahlen eines Büschels II. Ord- 
nung gebildeten Dreiecks be- 
ziehungsweise mit den Berüh- 
rungspunkten der gegenüber- 
liegenden Seiten verbinden, 
schneiden sich in einem Punkte. 



Alle diese Sätze, welche auch zur Lösung einer Reihe ein- 
facher Aufgaben (namentlich derjenigen von pag. 58) benutzt 
werden können, lassen sich auch direct, ohne Benutzung des 
Sechsecks, ableiten. Ich will Ihnen beispielsweise für das Viereck 
diesen directen Beweis geben, weil derselbe uns zugleich neue 
merkwürdige Eigenschaften projectivischer Grundgebilde auf- 
schliesst, und weil ich zudem die Sätze über das Viereck zu wei- 
teren Folgerungen benutzen will. 

Um in zwei projectivischen Strahlenbüscheln S und S Y (Fig. 33) 
zu jedem Strahl des einen den entsprechenden Strahl des anderen 
leicht auffinden zu können, haben wir einen dritten Strahlen- 
büschel Sj bestimmt, der zu jedem der ersteren perspectivisch 
liegt. Zu dem Ende schnitten wir S und ^ in den resp. geraden 
Gebilden u und u t mittelst zwei Geraden, die wir durch den 
Schnittpunkt A von irgend zwei entsprechenden Strahlen a und 
a x der gegebenen Büschel legten. Da diese geraden Gebilde per- 

5* 
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spectivisch liegen, so ist der Strahlenbüschel £2, von welchem sie 
beide Schnitte sind, der gesuchte. 

Diese Schlüsse gelten auch dann noch, wenn u mit a t und 
u v mit a zusammenfällt (Fig. 38), so dass also die Punkte ba { 
und b x a (d. h. B und B x ) oder ca x und c t a (d. h. C und Cq) 
u. s. w., in welchen zwei einander entsprechende Strahlen a und a x 
von je zwei anderen b und b Y oder c und c } wechselsweise 
geschnitten werden, mit einem festen Punkte /S^ in einer Geraden 
liegen. Wird also durch diesen Punkt fi^ irgend eine Gerade 
DD X gelegt, welche in D und D A die resp. Strahlen a Y und a 
schneidet, so sind tiD und S l D l entsprechende Strahlen der 
Büschel S und S x . Bringen wir nun D x mit S zum Zusammen- 
fall, so geht SD in SS2 oder q über, so dass diesem Strahl von 
/S in S x der Strahl S l S ode,r q x entspricht, welcher die Mittel- 
punkte der Büschel S und /Sj verbindet. Die Gerade SS2 oder 
q ist also eine Tangente der von S und S x erzeugten Curve 
IL Ordnung, und ebenso üS^/S^ oder p lt Oder der feste Punkt S^ 
ist der Durchschnittspunkt der beiden Tangenten q und p x in S 
und /Sj, d. h. der beiden Strahlen, welche in jedem der Büschel 
S und Sj dem gemeinschaftlichen Strahle S/S^ entsprechen. Wir 
gelangen desshalb immer zu demselben Punkte £3, m ögen wir 
nun mit a und a 1? oder mit irgend einem anderen Paare (b und 
b x oder c und c x ) entsprechender Strahlen die resp. Geraden ti x 
und u zusammenfallen lassen. Das heisst: Jede Gerade, welche 
zwei solche Punkte (bc x und cb x ) verbindet, in denen irgend zwei 
Paare (&, 61 und c, c v ) entsprechender Strahlen sich wechsels- 
weise schneiden, geht durch den Punkt 5^. 

Um in zwei projectivischen geraden Gebilden u und u x 
(Fig. 34) zu jedem Punkte des einen den entsprechenden Punkt 
des anderen leicht auffinden zu können, haben wir in folgender 
Weise ein drittes gerades Gebilde u^ bestimmt, welches zu jedem 
der gegebenen perspectivisch lag. Wir projicirten u und u x durch 
die resp. Strahlenbüschel S und S t , deren Mittelpunkte wir auf 
der Verbindungslinie a von irgend zwei entsprechenden Punkten 
A und A x der gegebenen geraden Gebilde annahmen. Da diese 
Strahlenbüschel perspectivisch liegen, so ist das gerade Gebilde 
«2, von welchem sie beide Scheine sind, das gesuchte. 

Lassen wir nun £ mit A x und S { mit A zusammenfallen 
(Fig. 39), so geht u^ durch diejenigen beiden Punkte von u und 
ti|, welche dem Schnittpunkte %iu x entsprechen. Zwei beliebige 
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Punkte D und D x , die einander entsprechen, werden nämlich aus 
resp. A x und A durch zwei Strahlen A X D und AD X projicirt, 
die einander auf der Geradeu u^ schneiden. Offenbar aber fällt 
dieser Schnittpunkt und folglich auch D x mit dem Punkte u x u 2 
oder P x zusammen, wenn D mit uu x oder P zum Zusammenfall 
gebracht wird, so dass i/o wirklich durch den einen (und ebenso 
durch den anderen) der beiden Punkte P x und Q geht, welche 
dem Schnittpunkte PQ X von u und u x entsprechen. Mit anderen 
Worten: w 2 verbindet die in u und u x liegenden Berührungs- 
punkte des Strahlenbüschels II. Ordnung, welcher durch diese 
geraden Gebilde erzeugt wird. Wir gelangen desshalb immer zu 
derselben Geraden i^, mögen wir nun mit A und A x , oder mit 
irgend einem anderen Paare (B und B x oder C und C x ) ent- 
sprechender Punkte die resp. Mittelpunkte S x und S zusammen- 
fallen lassen. Jeder Schnittpunkt von zwei solchen Strahlen 
(BC X und B X C), durch welche irgend zwei Paare (JB, B x und C, 
C x ) entsprechender Punkte sich wechselsweise projiciren, liegt 
auf der Geraden u%. 

Die eben gewonnenen Ergebnisse lassen sich in folgendem 
Doppelsatze einander gegenüberstellen: 
Die beiden Punkte ab x und 



a x 6, in welchen irgend zwei Paare 
a, a x und 6, b x entsprechender 
Strahlen der projectivischen Bü- 
schel S und S| sich wechsel- 
seitig schneiden, liegen mit dem 
Schnittpunkte S% derjenigen 
beiden Strahlen in einer Gera- 
den, welche dem gemeinschaft- 



Die beiden Geraden A B x und 
A X B, durch welche irgend zwei 
Paare A> A x und B, B x ent- 
sprechender Punkte der projec- 
tivischen geraden Gebilde u und 
u x sich wechselseitig projiciren, 
schneiden sich auf der Verbin- 
dungslinie w 2 derjenigen beiden 
Punkte, welche dem gemein- 
schaftlichen Punkte ««i der ge- 
raden Gebilde entsprechen. 



liehen Strahle Sfy der Büschel 
entsprechen. 

Sie werden in diesen Sätzen sofort diejenigen über das Vier- 
eck in der Curve und im Strahlenbüschel IL Ordnung erkennen, 
wenn ich noch folgende Bemerkungen hinzufüge: 



In der Curve IL Ordnung, 
welche durch die Büschel S und 
5| erzeugt wird, bilden die 
Punkte S, aa x , S x und bb x ein 
eingeschriebenes Viereck, in wel- 
chem a und &i, sowie a x und b 



In dem Strahlenbüschel IL Ord- 
nung, welchen die geraden Ge- 
bilde u und t*! erzeugen, bilden 
die Strahlen u, ~ÄA Xi u x und 
BB X ein Viereck, in welchem 
A und J5j, sowie A x und B 
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Gegenseiten sind, während in &> 
sich die beiden Tangenten schnei- 
den, welche in den gegenüber- 
liegenden Eckpunkten S und S r 
die Curve berühren. 



gegenüberliegende Eckpunkte 
sind, während auf w 2 die beiden, 
den Gegenseiten u und u v an- 
gehörenden Berührungspunkte 
des Büschels IL Ordnung liegen. 



Dass die obigen Sätze ganz besonders geeignet sind, uns zu 
jedem Elemente des einen von zwei projectivischen einförmigen 
Grundgebilden das entsprechende Element des anderen zu liefern, 
liegt auf der Hand. Denn wenn z. B. in zwei projectivischen geraden 
Gebilden u und u x (Fig. 39) drei Paare entsprechender Punkte 
gegeben sind, so lässt sich durch diese die Gerade «3 sofort con- 
struiren, welche dann zu jedem Punkte von u den entsprechenden 
von u y auf einfache Weise finden lässt. 

Die soeben wiederholt bewiesenen Sätze vom Viereck in der 
Curve und im Strahlenbüschel II. Ordnung lassen sich auch in 
folgender allgemeinerer Form aussprechen (Fig. 37) : 



Bilden vier Punkte J5T, L, if, 
N einer Curve IL Ordnung ein 
vollständiges Viereck, und ihre 
Tangenten &, Z, ra, n ein voll- 
ständiges Vierseit, so liegen in 
den Verbindungslinien der drei 
Punkte X, Y, Z, in welchen die 
Gegenseiten des Vierecks ein- 
ander schneiden, je zwei Gegen- 
Punkte des Vierseits. 



Bilden vier Strahlen &, Z, m, 
n eines Büschels II. Ordnung 
ein vollständiges Vierseit, und 
ihre Berührungspunkte JT, L, 
Jf, N ein vollständiges Viereck, 
so gehen durch die Schnittpunkte 
X, Z, Z der drei Geraden, welche 
die Gegenpunkte des Vierseits 
mit einander verbinden, je zwei 
Gegenseiten des Vierecks. 



Denn die früher aufgestellten Sätze gelten links für jedes 
der drei einfachen Vierecke, aus denen das vollständige Viereck 
KLMN, und rechts für jedes der drei einfachen Vierseite, aus 
denen das vollständige Vierseit klmn zusammengesetzt ist. 

In dieser Fassung sagt aber der Satz links offenbar ganz 
dasselbe aus wie der Satz rechts; denn beide sagen aus, dass 
das Dreieck, dessen Seiten je zwei Gegenpunkte des Vierseits 
verbinden, identisch ist mit dem Dreieck XYZ, in dessen Eck- 
punkten je zwei Gegenseiten des Vierecks sich schneiden. Hat 
aber umgekehrt ein Viereck KLMN zu einem ihm umschriebenen 
Vierseit klmn diese Lage, so kann sowohl eine Curve IL Ord- 
nung construirt werden, welche die Geraden &, Z, w, n in den 
Punkten K, L, M, N berührt, als auch ein Büschel IL Ordnung, 
welcher die Punkte iT, i, Jkf, N in den Strahlen &, Z, m, n zu 
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Berührungspunkten hat. Denn zufolge unseres Satzes hat eine 
Curve II. Ordnung, welche durch die Punkte ÜT, L, M, N hin- 
durchgeht, und in K die Gerade k berührt, auch die Geraden Z, 
?«, n zu Tangenten ; und es muss der Büschel IL Ordnung, welcher 
die Strahlen &, l m, n enthält, und in k den Punkt K zum Be- 
rührungspunkte hat, auch die Punkte £, M, N zu Berührungs- 
punkten haben. Vier Tangenten einer Curve IL Ordnung nebst 
ihren vier Berührungspunkten können daher stets als vier Strahlen 
eines Büschels IL Ordnung nebst ihren vier Berührungspunkten 
angesehen werden. 

Eine Curve IL Ordnung, welche durch drei Berührungspunkte 
üf, L, M eines Büschels IL Ordnung hindurchgeht und in zwei 
K und L dieser Punkte die zugehörigen Strahlen k und l dieses 
Büschels zu Tangenten hat, geht folglich auch durch jeden vierten 
Berührungspunkt N des Büschels und hat den zugehörigen Strahl 
n des letzteren zur Tangente. Umgekehrt enthält ein Büschel 
IL Ordnung jede Tangente einer Curve IL Ordnung, sobald er 
drei solche enthält und die Berührungspunkte von zwei derselben 
auf der Curve liegen. Wir haben also folgende schöne Beziehung 
zwischen den Curven und Büscheln IL Ordnung: 



Die sämmtlichen Tangenten 
einer Curve IL Ordnung bilden 
einen Staahlenbüschel IL Ord- 
nung. 



Die sämmtlichen Berührungs- 
punkte eines Strahlenbüschels 
IL Ordnung bilden eine Curve 
II. Ordnung. 

Seiner Wichtigkeit wegen beweise ich diesen Doppelsatz noch 
einmal auf andere Art, wobei sich noch eine neue interessante 
Eigenschaft der Curven IL Ordnung ergeben wird. Möge von 
de» vier Eckpunkten K, L, M. N (Fig. 37) des unserer Curve 
IL Ordnung eingeschriebenen Vierecks, der eine K sich auf der 
Curve bewegen, indess die übrigen drei nebst ihren resp. Tan- 
genten Z, m, n ihre Lage nicht ändern. Dann gleitet die Tangente 
k des Punktes K auf der Curve fort, und auch ihre Schnittpunkte 
E und A mit den resp. Tangenten n und l bewegen sich. Es 
ist aber leicht zu erkennen, da6s E und A bei dieser Bewegung 
zwei projectivische gerade Gebilde in resp. n und l beschreiben, 
dass also die Tangente k einen Strahlenbüschel II. Ordnung 
durchläuft. Denn die beiden Diagonalen EB und AD des Vier- 
sens &, Z, wi, n schneiden sich stets in einem Punkte Y der festen 
Geraden LA T , und beschreiben folglich um die festen Eckpunkte 
B und D zwei perspectivische Strahlenbüschel; und von diesen 
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sind die geraden Gebilde n und Z, welche die Punkte E und A 
beschreiben, Schnitte. Damit ist der Satz links bewiesen, und 
der Satz recüts kann ganz analog bewiesen werden. 

Auch die Gerade MK geht durch den Punkt Y und be- 
schreibt also bei der Bewegung des Punktes K einen Strahlen- 
büschel um den festen Punkt M , welcher zu dem von BE be- 
schriebenen Büschel B perspectivisch und folglich auch zu dem 
von E beschriebenen geraden Gebilde n projectivisch ist. Daraus 
folgt, wenn K alle Punkte der Curve durchläuft: 

Sind von einer Curve IL Ordnung ein beliebiger fester 

Punkt M und eine beliebige feste Tangente n gegeben, und weisen 

wir jedem Strahle von M, welcher einen beliebigen Punkt K der 

Curve projicirt, denjenigen Punkt von n zu, durch welchen die 

Tangente k des Punktes K hindurchgeht, so sind der Strahlenbüschel 

M und das gerade Gebilde n projectivisch auf einander bezogen. 

Dieser Satz, den Chasles seinem Trait6 des Sections co- 

niques an die Spitze gestellt hat, ist in der Ebene sich selbst 

reciprok, da ja, wie eben bewiesen, die Tangenten einer Curve 

IL Ordnung stets einen Büschel II. Ordnung bilden. Ich will 

jetzt nur eine Folgerung aus demselben ziehen, nämlich: 

„Die Tangenten an vier harmonischen Punkten einer Curve 
„IL Ordnung sind vier harmonische Tangenten. 
Denn sie werden von jeder fünften Tangente in vier harmoni- 
schen Punkten geschnitten, weil ihre vier Berührungspunkte aus 
jedem fünften Punkte der Curve durch vier harmonische Strahlen 
projicirt werden. 

Den Satz, dass ein Büschel II. Ordnung von irgend zwei 
seiner Strahlen in projectivischen geraden Gebilden geschnitten 
wird, können wir nunmehr auch so aussprechen: 

„Die sämmtlichen Tangenten einer Curve IL Ordnung werden 
„von je zwei unter ihnen in projectivischen geraden Gebilden 
„geschnitten." 
Ebenso kann der Lehrsatz des Brianchon auch in folgender 
Fassung demjenigen des Pascal gegenübergestellt werden: 

„In jedem einer Curve IL Ordnung umschriebenen Sechs- 
eck (dessen Seiten die Curve berühren) schneiden sich die 
„drei Hauptdiagonalen in einem Punkte." 
Und zwar wird er, sowie die Sätze über das Fünfeck, Viereck 
und Dreieck im Strahlenbüschel, gewöhnlich in dieser Form ausge- 
sprochen. 



• Folgerungen aus den Sätzen von Pascal und Briancbon. 



73 



Ich begnüge mich damit, Ihnen noch einige der früher bewiesenen 
Sätze nebst ihren entsprechenden in dieser neuen Form vorzu- 
fuhren, jedoch übertragen auf die Gebilde IL Ordnung im Strahlen- 
bündel. Nach früheren Sätzen (pag. 57) wird jede Curve und jeder 
Strahlenbüschel IL Ordnung aus einem nicht in derselben Ebene 
gelegenen Punkte durch eine Kegelfläche und einen Ebenenbüschel 
IL Ordnung projicirt. Jede Tangente der Curve wird durch eine 
Ebene projicirt, welche mit der Kegelfläche nur einen Strahl 
gemein hat, und desshalb „Berührungsebene" desselben heisst. 
Ebenso wird jeder Berührungspunkt des Strahlenbüschels II. Ord- 
nung durch einen sogenannten „Berührungsstrahl" des Ebenen- 
büschels projicirt, durch welchen nur eine Ebene des letzteren 
hindurchgeht. Da auch umgekehrt jede Kegelfläche und jeder 
Ebenenbüschel II. Ordnung durch eine nicht den Mittelpunkt ent- 
haltende Ebene in einer Curve resp. einem Strahlenbüschel IL Ord- 
nung geschnitten wird, so folgt: 



Die sämmtlicheu Berührungs- 
ebenen einer Kegelfläche IL Ord- 
nung bilden einen Ebenenbüschel 
II. Ordnung. 

Die sämmtlichen Strahlen einer 
Kegelfläche IL Ordnung werden 
aus je zwei unter ihnen durch 
projectivische Ebenenbüschel 
projicirt (vgl. pag. 63). 

Aehnlich wie früher (pag. 
Definitionen aufstellen: 

Vier Strahlen einer Kegel- 
fläche IL Ordnung heissen har- 
monische Strahlen, wenn 
sie aus irgend einem und folglich 
aus jedem fünften Strahle der 
Fläche durch vier harmonische 
Ebenen projicirt werden. 

Die Lehrsätze des Pascal und des Brianchon lauten für 
die Kegelfläche IL Ordnung: 

In jedem einer Kegelfläche In jedem einer Kegelfläche 
IL Ordnung eingeschriebenen II. Ordnung umschriebenen Sechs- 
Sechskant schneiden sich die kant schneiden sich die drei 



Die sämmtlichen Berührungs- 
strahlen eines Ebenenbüschels 
IL Ordnung bilden eine Kegel- 
fläche IL Ordnung. 

Die sämmtlichen Berührungs- 
ebenen einer Kegelfläche IL Ord- 
nung werden von je zwei unter 
ihnen in projectivischen Strahlen- 
büscheln geschnitten (vergl. 
pag. 63). 
63) können wir daher folgende 

Vier Berührungsebenen einer 
Kegelfläche II. Ordnung heissen 
harmonische Berührungs- 
ebenen, wenn sie von irgend 
einer und folglich von jeder 
fünften in vier harmonischen 
Strahlen geschnitten werden. 
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drei Paare Gegenseiten in drei ! Hauptdiagonal-Ebenen in einer 
Geraden, welche in einer Ebene j Geraden, 
liegen. [ 

Es wird eine nützliche Uebung für Sie sein, wenn Sie auch 
die übrigen wichtigen Sätze, welche wir für ebene Gebilde be- 
wiesen haben, auf die entsprechenden Gebilde im Strahlenbündel 
übertragen. 

Ich kehre noch einmal zu den Curven II. Ordnung zurück, 
um aus dem Satze, dass sie mit keiner Geraden mehr als zwei 
Punkte gemein haben, für ihren Verlauf in der Ebene eine bemer- 
kenswerthe Folgerung zu ziehen. Zufolge dieses Satzes hat nämlich 
eine solche Curve mit der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene 
entweder gar keinen Punkt gemein, oder einen Punkt, in welchem 
sie dann von der unendlich fernen Geraden berührt wird, oder 
endlich zwei Schnittpunkte. Im ersten Falle sind alle Punkte 
der Curve eigentliche Punkte und alle ihre Tangenten eigentliche 
Strahlen der Ebene, und die Curve wird eine Ellipse genannt (s. 
Figg. 33 bis 39). Im zweiten Falle erstreckt sich die Curve mit zwei 
Aesten ins Unendliche, indem sie dem Punkte zustrebt, in welchem 
die unendlich ferne Gerade sie berührt; sie heisst dann eine 
Parabel (s. Fig. 32). Im dritten Falle besteht die Curve aus 
zwei krummen Linien, deren jede mit zwei Aesten den beiden 
unendlich fernen Punkten zustrebt, durch welche die beiden 
krummen Linien mit einander zusammenhängen; die Curve heisst 
in diesem Falle eine Hyperbel (Fig. 31). Weil die unendlich 
ferne Gerade der Ebene die Hyperbel schneidet, so sind alle 
Tangenten der letzteren eigentliche Strahlen der Ebene, und 
folglich auch die Tangenten der beiden unendlich fernen Curven- 
punkte. Es giebt also zwei Tangenten, welchen sich die Hy- 
perbel im Unendlichen anschmiegt, und welche die Asymptoten 
derselben genannt werden. 

Dieselben drei Arten von Curven II. Ordnung können wir auch 
durch ebene Schnitte irgend einer Kegelfläche II. Ordnung erhalten, 
deren Mittelpunkt nicht unendlich fern liegt. Eine durch den Mittel- 
punkt gelegte Ebene 2 hat nämlich mit der Kegelfläche entweder 
nur diesen Punkt gemein, oder sie berührt dieselbe in einem Strahle 
£, oder endlich sie schneidet dieselbe in zwei Strahlen p und q. 
Jede zu 2 parallele Ebene 2 X schneidet im ersten Falle alle 
Strahlen der Kegelfläche in eigentlichen Punkten und die Kegel- 
fläche selbst in einer Ellipse. Im zweiten Falle ist die Schnitt- 
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curve eine Parabel, weil der parallele Strahl * in einem unendlich 
fernen Punkte von 2] geschnitten wird; und zwar ist die Schnitt- 
linie von 2i mit der Berührungsebene 2 offenbar die unendlich 
ferne Tangente der Parabel. Endlich im dritten Falle ist die 
Schnittcurve eine Hyperbel, weil zwei Strahlen p und q in ihren 
unendlich fernen Punkten geschnitten werden. Die Ebenen, welche 
in p und q die Kegelfläche berühren, werden von l x in den 
Asymptoten der Hyperbel geschnitten; und die Hyperbel besteht 
aus zwei krummen Linien, weil beide Hälften der Kegelfläche 
von 2j geschnitten werden. Wir können die Hyperbel, wie jede 
Curve H. Ordnung, als eine in sich zurücklaufende, geschlossene 
Curve auffassen, weil jede eigentliche Kegelfläche, durch welche 
eine solche Curve projicirt wird, eine geschlossene, in sich zu- 
rücklaufende Fläche ist. 

Zwei projectivische Strahlenbüschel, die schief in einer Ebene 
liegen, erzeugen eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenachdem 
kein Paar einander entsprechender Strahlen, oder ein Paar oder 
zwei Paare parallel laufen. Wird also der eine Strahlenbüschel 
so in der Ebene verschoben, dass er mit dem andern concen- 
trisch wird, jedoch ohne dass seine Strahlen ihre Richtung ändern^ 
so haben diese concentrischen Büschel im ersten Falle keinen, 
im zweiten Falle einen und im dritten zwei Strahlen entsprechend 
gemeiu. Der letztere Fall tritt namentlich dann ein, wenn die 
Büschel entgegengesetzt projectivisch sind. Sie werden hiernach 
in vielen Fällen sofort erkennen können, ob eine durch genügend 
viele Bedingungen, z. B. durch fünf ihrer Punkte bestimmte Curve 
II. Ordnung eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. 

Schwieriger ist diese Untersuchung, wenn die Curve durch 
Tangenten gegeben ist, oder durch zwei projectivische gerade 
Gebilde, welche den umhüllenden Büschel IL Ordnung erzeugen. 
Doch erkennen Sie sofort, dass zwei projectivische gerade Gebilde 
dann und nur dann die sämmtlichen Tangenten einer Parabel 
erzeugen, wenn ihre unendlich fernen Punkte einander entsprechen ; 
denn die unendlich ferne Gerade der Ebene ist eine jener Tan- 
genten. Man nennt solche zwei projectivische gerade Gebilde, 
deren unendlich ferne Punkte einander entsprechen, projectivisch 
ähnlich. Werden sie in perspectivische Lage gebracht, indem 
(Fig. 40) irgend zwei einander entsprechende eigentliche Punkte 
derselben auf einander gelegt werden, so stellen sie sich als 
Schnitte eines Parallelstrahlenbüschels dar, weil ihr Projections- 
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mittelpunkt auf dem unendlich fernen Strahle, also selbst unendlich 
fern liegt. 

Bei dieser Gelegenheit will ich noch folgende Sätze an- 
führen : 

„Bewegen sich die Eckpunkte eines Dreiecks so auf drei in 

„einer Ebene gegebenen Geraden, dass zwei Seiten desselben 

„ihre Richtung nicht ändern, so beschreibt die dritte Seite 

„entweder auch einen Parallelstrahlenbüschel , oder einen 

„Strahlenbüschel II. Ordnung, der eine Parabel umhüllt." 

Denn durch die Parallelstrahlenbüschel, welche die ersten beiden 

Dreiecksseiten beschreiben, werden zwei von den drei geraden 

Gebilden, die in den gegebenen Geraden liegen, auf das dritte 

und folglich auf einander projeetivisch ähnlich bezogen. 

„Sind ein gerades Gebilde u und ein Strahlenbüschel £, die 
„in derselben Ebene liegen, projeetivisch auf einander bezogen, 
„und zieht man durch jeden Punkt von u eine Parallele zu 
„dem entsprechenden Strahle von S, so schneiden sich diese 
„Parallelen entweder in einem Punkte, oder sie umhüllen 
„eine Parabel." 
Schneiden wir nämlich den Strahlenbüschel S durch die unendlich 
ferne Gerade der Ebene, so erhalten wir ein unendlich fernes 
gerades" Gebilde, welches zu u projeetivisch ist. Liegt dasselbe 
nicht perspectivisch zu u, so erzeugt es mit u einen Strahlen- 
büschel II. Ordnung , welcher auch die unendlich ferne Gerade 
enthält, und folglich eine Parabel umhüllt. 

Wird eine Curve II. Ordnung aus einem unendlich fernen 
Punkte prqjicirt, der nicht in ihrer Ebene liegt, so erhalten 
wir eine Kegelfläche mit unendlich fernem Mittelpunkt, deren 
Strahlen also parallel sind. Dieselbe wird eine Cylinder fläche 
II. Ordnung genannt. Zwei projeetivische Ebenenbüschel, deren 
Axen parallel sind, schneiden sich demnach entweder in einem 
Parallelstrahlenbüschel oder in einer Cylinderfläche II. Ordnung. 
Wir unterscheiden elliptische , parabolische und hyperbolische 
Cylinderflächen , jenachdem eine solche von irgend einer und 
folglich von jeder Ebene, die nicht durch den unendlich fernen 
Mittelpunkt geht, in einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel ge- 
schnitten wird, oder was dasselbe ist, jenachdem die Fläche 
keinen, einen oder zwei unendlich ferne Strahlen hat. 
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Pol und Polare in Bezug auf Curven zweiter Ordnung. 



Die Sätze über Vierecke, welche einer Curve IL Ordnung 
eingeschrieben oder auch umschrieben sind, führen uns zu einer 
Reihe sehr wichtiger Eigenschaften dieser Curven, von denen ich 
Ihnen schon in der Einleitung einzelne angegeben habe. Wir 
gelangen zu denselben durch folgende Betrachtung: 

Sei in der Ebene einer Curve II. Ordnung ein Punkt U ge- 
geben (Figg. 41 und 42), der nicht auf der Curve selbst liegt, 
und legen wir durch denselben zwei die Curve schneidende Ge- 
rade (oder Secanten) AC und BD, so können wir diese als Dia- 
gonalen eines der Curve eingeschriebenen einfachen Vierecks 
AB CD betrachten. Die zwei Paare Gegenseiten BC, AD und 
A B, CD dieses Vierecks schneiden sich dann in je einem Punkte 
P resp. Q, die Tangenten a und c in zwei gegenüberliegenden 
Eckpunkten A und C schneiden sich in einem dritten Punkte R, 
und diese drei Schnittpunkte P, Q und R liegen in einer Ge- 
raden u. Auf derselben Geraden schneiden sich auch die Tan- 
genten b und d, welche in den Eckpunkten B und D construirt 
werden können (vgl. die Sätze über das eingeschriebene Viereck 
pag. 67 und 70). 

Bezeichnen wir nun durch V und W die Schnittpunkte der 
Geraden u mit resp. ÄC und BZ), so erkennen Sie sofort, dass 
V von U harmonisch getrennt ist durch die Punkte A und C. 
Denn von dem Viereck PBQD schneiden sich je zwei Gegen- 
seiten in resp. A und C, während die Diagonale BD durch U 
und die Diagonale PQ durch V geht. Ebenso sind U und W 
harmonisch getrennt durch B und D. Die Gerade u wird also 
auch gefunden , indem wir nur eine Secante A C durch U legen, 
auf dieser den Punkt V suchen, welcher durch die Curvenpuukte 
A und C harmonisch von U getrennt ist, und denselben mit dem 
Schnittpunkte E der beiden in A und C construirten Tangenten 
verbinden. Und wie auch die zweite Secante BD durch U gelegt 
werden möge, so müssen doch stets auf der Geraden u, welche 
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schon durch die erste Secante völlig bestimmt ist, folgende 
Punkte liegen: 

1) die Schnittpunkte P und Q der Gegenseiten des Vierecks 
AB CD, 

2) der Schnittpunkt S der beiden in B und D construirten 
Tangenten, 

3) der Punkt W, welcher von U durch die Punkte B und D 
harmonisch getrennt ist. 

Wir wollen U den Pol der so bestimmten Geraden u nennen, 
und umgekehrt u die Polare des Punktes U. Die Polare eines 
gegebenen Punktes können Sie hiernach, wie Sie sehen, auf ver- 
schiedene Art leicht finden, und zwar durch lineare Constructionen. 
Umgekehrt kann der Pol U einer gegebenen Geraden u gefunden 
werden, indem man aus zwei beliebigen Punkten R und S der- 
selben zwei Paare Tangenten <t, c und ft, d an die Curve II. Ord- 
nung legt (Figg. 41 u. 42). Durch den Pol U gehen dann: 

1) die Diagonalen des einfachen Vierseits ab cd, 

2) die Verbindungslinien AC und BD der Berührungspunkte 
jedes Tangentenpaares, 

3) die beiden Strahlen, von denen der eine durch a und c, der 
andere durch b und d har mon isch getrennt ist von n. 

Denn der Schnittpunkt U von AC und BD ist der Pol von «, 
weil seine Polare nach dem Obigen mit u zusammenfällt, da auf 
ihr die Schnittpunkte der in A und C, sowie in B und D con- 
struirten Tangentenpaare liegen. Ferner sind die Geraden R U 
und u harmonisch getrennt durch a und c, weil die Punkte U 
und V jener beiden Geraden durch die Berührungspunkte A und C 
dieser Tangenten harmonisch getrennt sind ; und ebenso ist S U 
von u harmonisch getrennt durch b und <Z, so dass die Behaup- 
tung 3) bewiesen ist. Die Richtigkeit der Behauptung 1) folgt 
unmittelbar aus dem früher bewiesenen Satze (pag. 70) über das 
umschriebene Vierseit. 

Wenn die Polare u eines Punktes U (Fig. 42) die Curve 
IL Ordnung schneidet, so wird die Curve von den beiden Geraden 
berührt, welche den Punkt U mit den Schnittpunkten verbindet. 
Denn hätte eine dieser Geraden mit der Curve noch einen zweiten 
Punkt gemein, so müsste derselbe von dem ersten Schnittpunkte 
harmonisch getrennt sein durch U und u, und dieser erste Schnitt- 
punkt könnte also nicht auf u liegen. Die Gerade u ist also in 
diesem Falle die Berührungssehne des Punktes Z7, d. h. die 
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Gerade, welche die Berührungspunkte der beiden, aus U an die 
Curve II. Ordnung gelegten Tangenten verbindet. Sehr häufig 
kann diese Eigenschaft benutzt werden, um zu einem Punkte die 
Polare oder umgekehrt zu einer Geraden den Pol zu finden. 

Alle diese Ergebnisse können wir in folgendem Doppelsatze 
zusammenfassen : 



Wenn durch einen Punkt U, 
welcher in der Ebene einer Curve 
II. Ordnung, aber nicht auf 
derselben liegt, beliebig viele 
Secanten durch die Curve ge- 
legt werden, und man be- 
stimmt : 

1) in jedem der Curve ein ge- 
geschriebenen einfachen Vier- 
eck, von welchem irgend zwei 
dieser Secanten die Diago- 
nalen sind, die Schnittpunkte 
der Gegenseiten, 

2) auf jeder Secante den Punkt, 
welcher von U durch die 
beiden Curvenpunkte harmo- 
nisch getrennt ist, 

3) den Schnittpunkt der beiden 
Tangenten, welche in den 
Schnittpunkten einer jeden 
Secante die Curve berühren, 

4) wenn von U Tangenten an 
die Curve gezogen werden 
können, die Berührungspunkte 
derselben. 

so liegen alle diese Punkte auf 
einer Geraden w, welche die 
Polare des Punktes U in Be- 
zug auf die Curve IL Ordnung 



"VYenn von beliebig vielen Punk- 
ten einer Geraden w, welche in 
der Ebene einer Curve IL Ord- 
nung liegt, aber dieselbe nicht 
berührt, je zwei Tangenten an 
die Curve gezogen werden, und 
man bestimmt: 

1) in jedem der Curve umschrie- 
benen einfachen Vierseit, 
dessen Gegenseiten von zwei 
solchen Tangentenpaaren ge- 
bildet werden, die Diago- 
nalen, 

2) für jeden Punkt von « die 
Gerade, welche von u durch 
die beiden Tangenten der 
Curve harmonisch getrennt 
ist, 

3) die Gerade, welche die Be- 
rührungspunkte eines jeden 
Tangentenpaares verbindet, 

4) wenn u die Curve schneidet, 
die beiden Tangenten in den 
Schnittpunkten, 

so gehen alle diese Geraden 
durch einen Punkt Z7, welcher 
der Pol der Geraden u in Be- 
zug auf die Curve IL Ordnung 
genannt wird. 



genannt wird. 

Liegt ein Punkt A auf der Curve IL Ordnung, und ist a die 
Tangente in diesem Punkte, so soll a die Polare von A heissen 
und umgekehrt A der Pol von a. Dieser Fall kann als Grenzfall 
des vorigen betrachtet werden. Hierdurch und durch das Vor- 
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hergehende ist also jedem Punkte der Ebene mit Hülfe der Curve 
IL Ordnung eine Polare zugeordnet, und umgekehrt jeder Ge- 
raden ein Pol. 

Wenn in der Ebene einer Curve IL Ordnung ein Punkt ge- 
geben ist, so wollen wir sagen, derselbe liege ausserhalb oder 
innerhalb der Curve, jenachdem durch ihn zwei oder keine 
Tangenten an die Curve gelegt werden können. Die sämmtlichen 
Punkte einer Tangente liegen also ausserhalb der Curve; nur 
der Berührungspunkt liegt auf der Curve. Jede Gerade, welche 
in der Ebene der Curve liegt, enthält unendlich viele Punkte, 
welche ausserhalb der Curve liegen, weil die Gerade mit jeder 
Tangente einen Punkt gemein hat; und zwar folgen diese Punkte 
stetig auf einander, weil die Tangenten stetig aufeinanderfolgen. 
Die Punkte einer solchen Geiaden, welche innerhalb der Curve 
liegen, folgen daher auch stetig auf einander. Wenn also auch 
die Verbindungslinie von zwei ausserhalb der Curve gelegenen 
Punkten A und B von der Curve geschnitten wird, so sind den- 
noch A und B nicht durch die Schnittpunkte von einander ge- 
trennt, sondern man kann auf der ausserhalb der Curve liegenden 
Strecke der Geraden von A nach B gelangen (nötigenfalls , in- 
dem man durch den unendlich fernen Punkt hindurchgeht), ohne 
einen Curvenpunkt zu überschreiten. Ebenso sind zwei innerhalb 
der Curve liegende Punkte nicht durch die Curve von einander 
getrennt, sondern liegen auf einer von der Curve eingeschlossenen 
Strecke ihrer Verbindungslinie. Von zwei Punkten dagegen, 
welche durch die Curve von einander getrennt sind, liegt der 
eine innerhalb, der andere ausserhalb der Curve; denn sie können 
nach dem eben Bewiesenen weder beide innerhalb, noch beide 
ausserhalb der Curve liegen. Also: 

„Eine Ebene wird durch eine in ihr liegende Curve IL Ord- 
„nung in zwei Theile zerlegt. Von einem beliebigen Punkte 
„des einen Theils kann man zu jedem anderen Punkte 
„desselben Theiles, dagegen zu keinem Punkte des anderen 
„Theiles gelangen, ohne die Curve zu überschreiten. Die 
„Punkte des einen Theiles liegen ausserhalb der Curve, und 
„es lassen sich von ihnen je zwei Tangenten an die Curve 
„ziehen; die Punkte des anderen Theiles liegen innerhalb der 
„Curve, und durch sie gehen keine Tangenten." 
Ein innerhalb der Curve gelegener Punkt ist somit von jedem 
Punkte seiner Polare harmonisch getrennt durch die Curve, und 
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jede durch ihn gelegte Gerade schneidet die Curve in zwei 
Punkten, während seine Polare nicht von der Curve geschnitten 
wird. Ein ausserhalb der Curve gelegener Punkt R dagegen ist 
nicht von jedem Punkte seiner Polare durch die Curve getrennt; 
sondern zieht man durch R die beiden Tangenten an die Curve, so 
begrenzen dieselben auf der Polaren eine Strecke, deren sämmtliche 
Punkte von R harmonisch getrennt sind. Die Curve nebst allen von 
ihr eingeschlossenen Punkten ist in dem einen der beiden vollkom- 
menen Winkel enthalten, welche von den Tangenten gebildet werden. 
Wir werden von diesen Sätzen, die Ihnen vielleicht als selbst- 
verständlich erscheinen, aber nach meiner Ansicht des Beweises 
gleichwohl bedurften, später mehrfach Gebrauch machen. Zunächst 
beweise ich mit ihrer Hülfe folgenden Hauptsatz der Polarentheorie : 



Die Polaren der sämmt- 
lichen Punkte einer Ge- 
raden u gehen durch den 
Pol U dieser Geraden. 
Liegt ein Punkt von u innerhalb 
der Curve IL Ordnung, so ist er 
von U harmonisch getrennt, und 
seine Polare muss desshalb durch 
U gehen. Liegt aber irgend 
ein Punkt R von u (Figg. 41 
und 42) ausserhalb der Curve, 
so kann man durch ihn zwei 
Tangenten an die Curven ziehen. 
Und die Gerade, welche den 
Berührungspunkt der einen die- 
ser Tangenten mit U verbindet, 
ist die Polare von i?, weil ihr 
Pol sowohl auf u als auch auf 
jener Tangente liegen muss. 
Liegt endlich ein Punkt von u 
auf der Curve, so ist die Tan- 
gente in demselben seine Polare ; 
dieselbe aber geht gleichfalls 



Die Pole der sämmtli- 
chen Strahlen eines Punk- 
tes U liegen airf der Po- 
laren u dieses Punktes. 
Wenn ein Strahl von U die Curve 
IL Ordnung schneidet, so erhält 
man den Pol derselben, indem 
man an den Schnittpunkten Tan- 
genten construirt und deren 
Schnittpunkt sucht. Dieser aber 
liegt, wie vorhin bewiesen, auf 
der Polaren u von U. Schneidet 
aber irgend ein Strahl von U 
die Curve nicht, so liegt sein 
Pol innerhalb der Curve, ist also 
von jedem Punkte des Strahles 
und folglich auch N von U har- 
monisch getrennt, also wieder 
in u gelegen. Berührt endlich 
ein Strahl die Curve, so liegt 
der Berührungspunkt auf u und 
ist zugleich der Pol jenes 
Strahles. 



durch U. 

Durch diese und die vorhergehenden Sätze ist das Gesetz 
der Reciprocität , auf welches ich später noch einmal zurück- 
kommen werde, wenigstens für das ebene System oder überhaupt 
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für Grundgebilde der zweiten Stufe bewiesen. Denn zu jedem 
ebenen Gebilde können wir mit Hülfe einer Curve II. Ordnung ein 
reciprokes ebenes Gebilde construiren, indem wir zu jedem Punkte 
des ersteren die Polare, zu jeder Geraden den Pol bestimmen. 
Daher wird es künftig genügen, wenn ich für ebene Gebilde von je 
zwei reciproken Sätzen immer nur den einen beweise. Mit Hülfe der 
Polaren hat Brianchon seinen Lehrsatz aus demjenigen des 
Pascal abgeleitet. Zu jeder Seite des einer Curve IL Ordnung 
eingeschriebenen Sechsecks construirte er nämlich den Pol, indem 
er in den beiden auf der Seite gelegenen Eckpunkten Tangenten 
construirte und deren Schnittpunkt suchte (Fig. 43). Den Seiten 
und Eckpunkten des eingeschriebenen Sechsecks entsprechen also 
resp. die Eckpunkte und Seiten des umschriebenen Sechsecks; 
und der Schnittpunkt von zwei beliebigen Seiten des ersteren hat 
zur Polare die Verbindungslinie der entsprechenden Eckpunkte 
des letzteren. Da nun die drei Punkte, in welchen die drei Paar 
Gegenseiten des eingeschriebenen Sechsecks sich schneiden, in 
einer Geraden u liegen, so gehen auch die drei Geraden, welche 
die drei Paar Gegenpunkte des umschriebenen Sechsecks ver- 
binden, durch einen Punkt U, den Pol jener Geraden u. 

Sie ersehen schon aus dieser einen Anwendung, welcher 
Nutzen aus der Polarentheorie gezogen werden kann. Mit Hülfe 
einer Curve IL Ordnung kann jetzt z. B. zu jeder ebenen Curve 
ein Strahlenbüschel gefunden werden, welcher jener Curve reci- 
prok ist, indem jeder Punkt der Curve einen Strahl des Bü- 
schels zur Polare hat. Und den Eigenschaften der Curve werden 
Eigenschaften des Büschels entsprechen. Wir werden später 
noch allgemeinere Beziehungen dieser Art zu untersuchen haben. 

Die Polaren der sämmtlichen Punkte eines geraden Gebildes 
u bilden, wie soeben bewiesen, einen Strahlenbüschel U. Es lässt 
sich nun zeigen, dass das gerade Gebilde u und der Strahlen- 
büschel U einander projectivisch sind, indem jedem Punkte von u 
seine Polare in U entspricht. Die Polaren von je vier harmo- 
nischen Punkten A, B, C, D der Geraden u bilden nämlich stets 
vier harmonische Strahlen a, ft, c, d des Punktes U. Denn con- 
struiren wir ein Viereck KLMN, von welchem je zwei Gegen- 
seiten in resp. A und C sich schneiden, die Diagonalen aber 
durch resp. B und D gehen, so ist demselben ein Vierseit zu- 
geordnet, von welchem je zwei gegenüberliegende Eckpunkte in 
resp. a und c enthalten sind, während die Schnittpunkte von je 
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zwei Gegenseiten in resp. b und d liegen. Die Strahlen b und d 
sind also wirklich (nach pag. 36) harmonisch getrennt durch a 
und c. Somit ist bewiesen: 

Wenn ein Punkt P ein gerades Gebilde u beschreibt, so be- 
schreibt gleichzeitig seine Polare p einen Strahlenbüschel U, 
welcher dem geraden Gebilde prqjectivisch ist 
Durch diesen Satz wird die Abhängigkeit, in welcher eine 
beliebige Figur zu ihrer Polarfigur steht, näher angegeben. Wir 
schliessen z.B. aus demselben Folgendes: 

„Sind in einer Ebene zwei Curven IL Ordnung x und X ge- 
geben, und bestimmen wir zu jedem Punkte der einen x die 
„Polare in Bezug auf die andere Curve X, so umhüllen alle 
„diese Polaren eine dritte Curve II. Ordnung." 
Denn denken wir uns x durch zwei projectivische Strahlenbüschel 
U und V erzeugt, so entsprechen diesen zwei gerade Gebilde u 
und t?, welche bezüglich zu den Strahlenbüscheln, und folglich 
auch zu einander projectivisch sind. Diese geraden Gebilde er- 
zeugen den Strahlenbüschel IL Ordnung, welcher jene dritte Curve 
IL Ordnung umhüllt. 

Ist durch eine Curve IL Ordnung jedem Punkte der Ebene 
eine Gerade als Polare zugeordnet, so wollen wir noch folgende 
Benennungen einführen: 



Zwei Punkte der Ebene heissen 
einander c o n j u g i r t , wenn der 
eine und folglich jeder in der 
Polare des anderen liegt. 



Zwei Gerade der Ebene heissen 
einander conjugirt, wenn die 
eine und folglich jede durch den 
Pol der anderen geht. 



Ein Punkt ist also jedem Punkte seiner Polare, und eine 
Gerade ist jeder durch ihren Pol gehenden Geraden conjugirt. 
Ein auf der Curve IL Ordnung liegender Punkt ist auch sich 
selbst conjugirt, weil er auf seiner Polare, der Tangente, liegt; 
und eine Tangeute der Curve ist sich selbst conjugirt, weil sie 
durch ihren Pol, den Berührungspunkt, hindurchgeht. 



Wenn die Verbindungslinie 
von zwei conjugirten Punkten 
A und B die Curve IL Ordnung 
schneidet, so sind A und B 
durch die beiden Schnittpunkte 
harmonisch getrennt. Denn die 
Polare von A geht durch B und 
enthält alle Punkte, die von A 



Wenn aus dem Schnittpunkte 
von zwei conjugirten Geraden a 
und b Tangenten an die Curve 
IL Ordnung möglich sind, so sind 
a und b durch diese Tangenten 
harmonisch getrennt. Denn der 
Pol von a liegt auf b und durch 
ihn gehen alle Strahlen, die von 
6* 
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durch zwei Curvenpunkte har- a durch zwei Tangenten der 
monisch getrennt sind. Curve harmonisch getrennt sind. 

Aus der Erklärung der conjugirten Punkte und Geraden folgt 
weiter: 



Wenn zwei Punkte A und B 
demselben dritten C conjugirt 
sind, so ist die Gerade AB die 
Polare von C. Denn die Polare 
von C muss sowohl durch A als 
auch durch B gehen. 



Wenn zwei Gerade a und b 
derselben dritten c conjugirt sind, 
so ist der Schnittpunkt ab der 
Pol von c. Denn dieser Pol 
muss sowohl auf a als auch auf 
b liegen. 



Aus den Sätzen von pag. 79 schliessen wir noch : 



Ist einer Curve II. Ordnung 
ein vollständiges Viereck ein- 
geschrieben, so sind die drei 
Punkte, in welchen je zwei Gegen- 
seiten sich schneiden, paarweise 
einander conjugirt. 



Ist einer Curve II. Ordnung 
ein vollständiges Vierseit um- 
schrieben, so sind die drei Ge- 
raden, welche je zwei Gegen- 
punkte verbinden, paarweise ein- 
ander conjugirt. 



Sind u und v zwei Gerade der Ebene, welche einander nicht 
conjugirt sind, so können wir jedem Punkte P von u den ihm 
conjugirten Punkt P x von v zuweisen; die geraden Gebilde u und 
t; sind dadurch auf einander projectivisch bezogen. Denn v er- 
scheint dann als Schnitt des Strahlenbüschels £7, welcher aus den 
Polaren der sämmtlichen Punkte von u besteht und (nach pag. 81) 
zu dem geraden Gebilde u projectivisch ist. Die Verbindungs- 
linien von je zwei conjugirten Punkten P und P x der Geraden u 
und v bilden also einen Strahlenbüschel I. oder IL Ordnung, je- 
nachdem der Schnittpunkt uv sich selbst conjugirt ist (d. h. auf 
der gegebenen Curve IL Ordnung liegt), oder nicht. Da P den 
Punkten P x und U gleichzeitig conjugirt ist , so ist P x U die Po- 
lare von P, und PP X der Geraden P x U conjugirt. Jenen Strahlen- 
büschel I. oder IL Ordnung erhalten wir also auch, wenn durch 
jeden Punkt P x von t; derjenige Strahl gelegt wird, welcher zu 
der Geraden P x U conjugirt ist. 

Sind andererseits U und V zwei nicht conjugirte Punkte der 
Ebene, so können wir jedem Strahl p von U den ihm conjugirten 
Strahl p x von V zuweisen; die Strahlenbüschel U und V sind 
dadurch projectivisch auf einander bezogen. Denn U ist dann 
ein Schein des geraden Gebildes t>, welchem die Pole der sämmt- 
lichen Strahlen von V angehören , und welches zu dem Strahlen- 
büschel V projectivisch ist. Die Büschel U und V schneiden 
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sich daher in einem geraden Gebilde oder in einer Curve IL Ord- 
nung, jenachdem der gemeinschaftliche Strahl UV sich selbst 
conjugirt ist (d. h. die gegebene Curve IL Ordnung berührt), oder 
nicht. Da p Y den Strahlen p und v gleichzeitig conjugirt ist, so 
ist pv der Pol von p 1? und der Punkt p x p dem Punkte pv con- 
jugirt. Jenes gerade Gebilde oder jene Curve IL Ordnung er- 
halten wir also auch, wenn wir in jedem Strahle p von U den- 
jenigen Punkt bestimmen, welcher zu dem Punkte pv conjugirt 
ist. Wir erhalten folglich die Sätze: 

Sind in der Ebene einer Curve IL'Drdnung eine Gerade v 
und ein nicht auf derselben liegender Punkt U gegeben, und 



bestimmen wir in jedem Strahle 
von U denjenigen Punkt, wel- 
cher dem Schnittpunkt des 
Strahles mit der Geraden v con- 
jugirt ist, so liegen alle diese 
Punkte in einer Curve IL Ord- 
nung, welche durch den Pol V 
der Geraden v, durch U und 
die Berührungspunkte der beiden 
Tangenten hindurchgeht , die 
von U an die gegebene Curve 
IL Ordnung etwa gezogen werden 
können. Nur wenn v durch einen 
dieser Berührungspunkte geht, 
also die Gerade UV eine Tan- 
gente der gegebenen Curve 
II. Ordnung ist, erhalten wir ein 
gerades Gebilde statt einer Curve 
IL Ordnung*). 



wird durch jeden Punkt von v 
derjenige Strahl gelegt, welcher 
der Verbindungslinie jenes Punk- 
tes mit dem Punkte U conjugirt 
ist, so umhüllen alle diese Strah- 
len eine Curve IL Ordnung, 
welche von der Polare u des 
Punktes £/, von v und den Tan- 
genten der beiden Punkte be- 
rührt wird, in denen die gege- 
bene Curve IL Ordnung etwa 
von v geschnitten wird. Nur 
wenn U auf einer dieser beiden 
Tangenten liegt, also der Punkt 
uv der gegebenen Curve IL Ord- 
nung angehört, erhalten wir 
einen Strahlenbüschel I. Ord- 
nung statt der sämmtlichen Tan- 
genten einer Curve IL Ordnung. 



Werden also links die gegebene Curve IL Ordnung und der 
Punkt U festgehalten , so entspricht jedem Punkt der Ebene ein 
conjugirter Punkt, welcher mit dem ersteren auf einem Strahle 



*) Als besonderer Fall des Satzes links ist der folgende zu erwähnen : 
„Die Halbirungspunkte der sämmtlichen Sehnen einer Curve II. Ordnung, 
„welche convergiren nach einem beliebig gegebenen eigentlichen Punkte U, 
„liegen in einer anderen Curve II. Ordnung." 
Denn die Gerade v liegt nur unendlich fern, und jeder solche Halbirungspunkt 
ist durch die Curve von einem unendlich fernen Punkte harmonisch getrennt, 
also demselben conjugirt. 
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von U liegt; jeder Geraden dagegen entspricht im Allgemeinen 
eine Curve II. Ordnung. Werden ebenso rechts die gegebene 
Curve II. Ordnung und die Gerade v festgehalten, so entspricht 
jedem Strahl der Ebene ein conjugirter Strahl, welcher den er- 
steren in einem Punkte von v schneidet; jedem Strahlenbüschel 
I. Ordnung entspricht dagegen im Allgemeinen ein Strahlenbüschel 
IL Ordnung. Wir gelangen also auf diese Weise zu zwei beson- 
deren Fällen der sogenannten „geometrischen Verwandtschaft 
zweiten Grades". 

Aus unserer Beweisführung (pag. 84) ergeben sich noch fol- 
gende Sätze: 



Ist ein Dreieck A MB Y (Fig. 44) 
einer Curve II. Ordnung einge- 
schrieben, so schneidet jede Ge- 
rade, welche der einen Seite A B Y 
Conjugirt ist, die beiden anderen 
Seiten in zwei conjugirten Punk- 
ten. Und wenn umgekehrt eine 
Gerade von zwei Seiten des Drei- 
ecks in conjugirten Punkten ge- 
schnitten wird, so geht sie durch 
den Pol der dritten Seite. 



Ist ein Dreieck 11 VW (Fig. 45) 
einer Curve IL Ordnung um- 
schrieben, so wird jeder Punkt, 
welcher dem einen Eckpunkte 
W conjugirt ist, aus den beiden 
anderen Eckpunkten durch zwei 
conjugirte Strahlen projicirt. 
Und wenn umgekehrt ein Punkt 
aus zwei Eckpunkten des Drei- 
ecks durch conjugirte Strahlen 
projicirt wird, so liegt er auf 
der Polaren des dritten Eck- 
punktes. 

Die geraden Gebilde AM oder u und BM oder v (Fig. 44) 
sind nämlich perspectivisch auf einander bezogen, wenn jedem 
Punkte von u sein conjugirter Punkt in v als entsprechender zu- 
gewiesen wird; denn der gemeinschaftliche Punkt M von u und v 
ist sich selbst conjugirt. Der Mittelpunkt S des Strahlenbüschels 
muss aber auf der in A construirten Tangente liegen, weil der 
Schnittpunkt A l derselben mit v dem Punkte A conjugirt ist; 
und ebenso liegt S auf der Tangente des Punktes B x . Folglich 
ist S der Pol von AB l , und jede durch S gelegte Gerade schneidet 
u und v in zwei conjugirten Punkten. — Den Satz rechts können 
Sie ganz analog beweisen; seine Richtigkeit folgt aber auch aus 
dem Gesetz der Reciprocität. 

Ich schliesse diese Reihe von Sätzen, .indem ich Ihnen noch 
den folgenden beweise, welcher sich auch umkehren lässt: 

„Wird eine Curve IL Ordnung von zwei conjugirten Strahlen 
„AC und BD geschnitten (Fig. 46), so sind die Schnittpunkte 



Pol und Polare in Bezug auf Curven zweiter Ordnung. 87 

n A, B, C, D vier harmonische Punkte, und die Tangenten a, 

„&, c, d in demselben vier harmonische Tangenten der Curve 

„IL Ordnung." 

Der Pol Q von AC ', in welchem die Tangenten a und c sich 
schneiden, muss auf der Geraden BD liegen , weil diese zu A C 
conjugirt sein soll; ebenso liegt der Schnittpunkt R von b und d 
auf Ä C. Bezeichnen wir noch mit P den Schnittpunkt von A C 
und BD, so sind P, J5, Q, D vier harmonische Punkte und RP, 
b, RQ, d vier harmonische Strahlen. Also sind auch die Strahlen 
CA, CB, c, CD vier harmonische Strahlen, und die Punkte ca, 
cft, C, cd vier harmonische Punkte; d. h. die Punkte A, B, C, D 
werden aus C und folglich aus jedem Punkte der Curve durch 
vier harmonische Strahlen projicirt, und die Tangenten a, ft, c, d 
werden durch c und folglich durch jede Tangente in vier harmo- 
nischen Punkten geschnitten. 

Alle für die Curve IL Ordnung soeben aufgestellten Sätze 
lassen sich wieder sofort auf die Kegelfläche IL Ordnung über- 
tragen, weil letztere durch eine Ebene, die nicht den Mittelpunkt 
enthält, in einer Curve II. Ordnung geschnitten wird. Ich wieder- 
hole hier nur folgenden Satz: 

„Ist in einem Strahlenbündel eine Kegelfläche IL Ordnung und 

„ein nicht auf derselben gelegener Strahl 8 gegeben, legt man 

„durch 8 beliebig viele, die Kegelfläche schneidende Ebenen, 

„uritt bestimmt: 

„1) in jeder Ebene den Strahl, welcher von 8 durch die Kegel- 
fläche harmonisch getrennt ist, 

„2) die Schnittlinie der beiden Berührungsebenen der Kegel- 
fläche, welche in den Schnittlinien jener Ebene construirt 
werden können, 

„3) in jedem der Kegelfläche eingeschriebenen Vierkant, dessen 
Diagonalebenen irgend zwei jener durch s gelegten Ebenen 
sind, die Schnittlinien der Gegenseiten, 

„4) die Berührungsstrahlen der beiden Berührungsebenen, 
welche durch 8 an die Kegelfläche gelegt werden können, 

„so liegen alle diese Strahlen in einer Ebene 2, welche die 

„Polarebene des Strahles s genannt wird." 
Ich überlasse es Ihnen, auch die übrigen Sätze auf die Kegelfläche 
zu übertragen. 
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Durchmesser der Curven zweiter Ordnung. Sonstige 
besondere Fälle der allgemeinen Sätze. 



Aus den Sätzen über Pol und Polare ergiebt sich: 
„Werden in einer Curve IL Ordnung beliebig viele, zu einander 
„parallele Sehnen gezogen , so liegen die Halbirungspunkte 
„dieser Sehnen auf einer Geraden, welche ein Durchmesser 
„der Curve genannt wird" (vergl. Fig. 47). 
Denn da alle diese Halbirungspunkte durch die Curve harmonisch 
getrennt sind von dem unendlich fernen Punkte der parallelen 
Sehnen, so liegen sie auf der Polare dieses Punktes. Also: 

Die Polare jedes unendlich fernen Punktes ist ein Durch- 
messer der Curve II. Ordnung. 
Auf dem Durchmesser liegen auch die Berührungspunkte der 
beiden Tangenten, welche parallel zu den vom Durchmesser hal- 
birten Sehnen an die Curve IL Ordnung gezogen werden können. 
Je zwei Tangenten, die in den Endpunkten einer solchen Sehne 
die Curve IL Ordnung berühren , schneiden sich in einem Punkte 
des Durchmessers (pag. 79) ; die Sehne ist dem Durchmesser con- 
jugirt. 

Wir fanden früher (pag. 81), dass die Polaren der sämmt- 

lichen Punkte einer Geraden sich im Pole dieser Geraden schneiden. 

Für die Durchmesser einer Curve IL Ordnung lautet dieser Satz: 

Sämmtliche Durchmesser einer Curve IL Ordnung schneiden 

sich in einem Punkte, nämlich im Pofo der unendlich fernen 

Geraden. 

Ist die Curve eine Parabel, so wird dieselbe von der unendlich 

fernen Geraden berührt, und der Berührungspunkt selbst ist (nach 

pag. 79) der Pol der unendlich fernen Geraden; oder: 

„Die Durchmesser einer Parabel sind parallel, uud gehen durch 
„den unendlich fernen Punkt der Parabel." 
Ist dagegen die Curve eine Ellipse oder Hyperbel, so ist der Pol 
der unendlich fernen Geraden ein eigentlicher Punkt; derselbe 

*) Als Anhang zu betrachten. 
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soll Mittelpunkt der Curve IL Ordnung heissen, weil ihm fol- 
gende Eigenschaft zukommt: 

„Jede Sehne einer Curve II. Ordnung, welche durch den Mittel- 
punkt hindurchgeht, wird in letzterem halbirt." 
Denn der Mittelpunkt ist von dem unendlich fernen Punkte der 
Sehne harmonisch getrennt durch die beiden Schnittpunkte der 
Sehne mit der Curve II. Ordnung. 

Die Parabel hat keinen Mittelpunkt, wie sich aus folgendem 
Satze ergiebt: 

„Wenn zwei Sehnen einer Curve IL Ordnung si<3h gegenseitig 
„halbiren, so ist ihr Schnittpunkt der Pol der unendlich 
„fernen Geraden, und die Sehnen selbst sind folglich Durch- 
messer der Curve.". 

Die Richtigkeit dieses Satzes erkennen Sie daraus, dass jener 
Schnittpunkt voii den unendlich fernen Punkten der Sehnen durch 
die Curve harmonisch getrennt ist. Da nun der Pol der unend- 
lich fernen Geraden in Bezug auf eine Parabel identisch ist mit 
dem unendlich fernen Punkte der Parabel, so giebt es keii*e zwei 
Parabelsehnen, die einander halbiren. 

„Im Mittelpunkte einer Hyperbel schneiden sich die Asymp- 
toten derselben ; u 
denn allgemein gehen durch den Pol einer Geraden die Tangenten 
derjenigen Punkte, welche die Gerade mit der Curve IL Ordnung 
gemein hat. — Der Mittelpunkt einer Hyperbel liegt ausserhalb, 
derjenige der Ellipse innerhalb der Curve. 

Zu jedem Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel giebt es 
einen conjugirten Durchmesser, so dass jeder dieser 
beiden Durchmesser durch den unendlich fernen Pol des an- 
deren geht. 

„Jede Sehne einer Ellipse oder Hyperbel, welche zu dem einen 
„von zwei conjugirten Durchmessern der Curve parallel läuft, 
„wird durch den anderen halbirt;" 
denn sie geht durch den Pol des letzteren. Schneidet von zwei 
conjugirten Durchmessern der eine die Curve, so sind die Tan- 
genten in den beiden Schnittpunkten dem anderen Durchmesser 
parallel. Hiernach kann zu jedem Durchmesser leicht der con- 
jugirte gefunden werden. 

„In jedem einer Curve IL Ordnung umschriebenen Paralle- 
logramm sind die Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser." 
„In jedem einer Curve IL Ordnung eingeschriebenen Pa- 
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„rallelogramm sind die Seiten zwei conjugirten Durchmessern 
„parallel." 
Die Diagonalen sowohl des eingeschriebenen als auch des um- 
schriebenen Parallelogramms (Fig. 48) sind Durchmesser der 
Curve, weil ihr Schnittpunkt die unendlich ferne Gerade zur 
Polare hat (pag. 79). Ziehen wir durch diesen Schnittpunkt 
zwei Parallelen p, q zu den Seiten des eingeschriebenen Pa- 
rallelogrammes , so halbirt jede derselben dasjenige Paar Gegen- 
seiten, welches der anderen parallel ist; p und q sind also zwei 
conjugirte Durchmesser. Auf p und q liegen auch die Pole der 
vier Seiten des eingeschriebenen Parallelogramms; oder p und q 
sind die Diagonalen desjenigen umschriebenen Vierecks, dessen 
Seiten die Curve II. Ordnung in den Eckpunkten des eingeschrie- 
benen Vierecks berühren. Dieses umschriebene Viereck ist ein 
Parallelogramm, weil die Tangenten an den Eckpunkten eines 
Durchmessers parallel sind, und zwar kann es offenbar als ein 
ganz beliebiges, der Curve umschriebenes Parallelogramm be- 
trachtet werden. 

Der letzte Satz lässt sich auch so aussprechen: 
„Zwei Sehnen, welche einen beliebigen Punkt einer Ellipse 
„oder Hyperbel mit den Endpunkten eines Durchmessers ver- 
binden, sind parallel zu zwei conjugirten Durchmessern der 
„Curve." 
Sind also von einer Curve II. Ordnung zwei Paar conjugirter 
Durchmesser und ein Punkt gegeben, so kann man leicht fünf 
weitere Punkte der Curve finden. Man ziehe denjenigen Durch- 
messer, welcher durch den gegebenen Punkt P geht, und bestimme 
dessen zweiten Schnittpunkt Q mit der Curve auf Grund dös 
Satzes, dass PQ durch den Mittelpunkt halbirt wird. Ueber PQ, 
als Diagonale coustruire man endlich zwei Parallelogramme, deren 
Seiten je einem Paare conjugirter Durchmesser parallel seien; 
die zwei Paare neuer Eckpunkte dieser Parallelogramme liegen 
ebenfalls auf der Curve IL Ordnung. Ebenso können von einer 
Curve IL Ordnung leicht sechs Tangenten angegeben werden, 
wenn eine solche und zwei Paar conjugirter Durchmesser be- 
kannt sind. 

„Wenn je zwei conjugirte Durchmesser einer Curve auf ein- 
ander senkrecht stehen, so ist die Curve ein Kreis, dessen 
„sämmtliche Durchmesser gleiche Länge und dessen sämmt- 
„lichePuukte folglich gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben." 
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Denn in diesem Falle stehen die Seiten jedes eingeschriebenen 
Parallelogramms senkrecht auf einander; das Parallelogramm ist 
folglich ein Rechteck und seine Diagonalen haben gleiche Länge. 
Dass der Kreis eine Curve II. Ordnung ist, folgt auch aus 
der Eigenschaft desselben, dass Peripheriewinkel, die auf dem- 
selben Bogen stehen (wie [_ ASB und [_ AS X B, Fig. 49), ein- 
ander gleich sind. Denn hiernach wird der Kreis erzeugt durch 
zwei Strahlenbüschel S und S { , die einander gleich und daher 
auch prqjectivisch sind. Ebenso lässt sich leicht direct zeigen, 
dass die sämmtlichen Tangenten eines Kreises einen Büschel 
IL Ordnung bilden. Die Kegelschnitte der Alten, nämlich 
die Curven, in welchen Kegelflächen mit kreisförmiger Basis durch 
Ebenen geschnitten werden, sind hiernach auch Curven IL Ord- 
nung; denn eine Kreiskegelfläche wird aus je zwei ihrer Strahlen 
durch projectivische Ebenenbüschel projicirt. Wir werden später 
zeigen , dass nicht bloss jeder Kegelschnitt eine Curve IL Ord- 
nung , sondern dass auch umgekehrt jede Curve II. Ordnung ein 
Kegelschnitt ist, oder dass durch jede Curve IL Ordnung Kegel- 
flächen gelegt werden können, die auch Kreise zu Schnittlinien 
haben. 

Da sich die projectivischen Eigenschaften des Kreises auf 
üiese einfache Weise ergeben, so haben alle Autoren, welche wie 
Steiner und Chasles die neuere Geometrie durch die Rech- 
nung begründen, den Kreis zum Ausgangspunkt für die Unter- 
suchung der Curven IL Ordnung gewählt. Freilich sollte dann 
auch der Nachweis nicht unterbleiben, dass ausser den Kegel- 
schnitten keine anderen Curven IL Ordnung durch projectivische 
einförmige Grundgebilde entstehen. Denn gäbe es noch andere, 
so müssten für diese alle für den Kreis aufgestellten Sätze noch 
besonders bewiesen werden, z. B. die Sätze, dass sie aus je zwei 
ihrer Punkte durch projectivische Strahlenbüschel projicirt, und 
dass ihre sämmtlichen Tangenten von je zwei derselben in pro- 
jectivischen geraden Gebilden geschnitten werden. Wenn nämlich 
auch diese Sätze für den Kreis bewiesen sind, so lassen sie sich 
direct doch nur auf Kegelschnitte ausdehnen. 

„Enthält eine Curve II. Ordnung mehr als ein Paar conjugirter 
„Durchmesser, die auf einander senkrecht stehen, so ist sie 
„ein Kreis." 
Denn ziehen wir durch die Endpunkte A und B eines Durch- 
messers Parallelen zu zwei auf einander senkrechten conjugirten 
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Durchmessern, so erhalten wir ein Rechteck, welches der Curve 
IL Ordnung und zugleich einem Kreise eingeschrieben ist. Jedes 
zweite Paar rechtwinklicher t conjugirter Durchmesser liefert uns 
ein zweites solches Rechteck über derselben Diagonale AB. Der 
Kreis hat also mit der gegebenen Curve IL Ordnung ausser A 
und B noch mindestens vier Punkte gemein, und fällt daher ganz 
mit ihr zusammen (pag. 64). 

Stehen zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecht, 
so sollen sie die Axen, und ihre Schnittpunkte mit der Curve 
IL Ordnung sollen die Scheitelpunkte der letzteren heissen. 
Nur der Kreis hat mehr als ein Paar Axen , indem je zwei con- 
jugirte Durchmesser ein Axenpaar bilden. Um die Aufgabe zu 
lösen : 

„Von einer Ellipse oder Hyperbel die Axen zu construiren", 
verfahren wir wie folgt. Wir beschreiben über einem Durchmesser 
AB (Fig. 50) der Curve aus deren Mittelpunkte einen Kreis, 
welcher die Tangenten an den Endpunkten jenes Durchmessers 
und daher auch die Curve schneidet. Jeder von den beiden 
Halbkreisen, in welche der Kreis durch den Durchmesser zer- 
fällt, liegt dann theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der 
Curve, und hat daher noch einen Schnittpunkt mit dieser 
gemein. Die vier Schnittpunkte des Kreises mit der Curve 
sind die Eckpunkte eines eingeschriebenen Rechtecks, zu dessen 
Seiten die gesuchten Axen parallel laufen. Es folgt aus dieser 
Construction : 

„Die Ellipse sowohl wie die Hyperbel hat ein Paar Axen. tt 
Eine Axe kann auch definirt werden als ein Durchmesser 
der Curve IL Ordnung, welcher senkrecht stellt auf den ihm con- 
jugirten und durch ihn halbirten Sehnen. Die Parabel hat nur 
eine Axe, in welcher die Mittelpunkte aller Sehnen liegen, welche 
zu der gemeinschaftlichen Richtung der Durchmesser senkrecht 
sind. Durch jede Axe zerfällt eine Curve IL Ordnung in zwei 
symmetrische Hälften. 

Zwei conjugirte Gerade sind (pag. 83) harmonisch getrennt 
durch die beiden Tangenten, welche durch ihren Schnittpunkt 
an die Curve IL Ordnung gezogen werden können. Also: 

„Je zwei conjugirte Durchmesser der Hyperbel sind durch die 
„Asymptoten harmonisch getrennt. Der eine derselben schneidet 
„daher die Hyperbel, der andere nicht. Die Axen der Hyperbel 
„halbiren die Winkel zwischen den Asymptoten" (pag. 37). 
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Auf jeder Geraden, welche zu dem einen von zwei conju- 
girten Durchmessern parallel läuft, wird daher von den Asymp- 
toten eine Strecke eingeschlossen, deren Mittelpunkt auf dem 
anderen Durchmesser liegt (pag. 37). Schneidet oder berührt die 
Gerade die Curve, so fällt der Mittelpunkt der auf ihr enthal- 
tenen Sehne oder andererseits der Berührungspunkt zusammen 
mit dem Mittelpunkte jener Strecke. Daher die Sätze (vergl. 
Fig. 52): 

„Auf jeder Secante einer Hyperbel sind die beiden Abschnitte* 

„welche zwischen der Curve und ihren beiden Asymptoten 

„liegen, einander gleich." 

„Der Abschnitt einer Hyperbel-Tangente, welcher zwischen 

„den Asymptoten liegt, wird im Berührungspunkte halbirt." 
Der erste dieser Sätze kann zu einer sehr einfachen Construction 
einer Hyperbel benutzt werden, von welcher die Asymptoten und 
ein eigentlicher Punkt gegeben sind. Auf jeder durch den Punkt 
gelegten Secante kann sofort der zweite Hyperbelpunkt gefunden 
werden. 

Die Hyperbel wird nur von einer ihrer Axen in zwei Scheitel- 
punkten geschnitten; die Ellipse hat vier Scheitelpunkte, da sie 
von jeder ihrer beiden Axen geschnitten wird; die Parabel hat 
nur einen eigentlichen Scheitelpunkt, weil sie von ihrer Axe zum 
zweiten Male im unendlich fernen Punkte geschnitten wird. 

Eine Hyperbel wird gleichseitig genannt, wenn ihre 
Asymptoten auf einander senkrecht stehen. Die Winkel zwischen 
je zwei conjugirten Durchmessern der gleichseitigen Hyperbel 
werden (pag. 37) durch die Asymptoten halbirt. Wenn sonach ein 
Durchmesser sich um den Mittelpunkt dreht, so dreht sich sein 
conjugirter Durchmesser gleichzeitig in entgegengesetztem Sinne, 
jedoch so, dass die beiden von den Durchmessern beschriebenen 
Büschel einander gleich sind. Die projeetivischen Strahlenbüschel, 
durch welche die gleichseitige Hyperbel aus den Endpunkten eines 
ihrer Durchmesser projicirt wird, sind auch einander gleich; denn 
je zwei einander entsprechende Strahlen derselben, welche sich 
nämlich in einem Punkte der Hyperbel schneiden, sind zu zwei 
conjugirten Durchmessern parallel (pag. 90). 

Wird der Halbirungspunkt D einer Parabelsehne AB (Fig. 51) 
verbunden mit dem Schnittpunkt C der in A und B construirten 
Tangenten, so ist die Verbindungslinie ein Durchmesser der Pa- 
rabel; denn sie ist die Polare des unendlich fernen Punktes von 
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AB (pag. 79). Nun sind aber C und D harmonisch getrennt 
durch die beiden Schnittpunkte von CD mit der Parabel, und 
einer dieser Schnittpunkte liegt unendlich fern. Der andere 
Schnittpunkt E halbirt also die Strecke CD] oder: 

„Die Gerade, welche den Pol einer Parabelsehne mit dem 
„Mittelpunkte derselben verbindet, wird durch die Parabel 
„halbirt." 
Auf gleiche Weise ergiebt sich, dass durch eine Hyperbel die 
beiden Geraden halbirt werden, welche parallel zu den Asymptoten 
aus einem beliebigen Punkte der Ebene an die Polare dieses 
Punktes gezogen werden können. 

Dieses sind die wichtigsten metrischen Beziehungen, welche 
sich aus den Eigenschaften der Polarität für die Curven II. Ord- 
nung schon jetzt ergeben. Aber auch aus der Erzeugungsart 
dieser Curven mittelst projectivischer Grundgebilde können wir 
einige nicht unwichtige besondere Sätze ableiten. Ich schicke 
folgende Bemerkung voraus: 

Seien u und «i zwei projectivische gerade Gebilde, und 
mögen den Punkten A, B, C, D von u die resp. Punkte ^4,, J3,, 
C|, D| von «! entsprechen. Dann sind (pag. 54) die gleichartig 
gebildeten Doppelverhältnisse der Punkte A, B, C, D und A l} Bi, 
6|, D x einander gleich, also: 

' AD ' CD AiDi ' CiDi * 

Liegt nun einer dieser acht Punkte unendlich fern, so ist das- 
jenige Verhältniss, in welchem derselbe vorkommt, gleich eins. 
Sei z. B. C unendlich fern, dann ist : 

CB _ CD — BD _ . _BD _ 1 

CD ~ CD ~ l CD ~ l 

für CD = oo. Liegt D { unendlich fern, so folgt: 

AiDi _ CjDj — CjAj _ • _ (7,4^ « 

CiD { ~ C X D X ~ Cii>i 

für C i D l = oo. Denn C x A t , als Abstand von zwei eigentlichen 
Punkten, ist nicht unendlich. 

Irgend zwei Tangenten u und u t einer Curve IL Ordnung 
werden von den übrigen in projectivischen geraden Gebilden ge- 
schnitten, und dem gemeinschaftlichen Punkte von u und u Y ent- 
spricht in jedem dieser geraden Gebilde der Berührungspunkt. 
Sei nun die Curve IL Ordnung eine Parabel, so sind u und u x 
projectivisch ähnlich, weil ihre Schnittpunkte mit der unendlich 
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fernen Parabel-Tangente einander entsprechen. Seien C und C v 
diese unendlich f< 
und aus 1) folgt: 



diese unendlich fernen Punkte, so ist 7^ = 1 und -^j} = 1, 



o\ AB _ AiB\_ 
} AB AyDi ' 

„Je zwei Tangenten u und u x einer Parabel werden also von 
„den übrigen AA t , BB X , #A, •••• proportional getheilt" 
(Fig. 32). 
Ueberhaupt verhalten sich die Abschnitte des einen von zwei 
projectivisch ähnlichen geraden Gebilden zu einander wie die ent- 
sprechenden Abschnitte des anderen. Daraus erklärt sicli die 
Benennung projectivisch ähnlich. 

Seien u und u x die Asymptoten einer Hyperbel (Fig. 52), 
und C der unendlich ferne Berührungspunkt von u, sowie A x der- 
jenige von 1*1; die ihnen entsprechenden Punkte C\ und A liegen 
dann im Schnittpunkte der Asymptoten. Zugleich wird in der Glei- 

chung 1): -gf- = 1 und -4g- = 1; folglich: 

Ü = 1 '■ "§-§[ ' 0<ler AB.qii^AD. CyDy. 

Multipliciren wir beide Seiten dieser letzten Gleichung mit dem 
Sinus des Winkels zwischen den Asymptoten, so erhalten wir 
links und rechts den doppelten Inhalt der beiden Dreiecke, welche 
die Asymptoten mit den beiden Tangenten WB X und DD X bilden. 
Also : 

„Die Dreiecke, welche von den Asymptoten einer Hyperbel 
„mit beliebigen Tangenten derselben gebildet werden, sind 
„inhaltsgleich." 
Ist P der Berührungspunkt der Tangente BB X , so haben wir 
(pag. 93) BP = PB X . Ziehen wir durch P eine Parallele PQ 
zu ti|, und bezeichnen mit Q ihren Schnittpunkt auf u\ dann ist 
offenbar : 

QP oder y = £ C\B X und AQ oder x = \AB. 
Und da AB . C X B V seinen Werth nicht ändert, welche Lage auch 
die Tangente BB X annehmen möge, so bleibt auch x . y constant, 
wo auch der Punkt P auf der Hyperbel liegen möge. Also : 
„Wählt man die Asymptoten einer Hyperbel zu Axen eines 
„Systems paralleler Coordinaten, so ist die Gleichung der 
„Hyperbel xy = Const." 
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Zehnter Vortrag. 



Dieselbe Gleichung stellt die analytische Geometrie auf für die 
Hyperbel. 

Seien u und u t zwei parallele Tangenten einer Ellipse oder 
Hyperbel, A und C t (Fig. 53) ihre resp. Berührungspunkte; dann 
fallen die ihnen entsprechenden Punkte A t und C zusammen mit dem 
unendlich fernen Schnittpunkte von u und u^ und in Gleichung 1) 

ist wieder -^- = 1 und -j-jf- = 1 , und folglich : 

AB. C X B V = AD. C V D V 
Es wird Ihnen nicht schwerr fallen, den in dieser Gleichung ent- 
haltenen Satz in Worte zu kleiden. 



Zehnter Vortrag 

Regelschaaren und Regelflächen. 



Durch projeetivische einförmige Grundgebilde, welche ent- 
weder in derselben Ebene lagen, oder demselben Strahlenbündel 
angehörten, sind wir zu den Curven, Büscheln und Kegelflächen 
IL Ordnung geführt worden. Untersuchen wir jetzt, ob beliebig 
zu einander liegende Grundgebilde erster Stufe nicht noch andere 
als die genannten Gebilde II. Ordnung erzeugen können. Zunächst 
finden wir: 



Ein Strahlenbüschel S erzeugt 
mit einem zu ihm projeetivischen 
geraden Gebilde u denselben 
Ebenenbüschel I. oder II. Ord- 
nung wie mit demjenigen zweiten 
Strahlenbüschel, durch welchen 
u aus dem Mittelpunkte S pro- 
jicirt wird. Denn die Ebene, 
welche irgend einen Punkt von 
u mit dem entsprechenden Strahle 
des ersten Büschels verbindet, 
geht auch durch den entspre- 
chenden Strahl des zweiten Bü- 
schels. 



Ein Strahlenbüschel S erzeugt 
mit einem zu ihm projeetivischen 
Ebenenbüschel u dasselbe gerade 
Gebilde oder dieselbe Curve 
IL Ordnung wie mit demjenigen 
zweiten Strahlenbüschel, in wel- 
chem u durch die Ebene von S 
geschnitten wird. Denn der 
Punkt, in welchem irgend eine 
Ebene von u durch den ent- 
sprechenden Strahl des ersten 
Büschels geschnitten wird, liegt 
auch auf dem entsprechenden 
Strahle des zweiten Büschels. 
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Zwei projectivische Strahlenbüschel, die beliebig im Räume 
liegen, erzeugen (wenigstens unmittelbar) kein neues Gebilde, 
Denn im Allgemeinen liegen zwei beliebige, einander entsprechende 
Strahlen nicht in einer Ebene, haben also auch keinen Schnittpunkt 
gemein. Ebensowenig erzeugen ein gerades Gebilde und ein zu 
demselben projectivischer Ebenenbüschel ein drittes Gebilde, weil 
ein Punkt des ersteren mit der entsprechenden Ebene des letz- 
teren nicht unmittelbar ein drittes Element bestimmt. 

Neue Gebilde erhalten wir folglich nur noch durch zwei projec- 
tivische gerade Gebilde oder Ebenenbüschel, die beliebig im Räume 
liegen. Seien u und u { zwei projectivische gerade Gebilde, die 
nicht in einer Ebene liegen, so erzeugen dieselben eine Schaar 
von Strahlen F, von denen jeder ein Paar entsprechender Punkte 
der geraden Gebilde verbindet. Keine zwei Gerade dieser Schaar, 
welche eine Regelschaar genannt werden soll, liegen in einer 
Ebene; denn sonst würden zwei Punkte von u und ebenso zwei 
Punkte von u x in dieser Ebene liegen und folglich u und u x 
selbst gegen die Annahme. Die säramtlichen Strahlen der Regel- 
schaar erfüllen eine krumme Fläche, welche eine Regel fläche 
genannt wird, und folgende Eigenschaften hat: 

„Die Regelfläche wird noch von einer zweiten Schaar U von 
„Geraden erfüllt. Jede Gerade der einen Schaar wird von 
„jeder Geraden der anderen Schaar geschnitten; dagegen 
„liegen keine zwei Gerade aus einer und derselben Schaar in 
„einer Ebene." 



Jeder Punkt, welcher auf einem 
Strahle der einen Schaar liegt, 
ist auch auf einem Strahle der 
anderen Schaar enthalten. 



Jede Ebene, welche durch 
einen Strahl der einen Schaar 
geht, enthält auch einen Strahl 
der anderen Schaar. 



Seien nämlich t?, v t1 v 2 irgend drei Strahlen der Schaar F, 
so dass jeder dieser Strahlen zwei einander entsprechende Punkte 
von u und v x verbindet, und sei «j eine Gerade, welche ebenfalls 
jene drei Strahlen t>, t>i, v 2 schneidet. Projiciren wir dann die 
geraden Gebilde u und u x aus der Axe u 2 , so erhalten wir zwei 
projectivische Ebenenbüschel, welche drei Ebenen « 2 v, u 2 v\ und 
«2^2, un d folglich alle ihre Ebenen entsprechend gemein haben 
(vgl. pag. 44). Somit liegen je zwei einander entsprechende Punkte 
von u und u x mit u% in einer Ebene, und u^ wird daher von jedem 
Strahle der Regelschaar F geschnitten. Dasselbe gilt von jeder an- 
deren Geraden u$, welche die drei Strahlen v, i^, v 2 schneidet. Also: 

Heye, Geometrie der Lage. I. 7 
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„Die Regelschaar U besteht aus allen Geraden, welche drei 

„beliebige Strahlen v. v l} t^ der Regelschaar V schneiden. 

„Ebenso besteht die Schaar V aus allen Geraden, welche drei 

„Strahlen w, ti|, ifcj der Schaar U schneiden." 
Jeder Strahl der einen Schaar soll ein Leitstrahl der anderen 
Schaar heissen; jede der beiden Schaaren heisst die Leitschaar 
der anderen. 

Eine Regelfläche kann also in doppelter Weise durch eine 
Gerade beschrieben werden, indem diese an drei festen Geraden, 
von denen keine zwei in einer Ebene liegen, hingleitet. Die drei 
festen Geraden sind dann Leitstrahlen der Regelschaar, welche 
von der beweglichen Geraden beschrieben wird. Jeden Punkt 
eines Leitstrahls trifft die bewegliche Gerade einmal; und in jede 
Ebene, welche durch einen Leitstrahl gelegt werden kann, fällt 
sie einmal hinein (vergl. pag. 23). Die vorhin aufgestellten Sätze 
sind hierdurch bewiesen. 

Zwei projectivische Ebenenbüschel u und uj, deren Axen 
nicht in einer Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelschaar V. 
Dieselbe erhalten wir auch mittelst der projectivischen geraden 
Gebilde u, «|, von denen das erstere ein Schnitt des Büschels %i x 
mit der Geraden u ist, und das letztere ein Schnitt des Büschels u 
mit der Geraden tij. Denn jede Gerade, in welcher zwei ent- 
sprechende Ebenen jener Büschel sich schneiden, verbindet auch 
zwei entsprechende Punkte dieser geraden Gebilde mit einander. 



Eine Regelschaar wird durch 
je zwei ihrer Leitstrahlen in 
projectivischen geraden Gebilden 
geschnitten. 



Eine Regelschaar wird aus je 
zwei ihrer Leitstrahlen durch 
projectivische Ebenenbüschel 
projicirt. 



Denn seien «?, w Xl w 2 drei Leitstrahlen der Regelschaar, so 
dass jeder Strahl der letzteren von w, w Xi w 2 geschnitten wird. 
Wir erhalten alsdann beliebig viele Strahlen der Regelschaar, 
indem wir entweder durch w 2 beliebig viele Ebenen legen, und 
in jeder derselben die beiden Schnittpunkte verbinden, welche sie 
in w und w x hervorruft; oder indem wir in w 2 beliebig viele 
Punkte annehmen, und die Schnittlinie der beiden Ebenen auf- 
suchen, welche jeder dieser Punkte mit w und w x bestimmt. Die 
Regelschaar wird also durch die beiden Leitstrahlen w und w x in 
zwei geraden Gebilden geschnitten, welche zu dem Ebenenbüschel 
w 2 perspectivisch liegen; zugleich wird die Regelschaar aus id 
und w t durch zwei Ebenenbüschel projicirt, welche zu dem 
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geraden Gebilde w 2 perspectivisch liegen, und folglich projecti- 
visch sind. 

„Vier Strahlen einer Regelschaar sollen harmonische 
„Strahlen genannt werden, wenn sie von einem und folglich 
„von jedem Leitstrahle der Schaar in vier harmonischen Punkten 
„geschnitten, also auch aus jedem Leitstrahle durch vier har- 
monische Ebenen projicirt werden.* 

Sind w und w l zwei Leitstrahlen der Regelschaar, so sind 
durch letztere die geraden Gebilde w und w i projectivisch auf 
einander bezogen; und wenn irgend vier Strahlen der Regelschaar 
von w in harmonischen Punkten geschnitten werden, so sind 
folglich auch ihre Schnittpunkte mit w l vier harmonische. Zu- 
gleich aber werden die vier Strahlen aus u\ durch vier harmo- 
nische Ebenen projicirt; denn diese Ebenen gehen durch die vier 
in w liegenden harmonischen Schnittpunkte hindurch. 

Durch drei Strahlen a, 6, c im Räume, von denen keine zwei 
in einer Ebene liegen, ist ein vierter harmonischer Strahl d be- 
stimmt, welcher von einem jener drei, z. B. 6, getrennt ist. 
Suchen wir auf irgend einer Geraden, welche die drei gegebenen 
schneidet, zu den Schnittpunkten den vierten harmonischen Punkt, 
so liegt dieser auf d. Ueberhaupt ist d ein vierter Strahl der 
Regelschaar, zu welcher die Strahlen a, b. c gehören, und ist in 
dieser durch a und c harmonisch getrennt von b. 

Wenn eine Gerade mehr als zwei Punkte mit einer Regel- 
fiäche gemein hat, so fallt sie ganz in letztere hinein. Denn sie 
schneidet dann mehr als zwei Gerade der einen Schaar, muss 
also ein Leitstrahl dieser Schaar sein und der zweiten Regel- 
schaar angehören. Eine Ebene, welche die Regelfläche in einem 
Strahle u der einen Schaar und folglich (nach pag. 97) auch noch 
in einem Strahle v der anderen Schaar schneidet, hat desshalb 
ausser den Geraden u und v keinen Punkt P mit der Fläche ge- 
mein. Denn sonst würde jede Gerade, welche durch P geht, und 
u und v in je einem Punkte schneidet, der Regelfläche angehören, 
die ganze Ebene also mit letzterer zusammenfallen, was unmöglich 
ist. Da nun jede dritte Gerade der Ebene, welche durch den 
Schnittpunkt von u und v hindurchgeht, nur diesen Schnittpunkt 
uv mit der Regelfläche gemein hat, also dieselbe berührt, so 
wollen wir sagen, die^ Regelfläche werde von der Ebene 
im Punkte uv berührt. 

„Die Anzahl der Berührungsebenen, die durch eine Gerade an 

7* 
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„eine Regelfläche gelegt werden können, ist gleich der Anzahl 
„der Punkte, welche die Gerade mit der Regelfläche ge- 
mein hat." 
Denn da in jeder solchen Berührungsebene ein Strahl der einen (und 
auch ein Strahl der anderen) Regelschaar enthalten ist, so hat die 
gegebene Gerade mit diesem Strahle einen Schnittpunkt gemein. 
Es fallen aber keine zwei solche Schnittpunkte auf einander, weil 
keine zwei Strahlen einer Regelschaar in einerlei Ebene liegen. 
Daraus folgt, dass eine Gerade ganz in die Regelfläche hinein- 
fällt, wenn in ihr mehr als zwei Berührungsebenen derselben sich 
schneiden. 

Denken Sie sich eine Regelschaar durch zwei projectivische 
Ebenenbüschel erzeugt, und diese durch eine beliebige Ebene 2 
geschnitten, so erhalten Sie in der Ebene zwei projectivische 
Strahlenbüschel, und jeder Schnittpunkt von irgend zwei einander 
entsprechenden Strahlen der letzteren liegt auf einem Strahle der 
Regelschaar. Denken Sie sich dagegen die Regelschaar durch 
zwei projectivische gerade Gebilde erzeugt, und projiciren Sie 
diese aus einem beliebigen Punkte £, so erhalten Sie zwei con- 
centrische projectivische Strahlenbüschel, und jede Verbindungs- 
ebene von irgend zwei entsprechenden Strahlen der letzteren geht 
durch einen Strahl der Regelfläche. Daraus ergiebt sich der erste 
Theil der Sätze: 



Eine Regelschaar wird aus 
jedem Punkte 5, welcher auf 
keinem Strahle derselben liegt, 
durch einen Ebenenbüschel 
II. Ordnung projicirt. Die sämmt- 
lichen Punkte, in welchen die 
Regelfläche von den Ebenen 
eines solchen Büschels IL Ord- 
nung berührt wird, liegen auf 
einer Curve II. Ordnung. 
Um die zweite Hälfte zunächst des Satzes rechts zu beweisen, 
legen wir durch drei von diesen Berührungspunkten eine Ebene. 
Dieselbe schneidet den Ebenenbüschel in einem Strahlenbüschel 
II. Ordnung, von welchem jene drei Punkte Berührungspunkte sind, 
und welcher eine Curve IL Ordnung einhüllt. Aber diese Curve 
IL Ordnung ist identisch mit derjenigen, in welcher die Regel- 
fläche von der Ebene geschnitten wird, weil beide Curven die 



Eine Regelschaar wird durch 
jede Ebene 2, welche keinen 
Strahl derselben enthält, in einer 
Curve II. Ordnung geschnitten. 
Die sämmtlichen Ebenen, welche 
die Regelfläche in den Punkten 
einer solchen Curve II. Ordnung 
berühren, bilden einen Ebenen- 
büschel IL Ordnung. 
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drei Berührungspunkte und deren drei Tangenten gemein haben. 
Ganz analog wird der Satz links bewiesen, inctem man durch den 
Schnittpunkt von irgend drei Berührungsebenen die sämmtlichen 
Berührungsebenen der Rpgelfläche legt. 

Eine Regelfläche soll ein einfaches Hyperboloid heissen, 
wenn sie keine unendlich ferne Gerade enthält, sondern mit der 
unendlich fernen Ebene eine Curve II. Ordnung gemein hat. Da- 
gegen wird sie ein hyperbolisches Paraboloid genannt, 
wenn die eine und folglich (pag. 97) jede ihrer beiden Regel- 
schaaren einen unendlich fernen Strahl besitzt. Jede der beiden 
Regeischaaren eines hyperbolischen Paraboloid es wird also von 
je zwei ihrer Leitstrahlen in projectivisch ähnlichen geraden 
Gebilden geschnitten, deren unendlich ferne Punkte einander ent- 
sprechen. Ein hyperbolisches Paraboloid wird auch beschrieben 
durch eine Gerade, welche an zwei sich nicht schneidenden festen 
Geraden u und u x hingleitet, dabei aber einer festen Ebene pa- 
rallel bleibt, welche die Richtung von u oder u x nicht enthält. 
Denn die bewegliche Gerade schneidet nicht nur u und u x , son- 
dern ausserdem die unendlich ferne Gerade der gegebenen Ebene; 
sie beschreibt also eine Regelfläche, welche einen und folglich 
noch einen zweiten unendlich fernen Strahl enthält. Das hyper- 
bolische Paraboloid wird von jeder Ebene, welche durch keinen 
Strahl desselben hindurchgeht, in einer Hyperbel, und nur wenn 
die Ebene eine ganz bestimmte Richtung enthält, in einer Parabel 
geschnitten. Die Schnittcurve II. Ordnung geht nämlich durch 
die beiden Punkte, in welchen die unendlich fernen Strahlen der 
Fläche von der Ebene geschnitten werden, und diese Punkte 
fallen nur dann zusammen, wenn die Ebene durch den gemein- 
schaftlichen Punkt der unendlich fernen Strahlen hindurchgeht. 

Das einfache Hyperboloid wird nicht, wie das hyperbolische 
Paraboloid, von der unendlich fernen Ebene berührt, sondern von 
derselben in einer Curve II. Ordnung geschnitten. Die Berüh- 
rungsebenen in den unendlich fernen Punkten des Hyperboloides 
sind daher sämmtlich eigentliche Ebenen, welche (nach pag. 100) 
sich in einem Punkte S schneiden und einen Ebenenbüschel 
II. Ordnung bilden. Die von letzterem eingehüllte Kegelfläche S 
H. Ordnung schmiegt sich dem Hyperboloid an in seiner unendlich 
fernen Curve, und wird der Asymptotenkegel desselben genannt. 
Jeder Strahl des Asymptotenkegels läuft zu je einem Strahle der 
beiden Regeischaaren parallel, indem er den unendlich fernen 
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Punkt desselben enthält. Eine beliebige Ebene, welche durch 
keinen Strahl des einfachen Hyperboloides hindurchgeht, schneidet 
dasselbe in einer Hyperbel, Parabel oder Ellipse, jenachdem sie 
mit der unendlich fernen Curve des Hyperboloides zwei Punkte, 
einen oder keinen«, Punkt gemein hat, oder was dasselbe ist, je- 
nachdem sie zu zwei Strahlen, oder nur zu einem oder zu keinem 
Strahle des Asymptotenkegels parallel ist. 

Ich füge noch folgenden Satz hinzu, der sich aus dem Bis- 
herigen ergiebt: 

„Wird zu jedem Strahle einer Regelschaar eine Parallele durch 
„einen beliebig gegebenen Punkt gelegt, so erfüllen alle diese 
„Parallelen eine Ebene oder eine Kegelfläche II. Ordnung, je- 
„ nachdem die Regelschaar einem hyperbolischen Paraboloid 
„oder einem einfachen Hyperboloid angehört." 



Eilfter Vortrag. 

Projectivische Verwandtschaft zwischen Elementar- 
gebilden. 



Durch projectivische einförmige Grundgebilde können fünf 
Gebilde zweiter Ordnung erzeugt werden, wie wir gesehen haben, 
nämlich die Curve II. Ordnung, der Strahlen- und der Ebenen- 
büschel II. Ordnung , die Kegelfläche II. Ordnung und die Regel- 
schaar. Es ist zweckmässig, mit v. Stau dt diese fünf Gebilde 
II. Ordnung und die drei einförmigen Grundgebilde zusammen- 
zufassen unter dem gemeinschaftlichen Namen Elementar- 
gebilde. Zu den Elementargebilden gehören dann zwei Punkt- 
gebilde , nämlich das gerade Gebilde und die Curve IL Ordnung, 
ebenso zwei Ebenengebilde, nämlich der Ebenenbüschel I. und 
II. Ordnung, und endlich vier Strahlengebilde, nämlich der 
Strahlenbüschel I. und H. Ordnung, die Kegelfläche II. Ordnung 
und die Regelschaar. 

Mein gegenwärtiger Vortrag nun wird Ihnen zeigen, dass wir 
auch diese Elementargebilde in analoger Weise auf einander 
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beziehen können, wie es mit den einförmigen Grundgebilden 
geschehen ist. Das Gebiet unserer Untersuchungen erweitert sich 
dadurch bedeutend; namentlich erkennen Sie sofort, dass wir auf 
diese Weise zu einer grossen Anzahl neuer Punkt-, Strahlen- und 
Ebenen-Gebilde gelangen, die ebenso bemerkenswerthe Eigen- 
schaften besitzen, wie die bisher betrachteten. Zugleich aber 
werden wir zu weiteren wichtigen Sätzen über die Gebilde II. Ord- 
nung geführt, welche auf anderem Wege schwerlich so leicht sich 
ergeben möchten. 

Zunächst erinnere ich Sie an folgende früher aufgestellten 
Sätze, welche auch als Definitionen der harmonischen Elemente 
in Gebilden IL Ordnung aufgefasst werden können : 



Vier harmonische Punkte einer 
Curve IL Ordnung werden aus 
jedem fünften Punkte der Curve 
durch vier harmonische Strahlen 
projicirt (pag. 63). 

Vier harmonische Strahlen 
einer Kegelfläche IL Ordnung 
werden aus jedem fünften Strahle 
der Kegelfläche durch vier har- 
monische Ebenen projicirt 
(pag. 73). 



Vier harmonische Ebenen eines 
Ebenenbüschels IL Ordnung wer- 
den durch jede fünfte Ebene des 
Büschels in vier harmonischen 
Strahlen geschnitten (pag. 73). 

Vier harmonische Strahlen 
eines Strahlenbüschels II. Ord- 
nung werden durch jeden fünften 
Strahl des Büschels in vier har- 
monischen Punkten geschnitten 
(pag. 63). 

„Vier harmonische Strahlen einer ßegelschaar werden von 
„jedem Leitstrahle der Schaar in vier harmonischen Punkten 
„geschnitten, und aus jedem Leitstrahle durch vier harmo- 
nische Ebenen projicirt" (pag. 99). 

Wir können nun die früher (pag. 42) aufgestellte Definition 
der projectivischen Verwandtschaft von Grundgebilden auch auf 
die Elementargebilde überhaupt ausdehnen, indem wir sagen: 

Zwei Elementargebilde heissen projectivisch, wenn sie so auf 
einander bezogen sind, dass je vier harmonischen Elementen des 
einen Gebildes vier harmonische Elemente des anderen ent- 
sprechen. 
Es folgt aus dieser Definition, dass zwei Elementargebilde zu 
einander projectivisch sind, sobald sie zu einem und demselben 
dritten projectivisch sind. 

Auch den Begriff der perspectivischen Lage der einförmigen 
Grundgebilde können wir ausdehnen auf Elementargebilde über- 
haupt, indem wir sagen: 
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Zwei ungleichartige projectivische Elementargebilde heissen 
perspectivisch, wenn jedes Element des einen in dem entsprechenden 

Elemente des anderen liegt. 
Eine Curve II. Ordnung z. B. liegt perspectivisch zu einer 
durch sie hindurchgehenden Kegelfläche, wenn jedem Strahle der 
letzteren der auf ihm liegende Punkt der ersteren zugewiesen 
ist. Eine Curve IL Ordnung wird ferner aus jedem ihrer Punkte 
durch einen zu ihr perspectivischen Strahlenbüschel projicirt; ein 
Strahlenbüschel IL Ordnung wird durch jeden seiner Strahlen in 
einem zu ihm perspectivischen geraden Gebilde geschnitten, und 
ebenso eine Regelschaar durch jeden ihrer Leitstrahlen u. s. w. 
Denn zwei Elementargebilde, von welchen das eine mittelst des 
anderen in solcher Weise erzeugt ist, sind auch projectivisch, weil 
je vier harmonischen Elementen des einen stets vier harmonische 
Elemente des andern entsprechen. Wird jedem Punkte einer Curve 
IL Ordnung seine Tangente zugewiesen, so ist die Curve auf den 
sie einhüllenden Strahlenbüschel perspectivisch bezogen; denn je 
vier harmonische Punkte der Curve werden von vier harmonischen 
Strahlen des Büschels berührt (pag. 72). Zwei Curven II. Ordnung 
sind daher projectivisch auf einander bezogen, wenn die beiden 
sie einhüllenden Strahlenbüschel zu einander projectivisch sind. 
Zwei Gebilde IL Ordnung können dadurch projectivisch auf 
einander bezogen werden , dass man zwei zu je einem derselben 
perspectivische Grundgebilde der ersten Stufe projectivisch auf 
einander bezieht. Zwei projectivische Elementargebilde können 
folglich (nach pag. 49) stets als erstes und letztes in einer Reihe 
von Elementargebilden betrachtet werden, deren jedes zum fol- 
genden perspectivisch liegt. Auch können zwei Elementargebilde 
auf eine einzige Art projectivisch auf einander bezogen werden, 
so dass drei gegebenen Elementen des einen beziehungsweise drei 
gegebene Elemente des andern entsprechen; denn dieser Satz ist 
für einförmige Grundgebilde bereits bewiesen. Also: 

„Wenn zwei gleichartige projectivische Elementargebilde, z. B. 

„zwei Curven IL Ordnung, in einander liegen, so haben sie 

„entweder alle oder höchstens drei Elemente entsprechend 

„gemein." 



Zwei Curven II. Ordnung, die 
in derselben Ebene liegen und 
einen Punkt S gemein haben, 
sind projectivisch auf einander 



Zwei Curven IL Ordnung, die 
in derselben Ebene liegen und 
eine gemeinschaftliche Tangente 
8 haben, sind projectivisch auf 
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bezogen, wenn je zwei Punkte 
derselben, die mit S in einer 
Geraden liegen, einander zu- 
gewiesen werden. Denn beide 
Curven sind alsdann perspecti- 
visch zu dem Strahlenbüschel S. 
Jeden von S verschiedenen ge- 
meinschaftlichen Punkt haben 
die Curven entsprechend gemein; 
den Punkt S jedoch nur dann, 
wenn sie in ihm eine gemein- 
schaftlich o Tangente haben, also 
in S einander berühren. 



einander bezogen, wenn je zwei 
Tangenten derselben, welche sich 
in einem Punkte von * schnei- 
den, einander zugewiesen wer- 
den. Denn die Büschel IL Ord- 
nung, welche die Curven ein- 
hüllen, sind alsdann perspecti- 
visch zu dem geraden Gebilde s. 
Jede von 8 verschiedene gemein- 
schaftliche Tangente haben die 
Curven entsprechend gemein ; 
die Tangente * aber nur dann, 
wenn sie die Curven in einem 
gemeinschaftlichen Punkte be- 
rührt. 

Zwei Curven IL Ordnung, welche in der links angegebenen 
Weise auf einander bezogen sind, haben höchstens drei Punkte 
entsprechend gemein, wenn sie nicht völlig zusammenfallen. Denn 
wenn sie ausser S noch vier gemeinschaftliche Punkte haben, 
oder andererseits noch drei gemeinschaftliche Punkte und eine 
gemeinschaftliche Tangente in Ä, so sind sie identisch (nach 
pag. 64). Ebenso können rechts die beiden Curven höchstens 
drei Tangenten gemein haben. Wir werden so zu dem Doppel- 
satze geführt: 



Wenn zwei projectivische Cur- 
ven IL Ordnung vier Punkte A, 
JB, C, S entsprechend gemein 
haben, so haben sie alle ihre 
Punkte entsprechend gemein, 
und sind folglich identisch. 



Wenn zwei projectivische Cur- 
ven IL Ordnung vier Tangenten 
entsprechend gemein haben, so 
haben sie alle ihre Tangenten 
entsprechend gemein, und sind 
folglich identisch. 



Es wird genügen, wenn ich nur den Satz links beweise und 
den ganz analogen Beweis des Satzes rechts Ihnen überlasse, 
zumal da dieser sich sofort aus dem Gesetz der Reciprocität er- 
giebt, welches wir ja für die Ebene bereits bewiesen haben. Die 
beiden Curven können nur auf eine einzige Art so auf einander 
bezogen werden, dass den drei Punkten A, B, C der einen die- 
selben drei Punkte A, B, C der anderen entsprechen. Dieses 
geschieht aber, indem wir beide Curven auf den Strahlen- 
büschel S perspectivisch beziehen. Sollen nun die Curven auch 
den Punkt S entsprechend gemein haben, so werden sie in 
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S von derselben Geraden berührt und sind folglich identisch 
(pag. 64). 

Werden die Curven aus einem beliebigen Mittelpunkte durch 
zwei projectivische Kegelflächen projicirt, so erhalten wir für diese 
einen ganz analogen Doppelsatz. Ist eine Curve IL Ordnung 
projectivisch zu einer Kegelfläche oder Regelschaar, und liegen 
mehr als drei Punkte der Curve auf den entsprechenden Strahlen 
der Kegelfläche oder Regelschaar, so ist die Gurre zu letzterer 
perspectivisch; denn sie ist identisch mit dem Schnitte, welchen 
ihre Ebene mit der Kegelfläche oder Regelschaar erzeugt, weil 
sie zu demselben projectivisch ist und mit ihm mehr als drei 
Punkte entsprechend gemein hat. Ebenso hat ein Ebenenbüschel 
II. Ordnung zu einem Strahlenbüschel IL Ordnung oder zu einer 
Regelschaar, die zu ihm projectivisch sind, perspectivische Lage, 
wenn mehr als drei Ebenen des ersteren durch die entsprechenden 
Strahlen des Büschels II. Ordnung oder der Regelschaar hindurch- 
gehen. Projiciren wir nämlich den Strahlenbüschel oder die Regel- 
schaar aus dem Mittelpunkt des Ebenenbüschels, so erhalten wir 
einen zweiten Ebenenbüschel II. Ordnung, welcher mit dem ersten 
identisch ist; denn er ist zu demselben projectivisch, und hat 
mehr als drei Ebenen mit demselben gemein. Hierher gehört 
auch der Beweis der Sätze: 



Zwei Kegelflächen IL Ordnung, 
welche verschiedene Mittelpunkte 
haben, und in der Verbindungs- 
linie 8 ihrer Mittelpunkte von 
einer und derselben Ebene be- 
rührt werden, schneiden einander 
in einer Curve IL Ordnung. 

Beziehen wir die Kegelflächen 
perspectivisch auf den Ebenen- 
büschel *, so haben sie den Strahl 
8 entsprechend gemein, und je 
zwei andere einander entspre- 
chende Strahlen der Flächen 
haben einen Punkt gemein, weil 
sie in einer (durch * gehenden) 
Ebene liegen. Die Verbindungs- 
ebene von irgend drei solchen 
Schnittpunkten entsprechender 



Zwei Curven II. Ordnung, 
welche in verschiedenen Ebenen 
liegen-, und die Schnittlinie « 
ihrer Ebenen in einem und dem- 
selben Punkte berühren, liegen 
auf einer Kegelfläche II. Ord- 
nung. 

Beziehen wir die Strahlen- 
büschel IL Ordnung, welche die 
Curven umhüllen, perspectivisch 
auf das gerade Gebilde *, so 
haben sie den Strahl 8 entspre- 
chend gemein (vergl. pag. 105), 
und je zwei andere einander ent- 
sprechende Strahlen der Büschel 
liegen in einer Ebene, weil sie 
einen Punkt von * gemein haben. 
Aus dem Schnittpunkte von ir- 
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Strahlen schneidet die Kegel- 
flächen in zwei projectivischen 
Curven II. Ordnung, welche 
identisch sind, weil sie nicht 
nur jene drei Schnittpunkte, 
sondern auch einen Punkt von 
8 entsprechend gemein haben. 



gend drei solchen Verbindungs- 
ebenen entsprechender Strahlen 
werden die Strahlenbüschel durch 
zwei projectivische Ebenenbü- 
schel II. Ordnung projicirt, welche 
identisch sind, weil sie nicht 
nur jene drei Ebenen, sondern 
auch eine durch 8 gehende Ebene 
entsprechend gemein haben. 
Einfacher noch lässt sich der Beweis so fuhren. Legen wir 
links durch drei gemeinschaftliche Punkte der Kegelflächen eine 
Ebene, so haben die beiden so entstehenden Schnittcurven diese 
drei Punkte gemein, ausserdem aber den Schnittpunkt von 8 mit 
der Ebene. Und da beide Curven in letzterem Punkte von einer 
und derselben Geraden berührt werden, nämlich von derjenigen 
Geraden, in welcher die gemeinschaftliche Berührungsebene der 
Kegelflächen geschnitten wird, so fallen diese Schnittcurven mit 
allen ihren Punkten zusammen (pag. 64). Aehnlich ergiebt sich 
der Satz rechts. 

Beiläufig folgt noch , dass jede Curve II. Ordnung auch als 
Schnitt von Kreiskegeln betrachtet werden kann. Denn man kann 
auf unzählige Arten einen Kreis zu einer gegebenen Curve IL Ord- 
nung in eine solche Lage bringen, dass sie einander berühren 
und in verschiedenen Ebenen liegen, also auch auf einer und 
derselben Kegelfläche enthalten sind. Die Curven II. Ordnung sind 
also mit den Kegelschnitten der Alten identisch, und dürfen 
desshalb im Folgenden auch mit diesem Namen bezeichnet werden. 



Wenn ein Strahlenbüschel S 
I. Ordnung mit einer zu ihm 
projectivischen Curve 8 IL Ord- 
nung in einer Ebene, jedoch 
nicht zu derselben perspectivisch 
liegt, so gehen höchstens drei 
Strahlen des Büschels durch die 
ihnen entsprechenden -Punkte 
der Curve, mindestens aber ein 
Strahl. 



Wenn ein gerades Gebilde 
mit einem zu ihm projeeti vischen 
Strahlenbüschel II. Ordnung in 
einer Ebene, jedoch nicht zu 
demselben perspectivisch liegt, 
so liegen höchstens drei Punkte 
des geraden Gebildes auf den 
ihnen entsprechenden Strahlen 
des Büschels, mindestens aber 
ein Punkt. 



Denn jeder zu der Curve 8 perspectivische Strahlenbüschel ^ 
ist auch zum Büschel S projectivisch, und erzeugt mit diesem im 
Allgemeinen eine zweite Curve II. Ordnung, die mit der ersten 
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offenbar jeden Punkt gemein haben muss, welcher auf dem ihm 
entsprechenden Strahle von S liegt. Liegen also mehr als drei 
Punkte von * auf ihren entsprechenden Strahlen von S, so haben 
die beiden Curven ausser S t noch mindestens vier Punkte ge- 
mein, sind also identisch, und S liegt perspectivisch zu s. — Da 
jede Curve IL Ordnung ihre Ebene in zwei getrennte Theile zer- 
legt, so können die vorliegenden beiden Curven, falls sie nicht 
einander decken, entweder in ihrem gemeinschaftlichen Punkte /S, 
einander berühren, oder sie schneiden einander in S^ und min* 
destens in noch einem zweiten Punkte P, indem die eine Curve 
theils innerhalb, theils ausserhalb der anderen liegt. Im letzteren 
Falle entsprechen die Strahlen SP und S l P einander, und SP 
geht folglich durch den ihm entsprechenden Punkt P der Curve «; 
im ersteren Falle entspricht dem Strahle SS l von S die gemein- 
schaftliche Tangente in S l und folglich der auf SS l liegende 
Punkt &i der Curve s. Also liegt mindestens ein Punkt der 
Curve auf dem ihm entsprechenden Strahle des Büschels. 

Ganz analoge Sätze gelten für die Gebilde I. und IL Ord- 
nung im Strahlenbündel. Wir ziehen daraus den Schluss: 

Sind ein einförmiges Grundgebilde und ein Gebilde IL Ord- 
nung projedivisch auf einander bezogen, und gehen mehr als 
drei Elemente des einen Gebildes durch die ihnen entsprechenden 
Elemente des anderen, so liegen die beiden Gebilde perspectivisch, 
d. h. jedes Element des einen Gebildes geht durch das ihm ent- 
sprechende Element des anderen. 
Ist das Gebilde IL Ordnung eine Regelschaar , das andere also 
entweder ein gerades Gebilde oder ein Ebenenbüschel, so können 
wir schon dann schliessen, dass dieselben perspectivisch liegen, 
wenn drei Strahlen der Regelschaar durch die entsprechenden 
drei Punkte des geraden Gebildes gehen oder andererseits in den 
entsprechenden Ebenen des Ebenenbüschels liegen. Denn der 
Träger des geraden Gebildes oder die Axe des Ebenenbüschels 
ist dann ein Leitstrahl der Regelschaar (pag. 99), weil sie drei 
Strahlen der letzteren schneidet. 

Wie wichtig diese Sätze sind, mögen Sie aus den Folge- 
rungen abnehmen: 



Wenn ein gerades Gebilde u 
und eine zu ihm projectivische 
Curve k IL Ordnung in einer 
Ebene liegen, so bilden die 



Wenn ein Strahlenbüschel 
I. Ordnung und ein zu ihm 
projectivischer Strahlenbüschel 
IL Ordnung in einer Ebene 
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liegen, so bilden die sämmtlichen 
Schnittpunkte von je zwei ein- 
ander entsprechenden Strahlen 
eine Linie dritter Ordnung, 
welche nämlich mit jeder Ge- 
raden der Ebene mindestens 
einen und höchstens drei Punkte 
gemein hat, falls die Gerade 
nicht einen Theil der Linie 
III. Ordnung ausmacht. 



sämmtlichen Verbindungslinien 
von je zwei einander entspre- 
chenden Punkten einen Strah- 
lenbüschel drittem Ord- 
nung, welcher nämlich mit 
jedem Büschel I. Ordnung der 
Ebene mindestens einen und 
höchstens drei Strahlen gemein 
hat, falls dieser nicht einen Theil 
jenes Büschels III. Ordnung aus- 
macht. 

Denn ist 8 ein beliebiger zu u perspectivischer Büschel 
I. Ordnung, welcher also zu k projectivisch ist, so gehen entweder 
alle, oder höchstens drei Strahlen von £ durch die entsprechenden 
Punkte von A, mindestens aber ein Strahl. 

Haben das gerade Gebilde u und die Curve II. Ordnung k 
einen Punkt entsprechend gemein, so ist jeder durch diesen 
gehende Strahl als Verbindungslinie von zwei (zusammenfallenden) 
einander entsprechenden Punkten zu betrachten, und der Strahlen- 
büschel dritter Ordnung enthält einen Büschel I. Ordnung. Die 
folgenden Sätze sind desshalb nicht als Ausnahmen, sondern als 
besondere Fälle des eben bewiesenen Satzes zu betrachten. 



Wenn ein gerades Gebilde u 
und eine zu ihm projectivische 
Curve II. Ordnung k zwei Punkte 
A, B entsprechend gemein haben, 
so erzeugen sie einen Strahlen- 
büschel I. Ordnung. 



Wenn ein Strahlenbüschel 
I. Ordnung und ein zu ihm 
projectivischer Strahlenbüschel 
IL Ordnung zwei Strahlen ent- 
sprechend gemein haben, so 
erzeugen sie ein gerades Ge- 
bilde. 

Möge noch dem Punkte C von u der Punkt C x von k ent- 
sprechen, und sei S derjenige Punkt der Curve &, welcher aus C\ 
durch den Strahl L\C projicirt wird. Beziehen wir dann u und 
k perspectivisch auf den Strahlenbüschel £, so sind sie auf 
einander projectivisch so bezogen, dass den drei Punkten A, jB, C 
von u die resp. drei Punkte A, 2?, Cj von k entsprechen. Weil 
aber (pag. 104) die projectivische Verwandtschaft von u und k 
durch die drei Paare entsprechender Punkte schon eindeutig be- 
stimmt ist, so bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
wirklich einen Strahlenbüschel S I. Ordnung , dessen Mittelpunkt 
auf der Curve k liegt. 
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Durch eine Curve IL Ordnung 
und zwei Gerade a, £>, welche 
mit der Curve je einen Punkt 
gemein haben, aber weder mit 
ihr noch mit einander in einer 
Ebene liegen, ist eine zu der 
Curve perspectivische Regel- 
schaar bestimmt, von welcher 
die beiden Geraden Leitstrahlen 
sind. 

Nämlich die beiden zu der 
Curve perspectivischen Ebenen- 
büschel a } b erzeugen die Regel- 
schaar. 



Durch einen Ebenenbüschel 
IL Ordnung und zwei Gerade 
a, 5, welche aus dem Mittel- 
punkte des Büschels durch zwei 
Ebenen desselben projicirt wer- 
den und sich nicht schneiden, 
ist eine zu dem Büschel per- 
spectivische Regelschaar be- 
stimmt, von welcher die beiden 
Geraden Leitstrahlen sind. 

Nämlich die beiden zu dem 
Ebenenbüschel perspectivischen 
geraden Gebilde a, b erzeugen 
die Regelschaar. 



Die Leitschaar der Regelschaar enthält die Geraden a, b 
und ist ebenfalls zu der Curve resp. dem Ebenenbüschel IL Ord- 
nung perspectivisch. 



Wenn ein gerades Gebilde und 
eine Curve IL Ordnung zu ein- 
ander projectivisch sind und 
einen Punkt A entsprechend 
gemein haben, aber nicht in 
einer Ebene liegen, so erzeugen 
sie eine zu ihnen perspectivische 
Regelschaar. 



Wenn ein Ebenenbüschel I. 
und ein Ebenenbüschel II. Ord- 
nung zu einander projectivisch 
sind und eine Ebene entspre- 
chend gemein haben, aber die 
Axe des ersteren Büschels nicht 
durch den Mittelpunkt des letz- 
teren geht, so erzeugen sie eine 
zu ihnen perspectivische Regel- 
schaar. 

Mögen (links) den Punkten A, 2?, C des geraden Gebildes 
die Punkte -4, B^ C\ der Curve entsprechen; dann ist die zu 
der Curve perspectivische Regelschaar, welcher die Geraden BB l 
CC X angehören, auch perspectivisch zu dem geraden Gebilde, 
weil die drei Punkte A, B, C des letzteren in den ihnen ent- 
sprechenden Strahlen der Regelschaar liegen (pag. 108). Der 
Beweis rechts ist ganz analog zu führen. 

Aus einem beliebigen Punkte, welcher nicht in der Ebene 
der Curve liegt, wird diese durch eine Kegelfläche IL Ordnung, 
die Regelschaar aber durch einen Ebenenbüschel 1. oder IL Ord- 
nung projicirt. Und durch eine beliebige Ebene wird der Ebenen- 
büschel IL Ordnung in einem Strahlenbüschel IL Ordnung, die 
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Regelschaar aber in einem geraden Gebilde oder in einer Curve 
IL Ordnung geschnitten. Daraus ergiebt sich : 



Wenn ein gerades Gebilde 
und eine Kegelfläche IL Ordnung 
projectivisch sind, und ein Punkt 
des ersteren auf dem entspre- 
chenden Strahle des letzteren 
liegt, so erzeugen die beiden 
Gebilde einen zu ihnen perspec- 
tivischen Ebenenbüschel I. oder 
II. Ordnung. 



Wenn ein Ebenenbüschel 
I. Ordnung und ein Strahlen- 
büschel IL Ordnung projectivisch 
sind, und eine Ebene des er- 
steren durch den entsprechen- 
den Strahl des letzteren geht, 
so erzeugen die beiden Büschel 
ein zu ihnen perspectivisches 
Punktgebilde I.'oder IL Ordnung. 



Dieser Satz aber führt unmittelbar auf den folgenden, wenn 
berücksichtigt wird, dass jede Curve II. Ordnung als Schnitt einer 
Kegelfläche IL Ordnung aufgefasst werden kann: 



Wenn ein gerades Gebilde und 
eine Curve IL Ordnung, welche 
zu einander projectivisch sind, 
in einer Ebene liegen und einen 
Punkt entsprechend gemein ha- 
ben, so erzeugen sie einen zu 
ihnen perspectivischen Strahlen- 
büschel I. oder II. Ordnung. 



Wenn ein Strahlenbüschel 
I. Ordnung und ein Strahlen- 
büschel II. Ordnung, welche zu 
einander projectivisch sind, in 
einer Ebene liegen und einen 
Strahl entsprechend gemein ha- 
ben, so erzeugen sie ein zu ihnen 
perspectivisches Punktgebilde 



I. oder IL Ordnung. 
„Zwei zu einander projectivische Regeischaaren abc und 
n a|6|C!, von welchen jede die Leitschaar der anderen ist, er- 
zeugen eine zu ihnen perspectivische Curve IL Ordnung und 
„zugleich einen zu ihnen perspectivischen Ebenenbüschel IL Ord- 
nung.« 
Die beiden Regeischaaren können nämlich nur auf eine Art pro- 
jectivisch so auf einander bezogen werden, dass den Strahlen a, 
6, c der einen Schaar die resp. Strahlen a f , ftj, c x der anderen 
Schaar entsprechen. Dieses geschieht aber, wenn je zwei Strahlen 
einander zugewiesen werden, welche die Verbindungsebene der 
drei Punkte a«|, 661, cc x in einem unc( demselben Punkte 
schneiden oder aus dem Schnittpunkte der drei Ebenen aa Xl bb x , 
cc t durch eine und dieselbe Ebene projicirt werden. 



Zwei zu einander projecti- 
vische Curven II. Ordnung, 
welche in einander liegen, er- 
zeugen entweder einen zu ihnen 



Zwei zu einander projecti- 
vische Strahlenbüschel IL Ord- 
nung, welche in einander liegen, 
erzeugen entweder eine zu ihnen 
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perspectivischen Strahlenbüschel 
IL Ordnung, oder es giebt einen 
Punkt, der mit je zwei einander 
entsprechenden Punkten der 
Curven in einer Geraden liegt. 



perspectiviscbe Curve IL Ord- 
nung, oder es giebt eine Gerade, 
auf welcher je zwei einander 
entsprechende Strahlen der Bü- 
schel sich schneiden." 



Jede zu der einen Curve perspectivische Regelschaar erzeugt 
nämlich mit ihrer Leitschaar, die wir auf die andere Curve per- 
spectivisch beziehen , einen Ebenenbüschel IL Ordnung , welcher 
zu allen vier Gebilden perspectivisch ist; und jenachdem der 
Mittelpunkt dieses Büschels ausserhalb oder auf der Ebene der 
Curve liegt, entsteht der erstere oder der letztere der beiden im 
Satze genannten Fälle. — Wenn also von den Geraden, welche 
je zwei einander entsprechende Curvenpunkte verbinden, irgend 
drei durch einen und denselben Punkt U gehen (Figg. 56 u. 57), 
so schneiden sie sich alle in diesem Punkte. 



Zwei zu einander projectivische 
Curven AB CD und ABC\D X 
II. Ordnung, welche zwei Punkte 
A und B entsprechend gemein 
haben, aber nicht in derselben 
Ebene liegen, erzeugen ein zu 
ihnen perspectivisches Strahlen- 
gebilde IL Ordnung, nämlich 
entweder eine Regelschaar oder 
eine Kegelfläche II. Ordnung. 



Zwei zu einander projectivische 
Ebenenbüschel IL Ordnung, 
welche zwei Ebenen entspre- 
chend gemein haben, aber nicht 
concentrisch sind, erzeugen ein 
zu ihnen perspectivisches Strah- 
lengebilde IL Ordnung, nämlich 
entweder eine Regelschaar oder 
einen Strahlenbüschel IL Ord- 
nung. 



Denn die zu der Curve AB CD perspectivische Regelschaar 
oder Kegelfläche, welcher die Strahlen CL\ und DD X angehören, 
ist auch zu der Curve ABL\D X perspectivisch (pag. 106). Die 
Curven erzeugen eine Kegelfläche, wenn ihre Tangenten in C und 
C x die Gerade AB in einem und demselben Punkte schneiden. 
Denn erzeugten die Curven auch in diesem Falle eine Regelschaar, 

so würde die Verbindungsebene jener Tangenten ausser dem 

Strahle CL\ der Regelschaar noch einen Leitstrahl derselben 
enthalten (pag. 97) , und daher mit einer oder jeder der Curven 
noch einen von C oder C x verschiedenen, auf diesem Leitstrahl 
liegenden Punkt gemein haben, was unmöglich ist. Hieraus folgt: 

Zwei nicht concentrische Kegel- 



Wenn zwei Curven IL Ord 
nung in verschiedenen Ebenen 
liegen, und von der Schnittlinie 
dieser Ebenen ein und dasselbe 



flächen II. Ordnung, welche einem 
und demselben Flächenwinkel 
eingeschrieben sind, schneiden 
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Stück AB einschliessen, so giebt 
es zwei Kegelflächen, von denen 
jede durch beide Curven geht. 
Denn die Curven lassen sie 



sich in zwei Curven IL Ord- 
nung. 

1 auf zweifache Art projeetivisch 
so auf einander beziehen, dass sie die Endpunkte A, B ihrer ge- 
meinschaftlichen Sehne entsprechend gemein haben, und dass die 
Tangenten von zwei anderen einander entsprechenden Punkten C 
und C x sich in einem Punkte der AB schneiden. 

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, folgenden Satz über 
die perspectivische Lage von Gebilden zweiter Ordnung zu be- 
weisen : 

Wenn eine Curve und ein Büschel IL Ordnung oder eine 
Kegelfläche und ein Ebenenhilschel II Ordnung zu einander pro- 
jeetivisch sind, und fünf Elemente A, B, C, D, E des ersteren 
Gebildes in den ihnen entsprechenden Elementen a, ß, 7, 0, s 
des letzteren liegen, so sind die Gebilde zu einander perspec- 
tivisch. 
Wir wollen annehmen , das erste Gebilde sei eine Curve IL Ord- 
nung «, und das zweite ein Ebenenbüschel IL Ordnung S; denn 
auf diesen P^all lassen sich alle übrigen zurückfuhren. Wir 
brauchen dann nur zu zeigen, dass ein Strahlengebilde con- 
struirt werden kann, welches gleichzeitig zu der Curve und zum 
Ebenenbüschel perspectivisch ist; denn damit ist bewiesen, dass 
jeder Punkt der Curve auf der ihm entsprechenden Ebene des 
Büschels liegt. 

Ist die Ebene u der Curve ein Element des Büschels Ä, so 
erhalten wir in ihr (als Schnitt mit S) einen zu S perspecti- 
vischen Strahlenbüschel I. Ordnung u (a ß y 8 s) , welcher auch zur 
Curve u(ABCDE) perspectivisch liegt, weil mehr als drei 
Strahlen desselben durch die ihnen entsprechenden Curvenpunkte 
gehen (pag. 108) ; der Punkt S liegt daher auf der Curve. Und 
umgekehrt, wenn S auf der Curve liegt, so projiciren wir letztere 
aus S durch einen Strahlenbüschel I. Ordnung S(ABCDE), 
welcher auch zum Ebenenbüschel /Sfaßy&e) perspectivisch ist, 
weil mehr als drei Strahlen desselben in den ihnen entsprechenden 
Ebenen von S liegen; die Ebene u gehört daher dem Ebenen- 
büschel S als Element an. — Liegt endlich der Punkt S nicht 
auf der Curve, und gehört folglich deren Ebene u auch nicht zu 
dem Ebenenbüschel S, so sei A x derjenige Curvenpunkt, welcher 
aus A durch die Ebene a projicirt wird, also der zweite Schnitt- 
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punkt dieser Ebene mit der Curve, welcher mit A zusammenfällt, 
wenn die Curve von a berührt wird. Durch A } ziehen wir in 
der Ebene a eine Gerade g, welche ausserhalb der Ebene u liege, 
und projiciren aus dieser die Curve II. Ordnung durch einen 
Ebenenbüschel I. Ordnung g (ABC DE), welcher sonach auch zu 
dem Ebenenbüschel II. Ordnung S projectivisch ist. Diese beiden 
Ebenenbüschel erzeugen eine zu ihnen perspectivische Regelschaar 
(pag. 110), weil sie die Ebene a entsprechend gemein haben, und 
diese Regelschaar ist auch zu der Curve II. Ordnung perspecti- 
visch, weil vier Strahlen der ersteren durch die ihnen ent- 
sprechenden Punkte der letzteren gehen (pag. 106). 



Wenn eine Curve II. Ordnung 
ABCDE und eine Regelschaar 
ab cde zu einander projectivisch, 
aber nicht perspectivisch sind, 
und zwei Punkte A, B der Curve 
in den ihnen entsprechenden 
Strahlen a, b der Regelschaar 
liegen, so erzeugen die beiden 
Gebilde einen zu ihnen perspec- 
tivischen Ebenenbüschel I. oder 
II. Ordnung. 



Wenn ein Ebenenbüschel 
II. Ordnung und eine Regel- 
schaar zu einander projecti- 
visch, aber nicht perspectivisch 
sind, und zwei Ebenen des Bü- 
schels durch die ihnen ent- 
sprechenden Strahlen der Regel- 
schaar gehen, so erzeugen die 
Gebilde ein zu ihnen perspec- 
tivisches Punktgebilde I. oder 
II. Ordnung. 



Die drei Ebenen Cc, Dd, Ee, welche die Punkte C, Z>, E 
der Curve mit den ihnen resp. entsprechenden Strahlen c, d, e 
der Regelschaar verbinden, schneiden sich in einer Geraden oder 
in einem Punkte; und der Ebenenbüschel, welcher aus dieser 
Schnittlinie oder diesem Schnittpunkt die Regelschaar ab cde 
projicirt, ist auch zu der Curve ABCDE perspectivisch. 



Zwei projectivische' Curven 
IL Ordnung, welche in derselben 
Ebene liegen und zwei Punkte 
entsprechend gemein haben, er- 
zeugen entweder einen zu ihnen 
perspectivischen Strahlenbüschel 
I. oder II. Ordnung, oder es giebt 
einen Punkt, der auf keiner der 
beiden Curven, aber mit je zwei 
einander entsprechenden Punk- 
ten derselben in einer Geraden 
liegt. 



Zwei projectivische Strahlen- 
büschel II. Ordnung, welche zwei 
Strahlen entsprechend gemein 
haben, erzeugen entweder ein 
zu ihnen perspectivisches Punkt- 
gebilde I. oder IL Ordnung, oder 
es giebt eine Gerade, welche 
keinem der Büschel angehört, 
aber von je zwei einander ent- 
sprechenden Strahlen derselben 
in einem und demselben Punkte 
geschnitten wird. 
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Nämlich jede Regelschaar, welche zu der einen Curve per- 
spectivisch ist, erzeugt mit der anderen einen Ebenenbüschel I. 
oder IL Ordnung, und dieser wird von der Ebene der Curve im 
Allgemeinen in einem Strahlenbüschel I. oder IL Ordnung ge- 
schnitten. Nur wenn der Ebenenbüschel von der IL Ordnung ist 
und sein Mittelpunkt in der Ebene der Curven liegt, kann der 
letzte Fall unseres Satzes eintreten. 

Liegen zwei projectivische Curven II. Ordnung in einer Ebene, 
ohne dass sie Punkte entsprechend gemein haben, so erzeugen 
sie einen Strahlenbüschel höherer Ordnung, von welchem mehr 
als zwei und im Allgemeinen höchstens vier Strahlen durch einen 
Punkt gehen können. Gehen nämlich durch einen Punkt S der 
Ebene mehr als vier solcher Strahlen, so gehen durch denselben 
unendlich viele derselben; denn jeder Ebenenbüschel IL Ordnung, 
welcher den Punkt S zum Mittelpunkt hat und zu einer der 
beiden Curven IL Ordnung perspectivisch ist (etwa eine zu der- 
selben perspectivische Regelschaar projicirt), ist auch zu der an- 
deren Curve perspectivisch. Solcher Punkte S können aber nur 
einzelne vorhanden sein. Ebenso erzeugen zwei projectivische 
Strahlenbüschel IL Ordnung, die in einer Ebene liegen, eine Curve 
höherer Ordnung, welche im Allgemeinen mit keiner Geraden^ 
mehr als vier Punkte gemein hat. Die Untersuchung dieser und 
anderer Gebilde, welche durch projectivische Elementargebilde 
erzeugt werden können, müssen wir verschieben, bis wir die pro- 
jectivischen Verwandtschaften zwischen den Grundgebilden der 
zweiten und dritten Stufe entwickelt haben. 



Zwölfter Vortrag. 

Involntorische Elementargebilde. 



Wenn zwei gleichartige Elementargebilde u und u x (z. B. 
zwei gerade Gebilde), die zu einander projectivisch sind, den- 
selben Träger haben, also in einander liegen, so kann jedes Ele- 
ment P derselben sowohl zu dem einen Gebilde u 1 als auch zu 

8* 
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dem anderen u x gerechnet werden , und es entsprechen ihm 
folglich zwei andere Elemente, eines in v x und das andere in u. 
Im Allgemeinen sind diese beiden dem P entsprechenden Ele- 
mente von einander verschieden (wie in Fig. 54, wo den Punkten 
P, Q, R von u die resp. Punkte P x , Q x , R x von u x entsprechen) 5 
doch ist es auch möglich, dass dieselben zusammenfallen (wie in 
Fig. 55), so dass dem Elemente P ein anderes P x doppelt ent- 
spricht. Dem Elemente P des ersten Gebildes u entspricht dann 
das Element P x des zweiten u x , und dem Elemente P des 
zweiten u x entspricht ebenfalls das Element P x des ersten Ge- 
bildes u. 

„Wenn die projectivischen Gebilde u und u x nicht alle ihre 
„Elemente entsprechend gemein haben, aber jedes Element 
„derselben einem anderen doppelt entspricht, so wollen wir 
.,, sagen, die Gebilde haben in volu torische Lage oder sie 
„liegen involutorisch. Ebenso heissen zwei ungleich- 
artige projectivische Gebilde, z.B. ein gerades Gebilde und 
„ein Strahlenbüschel, involutorisch liegend, wenn das 
„eine mit einem Schnitt oder Schein des anderen involuto- 
„risch liegt." 

Z. B. zwei zu einander projectivische Curven IL Ordnung, 
welche in einander liegen, haben involutorische Lage (Figg. 56 
und 57), wenn drei und folglich (pag. 111) alle Verbindungslinien 
von je zwei einander entsprechenden Punkten sich in einem 
Punkte schneiden; dagegen liegen sie nicht involutorisch, wenn 
sie einen zu ihnen perspectivischen Strahlenbüschel IL Ordnung 
erzeugen. 

Wir können nun folgenden Satz aufstellen: 
„Zwei zu einander projectivische Curven IL Ordnung, welche 
„in einander liegen, haben involutorische Lage, wenn in den- 
selben irgend einem Punkte A ein anderer Punkt A x doppelt 
„entspricht." 
Seien B und B x (Figg. 56 und 57) zwei beliebige andere ein- 
ander entsprechende Punkte der Curven, so dass den Punkten 
A, A x , B der einen Curve die resp. Punkte A x , A, B x der an- 
deren zugewiesen sind; sei ferner U der Schnittpunkt von AA X 
und ~BB Xl und u dessen Polare in Bezug auf die Curve IL Ord- 
nung. Die beiden Strahlenbüschel B X (AA X B) und B(A X A B x ), 
welche aus den Punkten B x und B die resp. Curven AA X B und 
A X AB X projiciren, sind alsdann perspectivisch zu dem geraden 
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Gebilde u. Denn sie sind zu den Curven und folglich zu einander 
projectivisch, und weil sie den Strahl B X B oder BB X entsprechend 
gemein haben, so sind sie auch Scheine eines und desselben ge- 
raden Gebildes (pag. 45) ; dieses gerade Gebilde liegt aber in t/, 
weil (pag. 79) der Schnittpunkt der einander entsprechenden 
Strahlen B X A und BA Y , sowie derjenige von B X A X und BA auf 
der Geraden u enthalten ist. Je zwei andere Curvenpunkte C 
und Cj, welche mit U in einer Geraden liegen, werden aber 
ebenso durch zwei Paare entsprechender Strahlen der zu u per- 
spectivischen Büschel B und B x projicirt, und sind daher zwei 
einander doppelt entsprechende Punkte der Curven. 

Hieraus und aus früher (pag. 79) aufgestellten Sätzen folgt: 
„Wenn zwei projectivische Curven IL Ordnung involutorisch 
„liegen, so schneiden sich die sämmtlichen Verbindungslinien 
„von je zwei einander entsprechenden Punkten in einem 
„und demselben Punkte t/, und die sämmtlichen Schnittpunkte 
„von je zwei einander entsprechenden Tangenten liegen auf 
„der Polaren u dieses Punktes U. Die Gerade u wird die 
„Involutionsaxe und der Punkt U das Involutions- 
„centrum der Curven genannt." 
Die beiden Strahlenbüschel II. Ordnung, durch welche zwei involu- 
torisch liegende Curven IL Ordnung eingehüllt werden, haben eben- 
falls involutorische Lage, denn die Tangenten von je zwei einander 
entsprechenden Punkten müssen einander gleichfalls in doppelter 
Weise entsprechen. Die Strahlenbüschel werden daher auch von 
jedem ihrer Strahlen in zwei involutorisch liegenden geraden Ge- 
bilden geschnitten. Ebenso werden zwei involutorisch liegende 
Curven IL Ordnung aus jedem ihrer Punkte durch zwei involuto- 
risch liegende Strahlenbüschel I. Ordnung projicirt, aus jedem 
ausserhalb ihrer Ebene gelegenen Punkte aber durch zwei invo- 
lutorisch liegende Kegelflächen. Eine Regelschaar, welche zu der 
einen von den beiden Curven perspectivisch ist, liegt zu der an- 
deren involutorisch u. s. w. 

Wir können hiernach den einen der vorhin aufgestellten Sätze 
auf alle Elementargebilde ausdehnen, indem wir sagen: 

Zwei gleichartige Elementar gebilde , welche pi-ojectivisch sind 

und in einander liegen, haben involutorische Lage } wenn irgend 

zwei Elemente derselben einander doppelt entsprechen. 

Sind uämlich die beiden Elementargebilde zwei in einander 

liegende Strahlengebilde, so construiren wir zwei in einander 
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liegende Curven IL Ordnung, welche zu denselben perspectivisch 
sind. Da diese letzteren involutorische Lage haben, weil zwei Punkte 
derselben einander doppelt entsprechen, so müssen auch die beiden 
Strahlengebilde involutorisch liegen. Sind aber die Elementar- 
gebilde zwei Ebenenbüschel oder zwei gerade Gebilde, so con- 
struiren wir zwei zu ihnen perspectivische und in einander liegende 
Strahlengebilde, und weil dann die letzteren, wie soeben bewiesen, 
involutorische Lage haben, so gilt dasselbe von den ersteren. 

Zwei involutorisch liegende gleichartige Gebilde werden sehr 
häufig als ein einziges Gebilde angesehen, dessen Elemente dann 
paarweise einander zugeordnet oder auch involuto- 
risch gepaart genannt werden. So z.B. können wir sagen: 



In einer involutorischen Curve 
IL Ordnung (Figg. 56 und 57) 
liegen je zwei einander zuge- 
ordnete Punkte mit einem nicht 
auf der Curve gelegenen Punkte 
in einer Geraden, und je zwei 
einander zugeordnete Tangenten 
schneiden sich auf der Polare 
jene 8 Punktes in Bezug auf die 
Curve IL Ordnung. 



In einer involutorischen Kegel- 
fläche U. Ordnung liegen je zwei 
einander zugeordnete Strahlen 
mit einer nicht in der Fläche 
gelegenen Geraden in einer 
Ebene, und je zwei einander 
zugeordnete Berührungsebenen 
schneiden sich auf der Polar- 
ebene jener Geraden in Bezug 
auf die Kegelfläche. 



Der Satz links ist nur eine Wiederholung des pag. 117 be- 
wiesenen; und der Satz rechts ergiebt sich aus jenem, wenn die 
Kegelfläche IL Ordnung durch eine beliebige Ebene in einer 
Curve IL Ordnung geschnitten wird. Haben nämlich zwei Ele- 
mentargebilde perspectivische Lage, und sind die Elemente des 
einen iavolutorisch gepaart, so sind dadurch auch die Elemente 
des anderen involutorisch gepaart. 

„Will man die Elemente eines Elementargebildes involuto- 
„risch paaren, so darf man zwei Paare A, A x und -ß, B x zu- 
geordneter Elemente willkürlich annehmen; dadurch aber ist 
„jedem Elemente des Gebildes ein anderes zugeordnet." 
Das involutorische Elementargebilde entsteht nämlich aus zwei in 
einander liegenden Gebilden, welche projectivisch so auf einander 
bezogen werden, dass den drei Elementen A, A x , B des einen die 
resp. Elemente A^ A, B x des anderen entsprechen; aber diese 
Beziehung ist nur auf eine einzige Art möglich. 

Ist das involutorische Elementargebilde eine Curve IL Ord- 
nung, so kann zu jedem fünften Punkte C der zugeordnete C\ 
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leicht gefunden werden mit Hülfe des Involutionscentrums U 
(Figg. 56 u. 57), in welchem AA X und BB X sich schneiden, und 
durch welches auch CC t hindurchgeht, oder auch mit Hülfe der 
Involutionsaxe. Analoges gilt von der Kegelfläche IL Ordnung. 
Sind die Strahlen einer Regelschaar involutorisch zu paaren, so 
schneiden wir dieselbe in einer Curve IL Ordnung und brauchen 
dann nur die Punkte der letzteren involutorisch zu paaren. Die 
Strahlen eines Büschels I. Ordnung S (Fig. 58) werden involuto- 
risch gepaart, wenn man eine zu dem Büschel perspectivische 
Curve IL Ordnung construirt, z. B. einen durch den Mittelpunkt 
S gehenden Kreis, und die Punkte dieser Curve einander paar- 
weise zuordnet. Aehnlieh können wir mit jedem anderen Ele- 
mentargebilde verfahren. Die Elemente eines einförmigen Grund- 
gebildes können übrigens auch ohne Hülfe der Gebilde IL Ord- 
nung involutorisch gepaart werden. 

Zwei involutorisch liegende , gleichartige Elementargebilde, 
z. B. zwei involutorische Curven IL Ordnung (Figg. 56 und 57), 
sind einstimmig oder entgegengesetzt projectivisch , jenachdein 
zwei einander zugeordnete Elemente A und A Y durch irgend zwei 
andere B und B x getrennt sind oder nicht. Im ersteren Falle 
(Fig. 57) bewegen sich zwei einander entsprechende Elemente, 
von denen das eine das Gebilde AA X B und das andere gleich- 
zeitig das Gebilde A X AB beschreibt, in gleichem Sinne, und 
können nie zusammentreffen ; im letzteren Falle (Fig. 56) bewegen 
sie sich in entgegengesetztem Sinne, und müssen zweimal auf 
einander fallen. Nennen wir jedes Element, welches zwei involu- 
torisch liegende Gebilde entsprechend gemein haben, ein Ord- 
nungselement desjenigen involutorischen Gebildes, welches aus 
jenen beiden zusammengesetzt ist, so können wir also den Satz 
aussprechen : 

„Ein involu torisches Elementargebilde hat keine oder zwei 
„Ordnungs- Elemente, jenachdem zwei einander zugeordnete 
„Elemente desselben durch irgend zwei andere getrennt sind 
„oder nicht. In jedem Ordnungs -Elemente fallen zwei ein- 
ander zugeordnete Elemente des involutorischen Gebildes zu- 
sammen." 
Liegt das Involutionscentrum U einer involutorischen Curve 
IL Ordnung ausserhalb der letzteren (Fig. 56), so hat die Curve 
zwei Ordnungspunkte ü/, iV, nämlich die Berührungspunkte der 
beiden Tangenten, welche aus U an die Curve gezogen werden 
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können. Die Involutionsaxe u schneidet in diesen Punkten die 
Curve, weil u die Polare von U ist (pag. 79). 

„Die Ordnungselemente M, N eines involutorischen Elemen- 
„targebildes sind durch je zwei einander zugeordnete Elemente 
n A, A Y harmonisch getrennt." 
Es genügt, wenn dieser Satz nur für involutorische Curven 
II. Ordnung bewiesen wird, da jeder andere Fall auf diesen zu- 
rückgeführt werden kann. Sei B, B x ein zweites Paar einander 
zugeordneter Punkte (Fig. 56); dann schneiden sich die Gegen- 
seiten des einfachen Vierecks ABA l B l in zwei conjugirten 
Punkten (pag. 84), welche durch M und N harmonisch von einander 
getrennt sind. Die Strahlen BÄ, jB J/, BA^ BN sind also vier 
harmonische Strahlen, weil sie vier harmonische Punkte projicireu 
und folglich sind die Ordnungspunkte M und N in der Curve 
harmonisch getrennt durch die Punkte A und A Y . Dasselbe folgt 
aus einem Satze von pag. 86, da M ~N und AA X zwei conjugirte 
Strahlen sind. 

Um die Elemente eines Elementargebildes involutorisch zu 
paaren, können wir also auch zwei Ordnungselemente M, JV, oder 
ein Ordnungselement M und ein Paar zugeordneter Elemente A, 
A Y beliebig annehmen; dadurch aber ist zu jedem Elemente das 
zugeordnete völlig bestimmt. Denn im ersteren Falle sind je 
zwei Elemente einander zugeordnet, wenn sie durch M und N 
harmonisch getrennt sind ; im letzteren Falle aber kann das zweite 
Ordnungselement N sofort bestimmt werden, da es von M durch 
A und A x harmonisch getrennt ist, und dieser Fall ist dann auf 
den vorigen zurückgeführt. 

Die bisherigen Sätze über die involutorischen Gebilde sind 
von solcher Wichtigkeit und werden so häufige Anwendung finden, 
dass es wohl gerechtfertigt erscheint, wenn wir einige derselben 
noch einmal auf mehr elementarem Wege beweisen; zumal da 
sich hierbei noch neue nützliche Sätze ergeben werden. Wir 
gehen dabei von folgender Erklärung aus: 

„Zwei Gebilde ABCDE... und A^CyD^ . . ., welche nur 
„aus einzelnen Elementen von zwei Elementargebilden u und 
v u x bestehen, sollen projectivisch zu einander heissen, 
„wenn die Gebilde u und u x projectivisch so auf einander 
„bezogen werden können, dass den Elementen A, B, C, Z), 
„2<J, ... von u die resp. Elemente A x , B u Q, D u E x ... von n x 
„entsprechen. Wir benutzen das Zeichen 7* für projectivisch. a 
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Sind z. B. u und u x zwei gerade Gebilde, die in einer Ebene, 
aber nicht in derselben Geraden liegen , so ist nur dann 
ABCDE 1 .._x_A l B l C l D l E l ..., wenn die Geraden AÄ^, B~B^, 
CC^ DD ly EE l ,... entweder durch einen und denselben Punkt 
gehen, oder eine Curve II. Ordnung berühren, von welcher auch 
u und u x zwei Tangenten sind*). 

Ein Gebilde ABCD, welches aus vier Elementen eines Ele- 
mentargebildes besteht, ist projectivisch zu jeder aus ihm abge- 
leiteten Permutation , welche entsteht , wenn zwei von den vier 
Elementen, sowie auch die beiden übrigen vertauscht werden; 
oder es ist: 

ABCD * BADC * CDAB n DCBA. 
Sei ABCD ein gerades Gebilde, ein Fall, auf welchen alle übrigen 
Fälle sich zurückführen lassen , und sei z. B. zu beweisen , dass 
ABCD * CDAB ist. Wir projiciren ABCD aus einem belie- 
bigen Punkte S (Fig. 59) auf eine durch A gehende Gerade, und 
nennen AEFG diese Projection, bezeichnen ausserdem mit T 
den Schnittpunkt von CF und DE. Dann ist: 
AEFG eine Projection von ABCD aus dem Mittelpunkte S, 
CTFS „ „ „ AEFG „ „ A 

CDAB „ „ „ CTFS „ „ E. 

Es ist also: 

ABCD * AEFG * CTFS * CDAB 
und folglich ABCD * CDAB. 

Ebenso lassen sich die übrigen Beziehungen beweisen. Wir fol- 
gern daraus: 

„Ist abcd * ABCD, so ist auch abcd * BADC n CDAB 
„* DCBA." 

Zugleich aber ergiebt sich der schon früher (pag. 117) auf 
anderem Wege bewiesene Satz, dass nämlich zwei in einander 
liegende projectivische Elementargebilde involutorische Lage haben, 
wenn irgend zwei Elemente derselben, -4und-4 l5 einander doppelt 
entsprechen. Denn entspricht noch dem beliebigen Elemente B 
des einen Gebildes das Element B x des anderen, so dass den 
Elementen A, A x , B des ersteren die resp. Elemente A x , A, B x 



*) Die Beziehung -ABCD n A\BiCiD\ bedeutet auch, wie früher 
(pag. 54) gezeigt wurde, dass zwischen den Abschnitten der Geraden u und u\ 
die Proportion besteht: 

AB . CB AyB x . C\B Y 

AD ' CD Aibi ' C X D X ' 
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des letzteren zugewiesen sind, so folgt aus der eben bewiesenen 
Relation : 

AA l BB l * A x AB x B, 
dass auch dem Element B x des ersteren Gebildes das Element B 
des letzteren entspricht, oder dass je zwei Elemente B und B x 
einander doppelt entsprechen. 

Eine Folgerung, die wir schon früher hätten aufstellen können, 
ist diese: 

„Ein gerades Gebilde u liegt involu torisch zu einem ihm pro- 

„jectivischen Strahlenbüschel /S, wenn der Mittelpunkt des 

„letzteren ausserhalb u liegt und von irgend zwei Punkten P 

„und P x des geraden Gebildes jeder auf demjenigen Strahle 

„des Büschels liegt, welcher dem anderen Punkte entspricht" 

Denn der Schnitt des Büschels mit der Geraden ist projectivisch 

zu u und hat mit u involutorische Lage, weil die Punkte P und 

P x einander doppelt entsprechen. Auf ähnliche Weise erkennt 

man, wann ein Ebenenbüschel zu einem geraden Gebilde oder zu 

einem Strahlenbüschel involutorisch liegt. 

Ist z. B. in der Ebene einer Curve II. Ordnung eine Gerade « 
gegeben, welche die Curve nicht berührt, und suchen wir zu 
jedem Punkte von u die Polare in Bezug auf die Curve, so er- 
halten wir einen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt U der Pol 
von u ist; und dieser Strahlenbüschel liegt involutorisch zum ge- 
raden Gebilde u (pag. 81 und 83). Werden daher je zwei con- 
jugirte Punkte des geraden Gebildes u einander zugeordnet, und 
ebenso je zwei conjugirte Strahlen des Büschels J7, so sind so- 
wohl die Punkte von u als auch die Strahlen von U involutorisch 
gepaart. Insbesondere bilden die sämmtlichen Paare conjugirter 
Durchmesser einer Curve IL Ordnung einen involutorischen Strahlen- 
büschel. 

Der Satz, dass je zwei einander zugeordnete Elemente -4, A x 
eines involutorischen Gebildes durch die Ordnungselemente Af, N 
desselben, wenn solche vorhanden, harmonisch getrennt sind, lässt 
sich ebenfalls elementar beweisen. Sei das involutorische Gebilde 
M . N . AA X ein gerades Gebilde und entstanden aus zwei pro- 
jectivischen Gebilden, die involutorisch liegen; dann entsprechen 
den Punkten M, A, N, A v des einen von diesen die Punkte A/, 
A x , A T , A des anderen , weil M und N beiden Gebilden ent- 
sprechend gemein sind, A und A x aber einander doppelt ent- 
sprechen. Es ist also MANA V * MA X NA. Projiciren wir nun 
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MANAi aus einem beliebigen Punkte S (Fig. 60) auf eine 
durch M gehende Gerade, und nennen MRKT die Projeetion, 
so ist diese zu MANA V und folglich auch zu MA k NA projec- 
tivisch, also MRKT * MA X NA. Diese projectivischen Gebilde 
haben aber den Punkt M entsprechend gemein ^uncl liegen folglich 
perspectivisch : d.h. die Geraden RÄ Y , KN^ TA schneiden sich 
in einem und demselben Punkte Q. Wir erhalten somit ein 
Viereck QRST, von welchem zwei Paar Gegenseiten sich resp. 
in A und A x schneiden, während die Diagonalen beziehungsweise 
durch M und N gehen, so dass die Punkte MANA X wirklich 
vier harmonische Punkte sind. 

Eine Gruppe von drei Elementenpaaren AA X . BB X . CC X 
eines involutorischen Elementargebildes wird eine Involution 
genannt. Die sechs Elemente einer Involution sind uicht unab- 
hängig von einander, weil in einem involutorischen Elementar- 
gebilde zu jedem Elemente das zugeordnete bestimmt ist, sobald 
zwei Paare zugeordneter Elemente gegeben sind. Vielmehr müssen 
die Gebilde AA X BC und AyAB^, ebenso die Gebilde AB^C 
und A X BCC X etc. projectivisch sein, welche in symmetrischer 
Weise aus jenen sechs Elementen zusammengesetzt sind. Um- 
gekehrt folgt aus der Beziehung AA { BC * A i AB l C i ^ dass die 
drei Elementenpaare -4, A x ; B, B } ; C,C\ eine Involution AA X . BB i . 
CCi bilden; denn in den projectivischen Gebilden AA i BC und 
A l AB l C l entsprechen die Elemente A und A x einander doppelt, 
und folglich auch die Elemente" B und B x , sowie C und C { . Ein 
Ordnungselement M oder N kann in der Involution die Stelle 
eines Elementenpaares vertreten: so z. B. ist M . AA X . BB X eine 
Involution, wenn MAA X B * MA x AB t . Ebenso ist M.N.AA X 
eine Involution, wenn MANA V ein harmonisches Gebilde, also 
projectivisch zu dem harmonischen Gebilde MA X NA ist. 

Wir können nun folgenden Doppelsatz aufstellen: 



Die sechs Seiten eines voll- 
ständigen ebenen Vierecks QRST 
(Fig. 61) werden von jeder Gera- 
den u, die mit dem Viereck in 
einer Ebene liegt, -aber durch kei- 
nen der vier Eckpunkte geht, in 
einer Involution geschnitten, näm- 
lich je zwei Gegenseiten in zwei 
einander zugeordneten Punkten. 



Die sechs Eckpunkte eines 
vollständigen ebenen Vierseits 
werden aus jedem Punkte, der 
mit dem Vierseit in einer Ebene, 
aber auf keiner der vier Seiten 
liegt, durch eine Involution pro- 
jicirt, nämlich je zwei Gegen- 
punkte durch zwei einander zu- 
geordnete Strahlen. 
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Möge u von den Seiten RT und QS, ST und QR, QT 
und R S in den resp. Punkten A und A x , J5 und B x , C und C x 
geschnitten werden, und sei der Schnittpunkt von Q S und R T. 
Dann ist ATOR eine Projeetion sowohl \onACA l B l aus dem Mittel- 
punkte Q, als auch von ABA X C x aus dem Mittelpunkte S, und daher 

ACA X B X * ATOR * ABA X C X . 
Ausserdem aber ergiebt sich, wenn A mit A Xy sowie B mit Ci 
vertauscht wird (pag. 121) : 

ABA X C X * A X C X AB. 
Folglich ist auch: 

ACA i B l * A X C X AB, 
oder AA X . BB X . CC X ist eine Involution. Denn werden zwei in 
u liegende gerade Gebilde projectivisch so auf einander bezogen, 
dass den Punkten A, C, A x des ersten die resp. Punkte A x , Ci, A 
des zweiten entsprechen, so liegen die Gebilde involutorisch, weil 
A und A x einander doppelt entsprechen, und JB und B x ent- 
sprechen einander zufolge der Beziehung ACA l B l * A l C l AB. 
Sind nun von einem involutorischen geraden Gebilde u zwei 
Punktenpaare -4, A l und J3, B x gegeben , und soll zu einem be- 
liebigen fünften Punkte C der zugeordnete C x gesucht werden, 
so können wir ohne Benutzung der Gebilde IL Ordnung folgender- 
maassen verfahren. Wir construiren ein vollständiges Viereck, 
von welchem zwei Gegenseiten durch resp. A und A Xl zwei andere 
durch resp. B und B x gehen, eine fünfte Seite aber durch C\ 
dann trifft die sechste Seite den gesuchten Punkt C x . 

Sind zwei Punkte M und N von u sowohl durch A und A x 
als auch durch B und B x , also durch zwei Paar Gegenseiten des 
Vierecks harmonisch getrennt, so sind sie auch durch C und Cj, 
d. h. durch die beiden Diagonalen harmonisch getrennt. Denn AI 
und N sind dann die Ordnungspunkte des involutorischen Ge- 
bildes AA X .BB X 

„Wenn einem einfachen Viereck QRST (^ig. 62) eine Curve 
„II. Ordnung umschrieben ist, so bilden die drei Paare von 
„Punkten, in welchen irgend eine durch keinen der vier Eck- 
punkte gehende Gerade u die Curve und die zwei Paar 
„Gegenseiten des Vierecks schneidet, eine Involution." 
Denn es werde u von den Seiten Ql\ RS, QR und TS in den 
resp. Punkteu A, A x , B, B x geschnitten, von der Curve aber in 
den Punkten P und P x . Dann sind die beiden Strahlenbüschel, 
durch welche die Curvenpunkte P, Ä, P x , T aus Q und £ pro- 
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jicirt werden, prqjectivisch (pag. 63). und folglich auch die geraden 
Gehilde PBP l A und PA l P l B l , in welchen diese Büschel durch 
die Gerade u geschnitten werden. Da nun PA l P l B l * P l B l PA l 
(pag. 121), so folgt auch: 

PBP X A n P X B X PA X , 
d. h. PP| . AA X . BB X ist eine Involution. 

Ein ganz analoger Satz gilt für die Curven IL Ordnung, 
welche einem einfachen Vierseit eingeschrieben sind, also die 
Seiten desselben berühren. .Weil ein invqlutorisches einförmiges 
Gebilde schon durch zwei Elementenpaare A, A t und B, B v be- 
stimmt ist, so können wir auch folgenden Doppelsatz aufstellen: 



Die sämmtlichen Curven 
IL Ordnung, welche einem ebe- 
nen Viereck umschrieben sind, 
erzeugen mit einer Geraden w, 
die in der Ebene des Vierecks 
liegt, aber durch keinen Eck- 
punkt desselben geht, ein invo- 
lutorisches gerades Gebilde u x . 
In demselben sind nämlich je 
zwei Punkte einander zugeord- 
net, welche einer und derselben 
unter den Curven IL Ordnung 
angehören. In seinen beiden 
Ordnungspunkten wird u von 
zwei jener Curven IL Ordnung 
berührt. 



Die sämmtlichen Curven 
IL Ordnung, welche einem ebe- 
nen Vierseit eingeschrieben sind, 
erzeugen mit einem Punkte S, 
welcher in der Ebene des Vier- 
sens, aber auf keiner Seite des- 
selben liegt, einen involutori- 
schen Strahlenbüschel S. In 
demselben sind nämlich je zwei 
Strahlen von S einander zuge- 
ordnet, welche eine und dieselbe 
unter den Curven IL Ordnung 
berühren. Die beiden Ordnungs- 
strahlen von S berühren in diesem 
Punkte zwei jener Curven IL Ord- 
nung. 



Jenachdem also solche Ordnungselemente vorhanden sind 
oder nicht, giebt es zwei oder gar keine Curven IL Ordnung, 
welche: 



einem ebenen Viereck umschrie- 
ben sind und zugleich eine in 
derselben Ebene gegebene Ge- 
rade u, welche durch keinen der 
vier Eckpunkte geht, berühren. 



einem ebenen Vierseit einge- 
schrieben sind und zugleich 
durch einen in derselben Ebene, 
aber auf keiner der Seiten ge- 
legenen Punkt hindurchgehen. 



Zugleich ist die Aufgabe, diese Curven II. Ordnung zu con- 
struiren, zurückgeführt auf die folgende: „In einem involuto- 
rischen einförmigen Gebilde die Ordnungselemente zu bestimmen." 
Mit dieser Aufgabe zweiten Grades werden wir uns in einem 
der nächsten Vorträge beschäftigen. 
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Ist im Satze links die Gerade u unendlich fern, so ergiebt 
sich als specieller Fall Folgendes: 

„Durch vier in einer Ebene liegende eigentliche Punkte können 
„entweder zwei oder gar keine Parabeln gelegt werden." 



Dreizehnter Vortrag*). 



Metrische Relationen involutorischer Gebilde. Brenn- 
punkte der Curven zweiter Ordnung. 



Seien A, A x , B, B x \ C, C, (Figg. 63 und 64) drei Punkten- 
paare eines involutorischen geraden Gebildes, so dass (nach 
pag. 123) unter Anderem die Beziehung stattfindet: AA X BC X * 
A X AB X C\ dann gilt (pag. 54) für die Abschnitte, welche die sechs 
Punkte unter einander bilden, folgende Proportion: 

ÄÄ j . BÄ\ _ ÄiÄ^ . B\A^ 
AC X ' BC X A X C ' B X C ' 

Wir können statt derselben auch die folgende schreiben: 

AA\ . BA X _ AA\ . ABi . 

ACi ' BC X CA] ' CB X ' 

denn es ist A X A = — AA X \ A X C = — CA X u. s. w. , weil je 
zwei solche Abschnitte gleiche Länge, aber entgegengesetzten 
Sinn haben. Werden alle Divisoren nebst dem Factor AA X fort- 
geschafft, so ergiebt sich die Gleichung: 

I . . . . AB X . BC X .CA X = AC X . BA X . CB X . 
Die Beziehung AA X BC X n A X ABC verliert ihre Gültigkeit 
nicht, wenn in derselben irgend zwei einander zugeordnete Punkte 
vertauscht werden; dasselbe gilt daher von der Gleichung I. 
Durch Vertauschung von C mit C x z. B. erhalten wir folgende 
Gleichung : 

I a . . . . AB X . BC. C X A X = AC. BA X . C X B^ 
und in derselben Weise ergeben sich aus I noch andere ähnlich 
gebaute Gleichungen. Ganz analoge Gleichungen lassen sich auch 

*) Als Anhang zu betrachten. 
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für die Sinus der Winkel aufstellen, welche die sechs Elemente 
einer Involution im Büschel I. Ordnung mit einander bilden. 

Die Gleichungen I und I a vereinfachen sich wesentlich, wenn 
einer der sechs Punkte, z. B. C x , ins Unendliche rückt. Sein zu- 
geordneter Punkt C fällt dann zusammen mit dem sogenannten 
Mittelpunkte des involutorischen geraden Gebildes, d.h. mit 
demjenigen Punkte 0, welcher dem unendlich fernen Punkte zu- 
geordnet ist. Zugleich nähern sich die Verhältnisse: 

BC X = ACh — AB = . __ AB 

AC X ACi "" " AC X 

1in j C\Ai _ C X B X - A X B X _ 1 _ AiB { 

UM dB; — C X B X ~ " — C X B X 

unbegrenzt dem Werthe Eins, weil AC X und C X B X ins Unend- 
liche wachsen, AB und A X B X dagegen endliche Abschnitte sind. 
Die Gleichungen I und I a gehen also in folgende über: 
AB X . 0A X = BA X . 0B X 
und AB x .BO = AO.BA x . 
Durch Dividiren entsteht hieraus: 

0A X _ 0B X 
BO AO ' 

und diese Gleichung lässt sich sofort auf die Form bringen : 

II ... . OA. 0A X = OB. 0B X \ 
d.h.: „Das Product aus den beiden Abschnitten, welche zwei 
„einander zugeordnete Punkte (A und A x oder B und 
V B X etc.) eines involutorischen geraden Gebildes mit dem 
„Mittelpunkte desselben bilden, ist constant." 
Hat das gerade Gebilde zwei Ordnungspunkte M und jW 
(Fig. 64), in welchen also je zwei einander zugeordnete Punkte 
zusammenfallen, so folgt aus II: 

III . . , . OA.OA x = (OM)* = (ON)*. 
Der Mittelpunkt halbirt also den Abschnitt MN zwischen den* 
Ordnungspunkten. Zugleich sagt diese Gleichung aus (pag. 40), 
dass M und N durch A und A x harmonisch getrennt sind, was 
wir schon wissen. 

Jenachdem das Product OA . 0A X positiv (gleich einem 
Quadrat [OM] 2 ) oder negativ ist, sind Ordnungspunkte vorhanden 
oder nicht. Im ersteren Falle liegen also A und A x auf der 
gleichen, im letzteren Falle auf entgegengesetzten Seiten vom 
Mittelpunkt 0. Dasselbe ergiebt sich aus einem früheren Satze 
(pag. 119). 
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Beschreiben wir über jedem Abschnitte AA X , BB X , CC X etc., 
welcher von zwei einander zugeordneten Punkten des involuto- 
rischen geraden Gebildes begrenzt wird, einen Kreis, dessen 
Durchmesser der Abschnitt ist, und bezeichnen wir mit r den 
Radius eines beliebigen dieser Kreise, z. B. desjenigen über AA l ^ 
und mit d den Abstand seines Mittelpunktes K vom Funkte O. 
Dann ist (Figg. 63 und 64) : 

" OA = OK—AK=d — r 
und OA x = OK+KA l = d-\-r, 
und folglich: 

OA . OA x = (d — r) (d + r) = d 2 — r 2 . 
Hat das involutorische gerade Gebilde zwei Ordnungspunkte 
M, N (Fig. 64) , so liegt ausserhalb des Kreises und d 2 — r 2 
bedeutet das Quadrat der Tangente £, die von O an den Kreis 
gelegt werden kann; denn t und r sind die Catheten eines recht- 
winkligen Dreiecks, von welchem d die Hypotenuse ist. Die 
Länge dieser Tangente ist nach Gleichung II dieselbe für alle 
über den Abschnitten construirten Kreise, und zwar nach III 
gleich der halben Länge des Abschnittes MN zwischen den Ord- 
nungspunkten. Wird also aus dem Mittelpunkt ein Kreis über 
MN beschrieben, so schneidet dieser die über AA X , BB V , CC X etc. 
construirten Kreise unter rechten Winkeln. Es lässt sich sogar 
zeigen, dass die letzteren Kreise von jedem durch M und N ge- 
legten Kreise rechtwinklig geschnitten werden. 

Hat das involutorische gerade Gebilde keine Ordnungspunkte 
(Fig. 63), so liegt sein Mittelpunkt innerhalb des über AA X 
beschriebenen Kreises, und d 2 — r 2 ist negativ. Wird dann durch 
senkrecht zu AA X eine Sehne PQ dieses Kreises gezogen, so 
bildet jede Hälfte P oder Q dieser Sehne mit d zusammen 
die beiden Catheten eines rechtwinkligen Dreiecks, von welchem 
r die Hypotenuse ist, so dass d 2 -\-(OP) 2 = r 2 oder d 2 — r 2 
— — (OP) 2 = — (OQ) 2 ist. Die Länge dieser Sehnenhälften 
bleibt aber nach Gleichung II dieselbe für alle über den Ab- 
schnitten AA Y , BB X , CC X etc. construirten Kreise, und letztere 
gehen somit alle durch P und Q. Die Winkel APA X , BPB } , 
CPC X etc. sind daher Rechte, und wir erhalten den Satz: 

„Hat ein involutorisches gerades Gebilde keine Ordnungs- 
„punkte, so giebt es in jeder durch dasselbe gelegten Ebene 
„zwei Punkte P und Q, aus welchen das Gebilde durch einen 
„rechtwinkligen involu torischen Strahlenbüschel projicirt 
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„wird, sodass nämlich je zwei einander zugeordnete Strahlen 

„desselben auf einander senkrecht stehen." 

Dass die über .4^1, BB X , CC X etc. construirten Kreise durch 

jeden Punkt hindurchgehen, in welchem irgend zwei von ihnen 

sich schneiden, kann auch aus folgendem Satze geschlossen 

werden : 

„Ein involutorischer Strahlenbüschel ist rechtwinklig, wenn die 
„Winkel zwischen irgend zwei Paaren a, a x und 6, b x zu- 
geordneter Strahlen Rechte sind." 
Die Richtigkeit dieses Satzes folgt daraus, dass die Strahlen des 
Büschels nur auf eine einzige Art involutorisch gepaart werden 
können, so dass die Strahlen a und a 1? sowie b und 6j einander 
zugeordnet sind. Dieses geschieht aber, wenn jedem Strahle der 
zu ihm senkrechte Strahl zugeordnet ist. Hierher gehört auch 
der Satz: 

„Werden einer Curve IL Ordnung beliebig viele rechtwinklige 
„Dreiecke so eingeschrieben , dass die Scheitelpunkte der 
„rechten Winkel in einem Punkte S zusammenfallen, so 
„schneiden sich die Hypotenusen in einem und demselben 
„Punkte. «■ 
Durch den rechtwinkligen Büschel S werden nämlich die Curven 
punkte involutorisch gepaart (vergl. pag. 118). 

Ist in der Ebene einer Curve IL Ordnung ein Strahlen- 
büschel U I. Ordnung gegeben, dessen Mittelpunkt nicht auf der 
Curve liegt, so sind die Strahlen von U involutorisch gepaart, 
wenn je zwei conjugirte Strahlen einander zugeordnet werden 
(pag. 122). Ist der so entstehende involutorische Strahlenbüschel 
ein rechtwinkliger, so. hat sein Mittelpunkt eine besondere Be- 
deutung für die Curve IL Ordnung, und soll ein Brennpunkt 
der letzteren heissen. Wir können also folgende Definition auf- 
stellen : 

„Jeder Brennpunkt einer Curve IL Ordnung hat eine solche 
„Lage, dass je zwei Strahlen desselben, die auf einander 
„senkrecht stehen, in Bezug auf die Curve einander con- 
„jugirt sind." 

Ein Brennpunkt kann nicht ausserhalb der Curve IL Ord- 
nung liegen; denn sonst hätte der involutorische Strahlenbüschel, 
dessen Mittelpunkt er ist, zwei Ordnungsstrahlen, nämlich zwei 
Tangenten der Curve. Jeder Brennpunkt F liegt auf einer Axe 
der Curve IL Ordnung; nämlich ein durch F gelegter Durch- 

Reye, Geometrie der Lage. I. 9 
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messer ist eine Axe, weil er senkrecht steht auf der durch F 
gehenden, ihm conjugirten Sehne. Die Verbindungslinie von zwei 
Brennpunkten F und F x einer Curve II. Ordnung ist eine Axe 
der Curve, weil sie zu den beiden Senkrechten, die in F und F l 
auf ihr errichtet werden können, conjugirt ist, ihr Pol also mit 
dem unendlich fernen Schnittpunkte dieser Senkrechten zusammen- 
fällt (vergl. pag. 92). 

Im Kreise kann der Mittelpunkt als Brennpunkt betrachtet 
werden. Zwei Strahlen, die in Bezug auf einen Kreis einander 
conjugirt sind, stehen nur dann senkrecht auf einander, wenn 
einer oder jeder derselben ein Durchmesser ist; woraus leicht zu 
erkennen ist, dass der Kreis ausser dem Mittelpunkte keinen 
Brennpunkt haben kann. Von der folgenden Untersuchung soll 
der Kreis ausgeschlossen werden. 

Zu einer Geraden p in der Ebene einer Curve IL Ordnung 
giebt es eine conjugirte Gerade p x (Fig. 65), die auf p senkrecht 
steht, nämlich die Normale, welche aus dem Pole von p auf p 
gefällt werden kann. Sei nun a eine Axe der Curve II. Ordnung, 
und möge dieselbe von p und p x unter schiefen Winkeln in den 
resp. Punkten P und P x geschnitten werden; dann steht jeder 
Strahl des Büschels P senkrecht zu dem ihm conjugirten Strahle 
des Büschels P x . Die Büschel P und P x sind nämlich projecti- 
visch auf einander bezogen, wenn jedem Strahle des einen der 
ihm conjugirte Strahl des anderen zugewiesen ist (pag. 84) ; da 
aber, wenn A den unendlich fernen Pol der Axe a bedeutet, die 
drei Strahlen a, PA, p von P zu ihren resp. conjugirten Strahlen 
P X A, a und p x von P x senkrecht sind, so erzeugen P und P x 
einen Kreis über dem Durchmesser PP X , und je zwei conjugirte 
Strahlen dieser Büschel sind auf einander senkrecht. Hieraus 
folgt die erste Hälfte des Satzes: 

„In einer Axe a einer Curve II. Ordnung giebt es zu jedem 
„Punkte P einen Punkt P t , so dass je zwei einander conjugirte 
„Strahlen, welche durch resp. P und P x gehen, zu einander 
„senkrecht sind. Werden je zwei solche Punkte einander zu- 
ngeordnet, so sind die Punkte der Axe a involutorisch ge- 
haart." 
Die zweite Hälfte dieses Satzes ergiebt sich aus Folgendem. 
Wir beziehen die beiden Parallelstrahlenbüschel, von denen der 
eine die Richtung des Strahles p und der andere diejenige des 
Strahles p x hat, projectivisch auf einander (pag. 84), indem wir 
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jedem Strahle des einen Büschels den ihm conjugirten Strahl des 
anderen zuweisen. Die Gerade a wird von diesen Büscheln in 
zwei projecti vischen geraden Gebilden geschnitten; und dieselben 
liegen involutorisch, weil je zwei Punkte derselben, wie P und P,, 
einander doppelt entsprechen. 

„Hat dieses involu torische gerade Gebilde a zwei Ordnungs- 
„ punkte, so ist jeder derselben ein Brennpunkt der Curve 
„II. Ordnung; hat a keine Ordnungspunkte, so ist jeder der 
„beiden Punkte, aus welchen a durch einen rechtwinkligen 
„Strahlenbüschel projicirt wird (pag. 128) ein Brennpunkt der 
„Curve." 
Denn je zwei zu einander senkrechte Strahlen eines solchen 
Punktes sind einander conjugirt. Im letztereu Falle liegen die 
Brennpunkte in der von a verschiedenen Axe der Curve II. Ord- 
nung, und bilden die Ordnungspunkte eines in dieser zweiten 
Axe liegenden involutorischen Gebildes, welches auf dieselbe 
Weise entsteht wie das erstere. 

Keine Curve IL Ordnung hat mehr als zwei Brennpunkte ; 
denn jede Verbindungslinie von zwei Brennpunkten ist eine Axe 
der Curve. und nur der Kreis hat mehr nls zwei Axen. Die- 
jenige Axe a einer Ellipse oder Hyperbel, auf welcher die beiden 
Brennpunkte dieser Curve liegen, wird die Haupt axe derselben 
genannt. Die Hyperbel wird von ihrer Hauptaxe geschnitten; 
denn auf derjenigen Axe, von welcher sie nicht geschnitten wird, 
können die Brennpunkte nicht enthalten sein, weil dieselben 
innerhalb der Curve liegen müssen. Die Brennpunkte einer El- 
lipse oder Hyperbel haben vom Mittelpunkt der Curve gleichen 
Abstand (pag. 37) ; denn in dem involutorischen geraden Gebilde a, 
dessen Ordnungspunkte die Brennpunkte sind, ist der Mittelpunkt 
dem unendlich fernen Punkte zugeordnet, weil die andere Axe 
der Curve allen zu ihr normalen Geraden conjugirt ist. Ueber- 
haupt sind die Brennpunkte harmonisch getrennt durch je zwei 
conjugirte Gerade, welche auf einander senkrecht stehen. 

Ist die Curve II. Ordnung eine Parabel, also a die Axe der- 
selben, so haben die beiden projectivischen Parallelstrahlenbüschel, 
von denen vorhin die Rede war, die unendlich ferne Gerade ent- 
sprechend gemein; denn dieselbe ist, als Tangente der Parabel, 
sich selbst conjugirt (pag. 83). Im involutorischen geraden Ge- 
bilde a fällt also der eine Ordnungspunkt zusammen mit dem 
unendlich fernen Punkt, welcher sonach als Brennpunkt der 

9* 
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Parabel anzusehen ist. Die Parabel hat folglich nur einen eigent- 
lichen Brennpunkt, welcher als zweiter Ordnungspunkt von a den 
Abschnitt zwischen je zwei einander zugeordneten Punkten P und 
P x halbirt. 

Seien nun F und F x die beiden Brennpunkte einer Curve 
II. Ordnung, von denen der eine unendlich fern auf der Axe 
liegt, wenn die Curve eine Parabel ist. Je zwei conjugirte Ge- 
rade SP und SP X , die auf einander senkrecht stehen (Fig65), 
sind dann durch die Punkte F und jF\ und folglich auch durch 
die Strahlen ~SF und SF l harmonisch getrennt; sie halbiren 
daher die Winkel zwischen SF und SF i (pag. 37). Ist S ein 
Punkt der Curve, so berührt eine der Geraden SP und SP Y die 
Curve; liegt S ausserhalb der Curve, so halbiren SP 'und SP X 
auch die Winkel zwischen den beiden Tangenten, welche von S 
an die Curve gezogen werden können, weil diese gleichfalls durch 
SP und SP X harmonisch getrennt sind (pag. 83). Wir erhalten 
somit die Sätze: 

„Jede Tangente einer Curve IL Ordnung bildet gleiche Winkel 
„mit den beiden Geraden, welche ihren Berührungspunkt mit 
„den Brennpunkten der Curve verbinden." 

„Wird der Schnittpunkt von zwei Tangenten verbunden mit 
„den Brennpunkten einer Curve II. Ordnung, so bildet die 
„eine Verbindungslinie mit der einen Tangente denselben 
„Winkel wie die andere Verbindungslinie mit der andern 
„Tangente." 

Andere bemerkenswerthe Eigenschaften der Brennpunkte er- 
geben sich daraus, dass je zwei conjugirte Strahlen eines Brenn- 
punktes auf einander senkrecht stehen. Nennen wir die Polare / 
eines Brennpunktes F der Curve IL Ordnung eine Directrix 
der letzteren, so folgt der Satz: 

„Der Abschnitt einer jeden Tangente, welcher zwischen dem 
„Berührungspunkte und einer Directrix liegt, wird aus dem 
„zugehörigen Brennpunkte durch einen rechten Winkel pro- 
„jicirt." 

Die Schenkel dieses Winkels sind nämlich zwei conjugirte 
Strahlen des Brennpunktes F, weil der Punkt, in welchem die 
Tangente von der Directrix / geschnitten wird, die Verbindungs- 
linie von F mi t dem Berührungspunkte zur Polaren hat. 

Seien TA und TB zwei beliebige Tangenten einer Curve 
IL Ordnung (Fig. 66), sei also AB die Polare des Punktes T\ dann 
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ist der Schnittpunkt P von AB und / der Pol der Geraden TF, 

und PF steht senkrecht zu TF, weil diese beiden Strahlen 

einander conjugirt sind. Zugleich sind F A und FB harmonisch 

getrennt durch FT und FP, weil A und B harmonisch getrennt 

sind durch P und FT. Folglich werden die von FA und FB 

gebildeten Nebenwinkel halbirt durch FT xm& FP (pag. 37); oder: 

„Wird ein eigentlicher Brennpunkt einer Curve IL Ordnung 

„verbunden mit den beiden Berührungspunkten, sowie mit dem 

„Schnittpunkte von zwei Tangenten, so bildet die letztere 

„Verbindungslinie gleiche Winkel mit den beiden ersteren." 

Werden durch A und B (Fig. 66) zwei Parallele zu FT gezogen, 

welche in resp. A x und B x die Directrix / schneiden, so sind 

auch A x und B l harmonisch getrennt durch P und FT. Die 

Winkel zwischen FA X und FB X werden daher ebenfalls halbirt 

durch FT und FP. Hieraus folgt sogleich, dass die Dreiecke 

A X AF und B X BF ähnlich sind, weil sie gleiche Winkel haben, 

so dass die Proportion gilt: 

FA:AA X = FB:BB X . 
Die Abschnitte AA X und BB X bilden gleiche Winkel mit der 
Directrix /, und sind desshalb proportional zu den Senkrecnten 
AA 2 und BB 2 , welche aus A und B auf/ gefällt werden können, 
so dass wir auch haben: 

FA : AA 2 = FB : BB^. 
Hierin sind A und B zwei ganz beliebige Curvenpunkte ; also 
gilt der Satz: 

„Die Abstände eines beliebigen Punktes der Curve IL Ord- 
„nung von einem Brennpunkte und von der zugehörigen Di- 
„rectrix haben ein constantes Verhältniss zu einander." 
Für die Parabel ist der Werth dieses Verhältnisses gleich der 
Fiinheit, oder die beiden Abstände sind einander gleich; denn der 
Scheitelpunkt ist eben so weit entfernt vom Brennpunkte wie von 
der Directrix, weil er durch diese beiden harmonisch getrennt 
ist vom unendlich fernen Parabelpunkt. Ist die Curve IL Ord- 
nung eine Ellipse oder Hyperbel, so hat jenes Verhältniss den- 
selben Werth für den einen wie für den anderen Brennpunkt 
und die zugehörige Directrix; wie Sie leicht daraus erkennen, 
dass die Curve durch jede ihrer Axen in zwei symmetrische 
Hälften zerfällt. Sind also r und r x die Abstände irgend eines 
Curvenpunktes A von den beiden Brennpunkten F und F x 
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(Fig. 67 und 67 a), d und d x seine Abstände von den zugehörigen 
beiden Directrices / und f x , so ist 

-£ = ■§- = Const -' 

wo auch der Punkt A liegen möge. Es folgt hieraus, dass auch 
-/7r£- diesem constanten Verhältniss gleich ist. Bei der Ellipse 

ist aber d -f- d x und bei der Hyperbel d — d x constant , nämlich 
gleich dem Abstände der beiden Directrices von einander, also 
muss für die Ellipse die Summe r-j-rj, und für die Hyperbel 
die Differenz r — r x constant sein, d.h.: 

„Die Summe der Abstände eines beliebigen Punktes einer El- 
lipse von den Brennpunkten derselben ist constant." 

„Die Differenz der Abstände eines beliebigen Punktes einer 
„Hyperbel von den Brennpunkten derselben ist constant." 
Ohne Mühe werden Sie finden, dass diese constante Summe oder 
Differenz gleich ist dem Abschnitte zwischen den Scheitelpunkten 
der Hauptaxe, und dass die Ellipse von ihrer Hauptaxe ein 
grösseres Stück einschliesst, als von der anderen Axe. 

„Die Fusspunkte aller Perpendikel, welche von den Brenn- 
punkten einer Ellipse oder Hyperbel auf deren Tangenten 
„gefällt werden können, liegen auf einem Kreise, welcher den 
„Abschnitt zwischen den Scheitelpunkten der Hauptaxe zum 
„Durchmesser hat." 
Seien F, F x die Brennpunkte, A, A x die Endpunkte eines Durch- 
messers der Ellipse (Fig. 68); dann ist das Viereck FAF l A l ein 
Parallelogromm , weil seine Diagonalen einander im Mittelpunkte 
M der Curve halbiren. Die Seiten dieses Parallelogrammes bilden 
(pag. 132) gleiche Winkel mit der in A construirten Tangente. 
Ist also N der Fusspunkt des Perpendikels , welches aus F x auf 
diese Tangente gefällt wird, und wird die letztere durch A X F X 
im Punkte K geschnitten, so ist A F X K ein gleichschenkliges Drei- 
eck und die Grundlinie A K desselben wird in N halbirt. Da 
auch AA X in M halbirt wird, so ist folglich MN parallel zu 
A X K und zugleich MN = \A X K. Wegen F X K = AF X = FA X 
ist aber A X K = FA X + A x F x und daher MN = % (FA X -f- A X F X ). 
Folglich hat der Punkt N vom Mittelpunkt M der Ellipse einen 
constanten Abstand, wie auch der Durchmesser AA X angenommen 
sein möge; denn FA x -\-A x F x ist constant. Der um M be- 
schriebene Kreis, auf welchem N liegt, geht aber durch die 
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Scheitelpunkte der Hauptaxe, weil dieselben die Fusspunkte der 
Perpendikel sind, welche von den Brennpunkten auf die Scheitel- 
tangenten gefällt werden können. — Für die Hyperbel ist der 
Beweis ganz analog zu führen. 

„Die Fusspunkte aller Perpendikel, welche vom Brennpunkte 
»F einer Parabel auf deren Tangenten gefällt werden können, 
„liegen auf der Scheiteltangente der Parabel." 
Legen wir durch den Schnittpunkt N der Scheiteltangente NS 
mit einer beliebigen Tangente NA (Fig. 69) eine Parallele NF X 
zur Axe und eine Gerade NF nach dem Brennpunkt, so sind die 
Winkel FNA und SNF X einander gleich (pag. 132), weil Nl\ 
den zweiten, unendlich fernen Brennpuukt der Parabel enthält; 
und da SNF X ein rechter Winkel ist, so muss auch FNA ein 
solcher sein. 

Diese Sätze geben uns zugleich Mittel an die Hand, die Brenn- 
punkte einer Curve II. Ordnung auf einfache Weise zu construiren. 
Eine sehr einfache Construction für die Ellipse oder Hyperbel 
ist noch die folgende. Man construire in den beiden Scheitel- 
punkten der Hauptaxe die Tangenten; dieselben schneiden jede 
dritte Tangente in zwei Punkten P, Q, welche aus jedem Punkte 
der Hauptaxe durch zwei conjugirte Strahlen projicirt werden 
(pag. 86). Um also die Brennpunkte zu erhalten, für welche 
diese beiden conjugirten Strahlen auf einander senkrecht stehen 
müssen, beschreibe man über PQ als Durchmesser* einen Kreis; 
die Schnittpunkte desselben mit der Hauptaxe sind die gesuchten 
beiden Brennpunkte. 

Werden zwei Tangenten TA und TB einer Curve IL Ord- 
nung von einer dritten in den resp. Punkten A x und B x ge- 
schnitten, sind A, B und C die resp. drei Berührungspunkte, 
und F ein eigentlicher Brennpunkt der Curve (Fig. 70); dann 
gelten für die Winkel, durch welche die Abschnitte der Tangenten 
aus F projicirt werden, folgende Gleichungen (pag. 133): 
(_ B X FC = i_ BFB X =\L B*'C, 
l_ CFA X = [_ A X FA = |/_ CFA; 
folglich: [_ B X FC+ [_ CFA X = ± {/_ BFC + [_ CFA), 
oder: /_ B l FA l = /__ BFT = [__ TFA. 

Bleiben also die ersten beiden Tangenten TÄ und TB fest, so 
hat der Winkel B X FA X , durch welchen der von ihnen begrenzte 
Abschnitt A X B X der dritten Tangente aus dem Brennpunkte F 
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projicirt wird, eine unveränderliche Grösse, wie auch die dritte 
Tangente angenommen werden mag. Rollt die dritte Tangente 
auf der Curve fort, so beschreiben A x und B x zwei projectivische 
gerade Gebilde in den festen Tangenten, die Strahlen FA X und 
FB X aber zwei gleiche Strahlenbüschel uip F; also: 

„Die projectivischen geraden Gebilde, in welchen irgend zwei 
„Tangenten einer Curve IL Ordnung die übrigen schneiden, 
„werden aus jedem Brennpunkt der Curve durch zwei gleiche 
„und einstimmig projectivische Strahlenbüschel projicirt." 
Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Curve IL Ordnung eine 
Parabel oder ein Kreis, und zugleich der Brennpunkt der un- 
endlich ferne Punkt der ersteren, oder der Mittelpunkt des letz- 
teren ist. Sind von einer Curve IL Ordnung drei Tangenten und 
ein Brennpunkt gegeben, so können hiernach leicht beliebig viele 
andere Tangenten construirt werden. 



Vierzehnter Vortrag. 

Aufgaben zweiten Grades. 



Unsere Untersuchungen haben uns mehrfach zu Aufgaben 
geführt, welche im Allgemeinen zwei Lösungen zulassen, und 
nicht mit alleiniger Anwendung linearer Constructionen gelöst 
werden können, sondern die Benutzung eines Gebildes zweiter 
Ordnung verlangen. Hierher gehört u. A. die Aufgabe: „die- 
jenigen Punkte zu bestimmen, welche zwei projectivische gerade 
Gebilde, die in derselben Geraden liegen, entsprechend gemein 
haben", sowie die folgende: „von einem involutorischen Elementar- 
gebilde die Ordnungselemente zu bestimmen". Alle solche Auf- 
gaben lassen sich auf die folgende zurückführen: 

„Zwei Punktgebilde IL Ordnung k und Jc x , die in derselben 
„Curve liegen, sind projectivisch auf einander bezogen; die- 
jenigen Punkte sollen bestimmt werden, welche sie ent- 
sprechend gemein haben." 
Seien A, B, C (Fig. 71) drei beliebige Punkte von A, und 
resp. A ly B x , C x die ihnen entsprechenden Punkte von &j. Pro- 



Aufgaben zweiten Grades. 137 

jiciren wir dann aus A das Gebilde k x und ebenso aus A x das 
Gebilde A, so erhalten wir zwei projectivische Strablenbüschel 
(AA l B x C l ) und A X (ABC), welche perspectivische Lage haben, 
weil dem Strahle AA X des Büschels A der nämliche Strahl A X A 
von A x entspricht. Die Schnittpunkte von je zwei einander ent- 
sprechenden Strahlen der Büschel liegen also auf einer Geraden 
«, nämlich auf derjenigen, welche den Schnittpunkt von AB X und 
A X B verbindet mit dem Schnittpunkt von AL\ und A X C. Und 
diejenigen Punkte, welche u mit der Curve IL Ordnung gemein hat, 
sind die gesuchten; die Punktgebilde k und k x haben jeden dieser 
Punkte entsprechend gemein. Jenachdem also u die Curve schneidet, 
berührt oder gar nicht trifft, erhalten wir zwei solche Punkte, 
oder einen, oder gar keinen Punkt. 

Zufolge des Pascal'schen Lehrsatz es lie gt auf der Geraden u 
auch der Schnittpunkt der Geraden BC X und B X C\ denn auf 
der Geraden u schneiden sich die drei Paar Gegenseiten des 
Sechsecks AB X CA X BC X , welches der Curve IL Ordnung einge- 
schrieben ist. Zu derselben Geraden u gelangen wir also auch, 
wenn wir die projectivischen Gebilde k x und k aus den resp. 
Punkten B und B x oder auch aus C und C x durch zwei Strahlen- 
büschel projiciren, welche wieder perspectivisch liegen. Sind 
überhaupt P, Q irgend zwei Punkte von k und P x , Q x die ihnen 
resp . ents prech enden Punkte &i, so liegt der Schnittpunkt von 
PQ X und P X Q auf der Geraden u. Wenn also drei Punkte von k 
nebst den ihnen entsprechenden Punkten von &| gegeben sind, 
kann die Gerade u ohne Schwierigkeit construirt werden. Liegen 
die Gebilde k und Aj involutorisch , bilden sie also eine involu- 
torische Curve IL Ordnung, so ist u die Involutionsaxe derselben, 
und die Curve wird von ihr in den beiden Ordnungspunkten ge- 
schnitten, wenn solche vorhanden sind. In diesem Falle brauchen 
wir nur zwei Paare zugeordneter Punkte -4, A x und B, B x zu 
kennen, um u zu construiren; denn den Punkten A, B, A x von k 
entsprechen sodann die resp. Punkte A x , B x , A von k x , uud u 
geht durch die beiden Punkt e, in welchen die Geraden AB X und 
AB von den resp. Geraden A X B und A X B X geschnitten werden 
(Fig. 56_und 57). Der Pol von w, in welchem sich dann die Ge- 
raden AA X und BB X schneiden, ist das Involutionscentrum, und 
wenn aus demselben zwei Tangenten an die Curve gezogen 
werden können, so berühren diese die Curve in den Ordnungs- 
punkten. 
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Auf die soeben gelöste Aufgabe lassen sich nun die einzelnen 
Fälle der folgenden allgemeineren Aufgabe leicht zurückführen: 
„Zwei Elementargebilde , die in einander liegen, sind projec- 
„tivisch auf einander bezogen; diejenigen Elemente sollen 
„bestimmt werden, welche sie entsprechend gemein haben." 
Sind z. B. die Elementargebilde zwei Kegelflächen oder zwei 
Regeischaaren, so schneiden wir sie durch eine beliebige Ebene 
in zwei projectivischen Punktgebilden, die in derselben Curve 
II. Ordnung liegen; sind sie zwei Stralilenbüsch^l IL Ordnung, so 
liegen auch die Curven IL Ordnung, welche von denselben ein- 
gehüllt werden, in einander, und sind projectivisch auf einander 
bezogen: wir brauchen also nur die Punkte zu bestimmen, welche 
diese Curven entsprechend gemein haben, um sofort die gesuchten 
beiden Strahlen zu erhalten, indem dieselben durch jene Punkte 
hindurchgehen. Liegen zwei projectivische Strahlenbüschel I. Ord- 
nung concentrisch und in einer Ebene, so schneiden wir sie durch 
eine Curve IL Ordnung, welche durch ihren gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt geht, in zwei projectivischen Punktgebilden k und k x \ 
die beiden Strahlen, welche die Büschel entsprechend gemein 
haben, gehen dann durch die beiden Punkte, welche k und k x 
entsprechend gemein haben. Sind die beiden projectivischen Ele- 
mentargebilde zwei gerade Gebilde v und v x (Fig. 72), die in 
derselben Geraden liegen, so wird dieser Fall auf den eben er- 
ledigten zurückgeführt, indem wir die geraden Gebilde aus einem 
beliebigen Punkte 8 durch zwei concentrische Strahlenbüschel 
projiciren. Wir legen also durch S eine Curve IL Ordnung, z. B. 
einen Kreis, in der Ebene Su, und projiciren irgend drei Punkte 
A, B, C von v und die ihnen resp. entsprechenden Punkte A x , 
ü|, Cj von v Y aus dem Punkte S auf diese Curve. Wir erhalten 
so die resp. Curvenpuukte A\ B\ C" und A\, B\, C Xi und be- 
stimmen sofort die Gerade w, auf welcher die Schnittpunkte von 
AB\ und ÄJr, von FC\ und W^C, sowie von C Ä\ und ~C\S 
liegen. Wird dann die Curve IL Ordnung von u in zwei Punkten 
M und N geschnitten, so projiciren wir diese aus dem Punkte 
& auf die Gerade v, und erhalten so die beiden Punkte M und 
N von v, welche mit ihren entsprechenden Punkten M { und N x 
von v x zusammenfallen. Hat die Curve IL Ordnung nur einen 
oder keinen Punkt mit u gemein, so erhalten wir nur einen oder 
keinen Punkt, den die geraden Gebilde v und v x entsprechend 
gemein haben. 
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Kür die Büschel II. Ordnung und die Kegelflächen lässt sich 
die allgemeine Aufgabe auch direct, ohne Benutzung der Curven 
II. Ordnung lösen ; und für die einförmigen Grundgebilde können 
wir sie daher lösen mit Hülfe eines beliebigen Gebildes II. Ord- 
nung. Die bequemste Lösung ist jedoch die soeben gegebene, 
weil sich Curven IL Ordnung mittelst des Cirkels leicht con- 
struiren lassen. Betrachten wir einige Anwendungen dieser Con- 
struction. 



In einer Ebene sind ein Punkt 
S uud fünf Tangenten einer Curve 
IL Ordnung gegeben ; die durch 
S gehenden Tangenten der Curve 
sind zu construiren. 



In einer Ebene sind eine Ge- 
rade u und fünf Punkte A ) B, C, 
D, E einer Curve II. Ordnung 
gegeben; die gemeinschaftlichen 
Punkte der Curve und der Ge- 
raden sind zu construiren. 

Werden die Strahlenbüschel A und B projectivisch so auf 
einander bezogen, dass den Strahlen ÄC\ AD, AE des einen die 
resp. Strahlen BC, BD, BE des anderen entsprechen, so er- 
zeugen diese Büschel die Curve. Die Gorade u schneidet aber 
die Büschel in zwei projectivischen geraden Gebilden, welche 
jeden Punkt entsprechend gemein haben, der auf u und zugleich 
auf der Curve liegt. Jenachdem also diese beiden geraden Ge- 
bilde zwei Punkte, einen oder keinen Punkt entsprechend gemein 
haben, wird die Curve von u geschnitten, berührt oder gar nicht 
getroffen. Untersuchen wir auf diese Weise (pag. 75), ob die 
Curve mit der unendlich fernen Geraden zwei Punkte, einen oder 
keinen Punkt entsprechend gemein hat, so lösen wir die Aufgabe: 
„Zu untersuchen, ob eine Curve IL Ordnung, von welcher 
„fünf Punkte bekannt sind, eine Hyperbel, Parabel oder El- 
„lipse ist." 

Sind von einer Curve IL Ordnung fünf Tangenten gegeben 
und sollen wieder die Punkte bestimmt werden, welche sie mit 
einer beliebigen Geraden u gemein hat, so suchen wir zu den 
Tangenten die Berührungspunkte, und führen so diese Aufgabe 
auf die vorige zurück. Die obige Doppelaufgabe kann auch direct 
gelöst werden, wenn von der Curve IL Ordnung gegeben sind: 



entweder vier Punkte und die 
Tangente in einem derselben, 
oder drei Punkte und die Tan- 
genten in zwei derselben. 



entweder vier Tangenten und der 
Berührungspunkt von einer der- 
selben oder drei Tangenten und 
die Berührungspunkte von zwei 
derselben. 
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„In einer Ebene sind zwei einfache necke gegeben; es soll 
„ein drittes construirt werden, welches dem einen der gegebenen 
„eingeschrieben, dem anderen umschrieben ist." Oder, um be- 
stimmter zu reden: „Ein neck zu construiren, dessen Eckpunkte 
„der Reihe nach in n gegebenen Geraden «j, w 2 > m 3j ••••» w * 
„liegen, und dessen Seiten der Reihe nach durch » gegebene 

„Punkte Si, /%, /%, , S n der Ebene gehen." Wir projiciren 

aus dem Punkte /S| das gerade Gebilde u x auf die Gerade «j, 
dann aus S% das gerade Gebilde w 2 , d. h. die Protection von u u 
auf die Gerade i/ 3 , ferner aus dem Punkte S$ das gerade Ge- 
bilde ?*3 auf u A u. s. w. , und endlich aus S n das gerade Gebilde 
u n auf «£. Wir erhalten so n ~f- 1 projectivische gerade Gebilde, 
von denen jedes eine Projection des vorhergehenden ist, und von 
denen das erste und das letzte in einer und derselben Geraden 
u x liegen. Jeder Punkt nun, welchen das erste und das letzte 
dieser geraden Gebilde entsprechend gemein haben, kann als 
erster Eckpunkt des gesuchten necks angenommen werden, und 
giebt sofort eine Lösung der Aufgabe. Im Allgemeinen sind also 
höchstens zwei necke möglich, die der Aufgabe genügen. Wenn 
in besonderen Fällen die beiden in u t liegenden projectivischen 
geraden Gebilde mehr als zwei und folglich alle ihre Punkte ent- 
sprechend gemein haben, so erhalten wir unendlich viele Lö- 
sungen der Aufgabe. — Die Bedingung, dass die Geraden u lr w 2 , 

w 3 , , Un mit den Punkten <S|, &j, Sj, ...., S n in einer und 

derselben Ebene liegen sollen, ist übrigens nicht nothwendig; es 
genügt, wenn S[ mit \i x und u^ in einer Ebene liegt, ebenso &% 
mit u% und u% u. s. w., sowie endlich S n mit w» und «|. Die ge- 
gebenen beiden necke können also auch sogenannte windschiefe 
necke sein. 

Hierher gehört auch die folgende Aufgabe: 
„Eine Gerade zu finden, welche vier gegebene Gerade o, 6, 
„c, d schneidet, wenn von diesen letzteren keine zwei in einer 
„Ebene liegen." 
Wir beziehen die Ebenenbüschel a und 6 perspectivisch auf das 
gerade Gebilde c, und schneiden dieselben durch d in zwei zu 
einander projectivischen geraden Gebilden. Durch jeden Punkt, 
welchen die letzteren entsprechend gemein haben, geht eine Ge- 
rade , welche auch von a, b »und c geschnitten wird , weil sie in 
zwei einander entsprechenden Ebenen der Büschel a und b liegt. 
Gehören die Geraden a, 6, c, d einer und derselben Regelschaar 
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an, so hat die Aufgabe unendlich viele Lösungen ; im allgemeinen 
Fall dagegen höchstens zwei. Wir können die Aufgabe auch so 
aussprechen: 

„Eine Regelfläche ist durch drei Gerade a, b, c ihrer einen 
„Schaar gegeben; es sollen die Punkte bestimmt werden, 
„welche sie mit einer beliebigen vierten Geraden d ge- 
mein hat." 

Eine der wichtigeren Aufgaben zweiten Grades ist die fol- 
gende : 

„Zwei involutorische Elementargebilde liegen in einander; es 
„sollen zwei Elemente bestimmt werden, welche sowohl in 
„dem einen als in dem anderen Gebilde einander zugeordnet 
„sind." 
Sind zunächst die beiden Elementargebilde zwei in derselben 
Curve IL Ordnung liegende involutorische Punktgebilde, sind z. B. 
(Fig. 73) einerseits den Punkten a und ß der Curve die resp. 
Punkte aj und ßi zugeordnet, andererseits aber den Punkten A 
und B die resp. Punkte A x und B x% so suchen wir die beiden 
Involutionscentra U und F, so dass mit U je zwei einander zu- 
geordnete Punkte des einen, und mit V je zwei solche des an- 
deren P unkt gebildes in einer Geraden liegen. Wird dann die 
Gerade UV von der Curve II. Ordnung in zwei Punkten X und 
X } geschnitten, so sind diese in jedem der involutorischen Punkt- 
gebilde einander zugeordnet. Berührt UV die Curve, so ist der 
Berührungspunkt von jede m der beiden Gebilde ein Ordnungs- 
punkt. Liegt endlich UV ganz ausserhalb der Curve, so giebt 
es keinen Punkt, welcher in beiden involutorischen Gebilden ent- 
weder sich selbst oder einem anderen Punkte zugeordnet ist. 
Dieser letzte Fall kann aber nur dann eintreten, wenn jedes der 
beiden involutorischen Gebilde zwei Ordnungspunkte hat, also 
entgegengesetzt involutorisch ist, weil nur dann die Punkte U 
und V ausserhalb der Curve liegen ; und da die Polaren von Ü 
und V einander innerhalb der Curve schneiden müssen, nämlich 
im Pol von UV, so sind ausserdem die Ordnungspunkte des 
einen Gebildes durch diejenigen des anderen getrennt. 

Sind die involutorischen Elementargebilde zwei concentrische 
Strahlenbüschel, die in derselben Ebene liegen, so schneiden wir 
sie durch eine Curve IL Ordnung, welche durch den gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt der Büschel gelegt wird ; und auf ähn- 
liche Weise können wir jeden beliebigen Fall unserer allgemeinen 
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Aufgabe auf den eben erledigten zurückführen. Das zuletzt ge- 
wonnene Resultat gilt dessbalb nicht bloss für zwei involutorische 
Punktgebilde, die in derselben Curve II. Ordnung liegen, sondern 
kann allgemein so ausgesprochen werden: 

„Wenn zwei involutorische Elementargebilde in einander liegen, 
„so giebt es in denselben zwei Elemente, welche sowohl in 
„dem einen als auch in dem anderen Elementargebilde einander 
„zugeordnet sind, ausser in dem Falle, wenn beide Gebilde 
„entgegengesetzt involutorisch sind, und die Ordnungselemente 
„des einen durch diejenigen des anderen getrennt sind. Wenn 
„jene beiden, einander doppelt zugeordneten Elemente sich 
„vereinigen, so haben die involutorischen Gebilde ein Ordnungs- 
„element entsprechend gemein." 

Sind z. B. die Gebilde zwei Strahlenbüschel I. Ordnung und 
der eine derselben ein rechtwinkliger (pag. 128), so folgt, weil 
dieser keine Ordnungsstrahlen besitzt, als specieller Fall unseres 
Satzes : 

„In jedem involutorischen Strahlenbüschel I. Ordnung giebt es 
„zwei einander zugeordnete Strahlen, die auf einander senk- 
recht stehen." 

Wir haben so aufs Neue den Satz bewiesen, dass die Ellipse 
und die Hyperbel zwei zu einander senkrechte conjugirte Durch- 
messer, d.h. zwei Axen besitzen (vgl. pag. 92); denn die sämmt- 
lichen Durchmesser bilden einen involutorischen Stahlenbüschel, 
wenn je zwei conjugirte Durchmesser einander zugeordnet werden. 
Natürlich gehört dieses Ergebniss in die Geometrie des Maasses, 
und ebenso die hieran sich knüpfende Aufgabe zweiten Grades: 
„Von einer Curve II. Ordnung sind zwei Paare conjugirter 
„Durchmesser gegeben; die Axen der Curve sollen construirt 
„werden." 
Durch den Mittelpunkt S der Curve (Fig. 74), in welcher die ge- 
gebenen Durchmesser sich schneiden, legen wir einen beliebigen 
Kreis, welcher das eine Paar conjugirter Durchmesser in den 
Punkten A und A x , das andere Paar in den Punkten B und B x 
schneiden möge. Dann werden die Punkte des Kreises mittelst 
des Durchmesserbüschels involutorisch gepaart, und der Punkt J7, 
in welchem AA X und BB X sich schneiden, ist das Involutions- 
centrum, mit welchem je zwei einander zugeordnete Punkte des 
Kreises in einer Geraden liegen. Verbinden wir also U mit dem 
Mittelpunkt C des Kreises durch eine Gerade, so schneidet diese 
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den Kreis in zwei einander zugeordneten Punkten X und X x , 
welche aus S durch die gesuchten beiden Axen SX und SX X 
projicirt werden. — Liegt U ausserhalb des Kreises, so besitzt 
derselbe zwei Ordnungspunkte AI und N, welche aus U durch 
zwei Tangenten des Kreises projicirt werden, aus S aber durch 
die Asymptoten der Hyperbel, welcher alsdann der gegebene 
Durchmesserbüschel angehört (pag. 92). — Wie können (nach 
pag. 129) die Axen construirt werden, wenn statt des Kreises 
eine beliebige durch S gtehende Curve II. Ordnung gegeben ist? 
Im Folgenden werden wir mehrfach die Aufgabe zu lösen 
haben: 

„In einem involutorischen Strahlenbüschel sind zwei Strahlen 
„so zu bestimmen, dass sie durch zwei in ihrer Ebene ge- 
gebene Punkte harmonisch getrennt sind." 
Damit diese Aufgabe nicht unmöglich werde, setzen wir voraus, 
dass die gegebenen Punkte AI und N nicht mit dem Mittel- 
punkte S des Strahlenbüschels in einer Geraden liegen, und dass 
durch keinen derselben ein Ordnungsstrahl des Büschels gehe. 
Projiciren wir dann das involutorische gerade Gebilde, von welchem 
M und A 7 die Ordnungspunkte sind, aus dem Punkte S durch 
einen zweiten involutorischen Strahlenbuschel , so haben wir nur 
diejenigen beiden Strahlen zu suchen, welche in jedem der beiden 
Büschel einander zugeordnet sind. — Auch diese Aufgabe lässt 
sich auf andere Elementargebilde übertragen, und in verschiedene 
Formen kleiden. Statt des Büschels S könnte z. B. in der Ge- 
raden MN ein involutorisches gerades Gebilde gegeben sein; 
liegt dann von den Punkten M und N der eine N unendlich 
fern, so lautet die Aufgabe: 

„In einem involutorischen geraden Gebilde sind zwei einander 
„zugeordnete Punkte zu bestimmen, welche von einem be- 
liebig in der Geraden gegebenen Punkte M gleichen Abstand 
„haben." 



In einer Ebene ist ein Dreieck 
ABC und ein involutorischer 
Strahlenbüschel F gegeben, von 
welchem kein Ordnungsstrahl 
durch einen Eckpunkt des Drei- 
ecks geht. Es soll dem Dreieck 
eine Curve IL Ordnung so um- 
schrieben werden, dass je zwei 



In einer Ebene ist ein Dreieck 
und ein involutorisches gerades 
Gebilde gegeben, von welchem 
kein Ordnungspunkt in einer 
Seite des Dreiecks liegt. Es 
soll dem Dreieck eine Curve 
IL Ordnung so eingeschrieben 
werden, dass je zwei einander 
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einander zugeordnete Strahlen 
des Büschels F hinsichtlich der 
Curve einander conjugirt sind. 



zugeordnete Punkte des geraden 
Gebildes hinsichtlich der Curve 
einander conjugirt sind. 



Damit die Aufgabe möglich sei, darf der Mittelpunkt des 
Büschels F mit keinem Eckpunkte des Dreiecks ABC (Fig. 75) 
zusammenfallen; wir dürfen daher annehmen, dass mindestens 
zwei Seiten des letzteren, etwa AB und ÄC nicht durch F hin- 
durchgehen. Auf jeder dieser Seiten AB und ÄC muss es einen 
Punkt geben, dessen Polare in Bezug auf die gesuchte Curve, 
falls letztere existirt, durch F geht; und da derselbe von seiner 
Polare durch die Curve harmonisch getrennt ist und andererseits 
je zwei einander zugeordnete Strahlen von F hinsichtlich der ge- 
suchten Curve II. Ordnung einander conjugirt sind, so finden wir 
ihn wie folgt. Wir bestimmen im Büschel F zwei einander zu- 
geordnete Strahlen p und p { so, dass sie durch die Punkte A 
und 2?, zwei andere q und q x so, dass sie durch die Punkte A 
und C harmonisch getrenut sind (Fig. 75). Sollte diese Con- 
struction unmöglich sein, so giebt es keine Curve II. Ordnung, 
welche die Bedingungen erfüllt; doch tritt die Unmöglichkeit nur 
dann ein, wenn der Büschel F zwei Ordnungsstrahlen hat, die 
durch A und B öder auch durch A und C von einander getrennt 
sind (pag. 142). Möge AB von den Strahlen p und p x in den 
resp. Punkten P und P x geschnitten werden, und AC von q und 
q x in den resp. Punkten Q und Q { . Dann können und müssen 
wir eine der folgenden Annahmen machen: 

1) P und Q seien die Pole von resp. pi und q x ; 

2) P und Qi seien die Pole von resp. pi und q\ 

3) Pj und Q seien die Pole von resp. p und q x ; 

4) jPj und Qj seien die Pole von resp. p und q. 

Jede dieser vier Annahmen fuhrt zu einer Lösung der gegebenen 
Aufgabe. Wenn z. B. die erste Annahme gemacht wird, so suchen 
wir auf der Geraden PC den Punkt C", welcher durch P und 
dessen Polare p x harmonisch von C getrennt ist, und ebenso auf 
QB den Punkt B ', welcher von B harmonisch getrennt ist durch 
Q und dessen Polare q v Diejenige Curve IL Ordnung, welche 
durch die fünf Punkte ABCB'C hindurchgeht, und von welcher 
nach den früher angegebenen Methoden noch beliebig viele Punkte 
bestimmt werden können, befriedigt dann alle Bedingungen. Denn 
sie ist dem Dreieck ABC umschrieben ; und da durch P und pi 
zwei Paar Curvenpunkte A, B und C, C" harmonisch getrennt 
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sind, so ist P der Pol von p u also der Strahl FP oder p dem 
Strahle p { conjugirt, ebenso aber auch q dem Strahle q x , so dass 
je zwei einander zugeordnete Strahlen des Büschels F einander 
hinsichtlich der Curve conjugirt sind. 

Hat der involutorische Büschel F zwei Ordnungsstrahlen, 
welche also von der gesuchten Curve II. Ordnung berührt werden, 
so können wir die eben gelöste Aufgabe auch so aussprechen: 



Um ein gegebenes Dreieck eine 
Curve II. Ordnung zu beschrei- 
ben, welche zwei in derselben 
Ebene gegebene Gerade berührt. 



In ein gegebenes Dreieck eine 
Curve IL Ordnung zu beschrei- 
ben, welche durch zwei in der- 
selben Ebene gegebene Punkte 
hindurchgeht. 

Zugleich aber ergiebt die obige Construction , dass diese 
Doppelaufgabe nur dann vier Auflösungen hat, wenn links die 
beiden Geraden durch keine zwei Eckpunkte und rechts die 
beiden Punkte durch keine zwei Seiten des gegebenen Dreiecks 
von einander getrennt sind. Im entgegengesetzten Falle giebt es 
gar keine Lösung. 

Hat der Büschel F keine Ordnungsstrahlen, so besitzt die 
Aufgabe vier Lösungen. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn der 
Büschel ein rechtwinkliger, also F ein Brennpunkt der gesuchten 
Curve ist (wie in Fig. 75 angenommen wurde) , so dass wir bei- 
läufig die Aufgabe gelöst haben: 

„Die vier Curven IL Ordnung zu bestimmen, welche einem 
„gegebenen Dreieck umschrieben sind, und einen gegebenen 
„Punkt zum Brennpunkt haben." 

Möge zum Schluss eine Aufgabe hier Platz finden, welche 
zwar nicht vom zweiten Grade, aber doch den zuletzt erörterten 
nahe verwandt ist, jiämlich: 



In einer Ebene seien ein Drei- 
eck ABC und ein involutori- 
sches gerades Gebilden gegeben, 
so jedoch, dass kein Ordnungs- 
punkt von u auf einer Seite des 
Dreiecks liege, und u durch kei- 
nen Eckpunkt des Dreiecks gehe. 
Es soll dem Dreieck eine Curve 
H. Ordnung umschrieben werden, 
so dass je zwei einander zuge- 
ordnete Punkte von u hinsicht- 

Reye, Geonietrio dor Lage. I. 



In einer Ebene seien ein Drei- 
eck und ein involutorischer 
Strahlenbüschel £ gegeben, so 
jedoch, dass kein Ordnungsstrahl 
von S durch einen Eckpunkt 
des Dreiecks gehe, und der Mittel- 
punkt von S auf keiner Seite 
des Dreiecks liege. Es soll dem 
Dreieck eine Curve IL Ordnung 
so eingeschrieben werden, dass 
je zwei einander zugeordnete 
10 
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Strahlen von S hinsichtlich der 
Curve einander conjugirt sind. 



lieh der Curve einander conju- 
girt sind. 

Seien den Punkten K und M (Fig. 76), in denen u von resp. 
AB und BC geschnitten wird, die resp. Punkte K x und M x des 
involutorischen Gebildes u zugeordnet; sei ferner K 2 derjenige 
Punkt von AB, welcher durch die Curvenpunkte A und B har- 
monisch getrennt ist von ÜT, und M 2 derjenige Punkt von BC, 
welcher durch B und C harmonisch getrennt ist von AI. Be- 
züglich der gesuchten Curve ist dann K X K 2 die Polare des 
Punktes üf, weil sowohl K x als auch K 2 dem Punkte K conjugirt ist; 
und ebenso ist M X M 2 die Polare von M. Ist also C der Punkt, 
welcher durch K und K X K 2 harmonisch getrennt ist von C\ und 
ebenso A' der Punkt, welcher durch M und M X M 2 harmonisch 
getrennt ist von A, so geht die gesuchte Curve durch die fünf 
Punkte A, B, C, A\ C. Wirklich sind, wie verlangt wurde, die 
Punkte K und K x (und ebenso M und M x ) einander hinsichtlich 
dieser Curve conjugirt, weil K von der Geraden. K X K 2 sowohl 
durch die Curvenpunkte A und -B, als auch durch C und C" har- 
monisch getrennt und folglich der Pol von K X K 2 ist. 

Hat das involutorische gerade Gebilde u zwei Ordnungs- 
punkte, so können diese construirt werden, und die Aufgabe ist 
dadurch sofort zurückgeführt auf die früher gelöste: „Durch fünf 
Punkte einer Ebene eine Curve IL Ordnung zu legen." In jedem 
Falle hat die Aufgabe nur eine einzige Lösung, und von diesem 
Resultate werden wir später Gebrauch machen. 
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Vorwort zur zweiten Abtheilung. 



Das Erscheinen dieses letzten, umfangreicheren Theiles meines 
Buches ist zu meinem Bedauern verzögert worden theils durch 
den neuen Stoff, der während der Ausarbeitung sich mir aufdrängte, 
theils durch erhöhte Anforderungen an meine Lehrthätigkeit wäh- 
rend der letzten drei Semester. Leider ist mir von jetzt an ver- 
sagt, in gleicher Weise wie bisher als Lehrer mitzuwirken an der 
Verbreitung meiner Lieblingswissenschaft; denn mein Colleg über 
die Geometrie der Lage ist mir kürzlich rücksichtslos entzogen 
worden, um es dem neuberufenen Professor für darstellende Geo- 
metrie auf dessen Verlangen zu übertragen. Vor mehr als vier 
Jahren habe ich selbst als Privatdocent dieses Colleg hier geschaffen, 
bevor noch an irgend einer technischen Anstalt oder Universität, 
ausser in Erlangen, diese Richtung der synthetischen Geometrie 
gelehrt wurde, und seitdem habe ich mich unablässig bemüht, 
es weiter auszubilden; um so empfindlicher traf mich sein unerwar- 
teter Verlust. Ich hoffe jedoch, wenigstens durch meine ge- 
druckten Vorträge die Kenntniss dieser schönen und nützlichen 
Wissenschaft fördern zu helfen, und durch sie einem grösseren 
Kreise den Genuas zugänglicher zu machen, den auch ich in mehr- 
jähriger Arbeit aus dieser reichen Quelle geschöpft habe. 

Der Lehrgang dieses zweiten Theiles wurde durch ähnliche 
Erwägungen vorgezeichnet, wie derjenige des ersten. Zunächst 
werden die einfachsten Beziehungen zwischen Grundgebilden zweiter 
und dritter Stufe aufgestellt, und sodann der Reihe nach die neuen 
räumlichen Gebilde untersucht, welche von jenen Grundgebilden 
erzeugt werden. Unter diesen Erzeugnissen befinden sich gewisse 
Strahlengebilde, welche bisher von den Geometern wenig oder gar 
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nicht beachtet worden sind. Das Studium derselben schien mir 
von Nutzen zu sein für die weitere Ausbildung der Geometrie der 
Lage, und führte zu mehreren nicht uninteressanten Reihen neuer 
Sätze. 

Wie bei von Staudt bildet die Lehre von der Collineation und 
der Reciprocität die Grundlage für alles Folgende, zunächst für die 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung. Doch definire ich diese 
Flächen nicht, wie von Staudt *), als Ordnungsflächen räumlicher 
Polarsysteme, sondern mit Seydewitz 2 ) unmittelbar als Erzeugnisse 
reciproker Strahlenbündel, weil sie so dem Vorstellungsvermögen 
leichter zugänglich werden. Freilich sah ich mich dabei genöthigt, 
für manche Eigenschaften jener Flächen neue Beweise aufzusuchen. 
Die Lehre von der Affinität und Aehnlichkeit glaubte ich weiter 
ausfuhren zu müssen, als in den mir bekannten Werken über 
synthetische Geometrie geschehen ist. Manche von den schönen 
Sätzen, mit welchen uns der Schöpfer dieser Lehre, HerrMoebius, 
in seinem barycentrischen Calcul bereichert hat, dürften wohl hier 
zuerst ohne Rechnung bewiesen sein. Die ebenen und räumlichen 
Polarsysteme werden auch dem Anfänger keine grossen Schwierig- 
keiten mehr bieten, da sie ihm schon durch die Polarität der 
Curven und Flächen zweiter Ordnung bekannt werden. Im Null- 
systeme bilden nach Herrn Plücker's Bezeichnung 3 ) die sämmt- 
lichen Leitstrahlen einen „ linearen Strahlencomplex." 

Die letzten dreizehn Vorträge und die zweite Hälfte der Auf- 
gaben und Lehrsätze betreffen fast ausschliesslich Gegenstände, 
die erst seit etwa zehn Jahren von den Geometern eingehend unter- 
sucht werden. Die Eigentumsrechte jedes einzelnen Autors dürften 
hier noch nicht so allgemein bekannt sein, wie bei den vorher- 
gehenden Vorträgen. Ich halte es desshalb für meine Pflicht, 
überall die einschlagende Literatur sorgfältig anzugeben, soweit 
sie mir zugänglich war, um so mehr, da ich unmöglich bei den 
einzelnen Sätzen jedesmal den Entdecker angeben kann. Aus den 
literarischen Erscheinungen der letzten Monate habe ich übrigens 
nur für die Aufgabensammlung hie und da Nutzen ziehen können, 



!) von Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, pag. 196. 

2 ) Seydewitz in Grunert's Archiv für Math. u. Phys. Bd. 9, pag. 158. 

3) Plücker in den Phüosophical Transactions, 1865. 
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da das gesammte übrige Manuscript schon im Mai in den Händen 
meines Herrn Verlegers sich befand. 

Von den Raumcurven dritter Ordnung sind mehrere Eigen- 
schaften schon lange bekannt. So beweist Herr Moebius schon 
1827 im barycentrischen Calcul (pag. 120), dass die Tangenten- 
fläche dieser Cnrve von ihren Schmiegungs-Ebenen in Curven 
zweiter Ordnung geschnitten wird; Herr Chasles 1 ) stellt bereits 
1837 den Satz auf, dass diese Fläche von der vierten Ordnung sei; 
Herr Cayley 2 ) zeigt 1845, dass durch jeden Punkt des Raumes 
eine Secante der Curve hindurchgeht. Zwei Jahre später beweist 
Seydewitz 3 ), dass diese Raumcurve von zwei collinearen Strahlen- 
bündeln erzeugt wird, und entdeckt zugleich viele ihrer Eigen- 
schaften. — Von späteren Autoren wird die Curve gewöhnlich als 
partieller Schnitt geradliniger Flächen zweiter Ordnung definirt; 
ich habe jedoch die Seydewitz'sche Erzeugungsart vorgezogen, weil 
sie uns sofort alle eigentlichen und uneigentlichen Secanten der 
Raumcurve liefert. Auch ergeben sich mit ihrer Hülfe äusserst 
einfach alle von Herrn Ghasles 4 ) ohne Beweis aufgestellten Sätze, 
welche dieHerren Schröter 5 ), Cremona 6 ) undv. Staudt 7 ) seit- 
her bewiesen haben, und die in meinen zehnten und eilften Vortrag 
eingeflochten sind. Die Theorie der conjugirten Punkte und Ebenen 
in Bezug auf die Raumcurve dritter Ordnung ist den Herren Cre- 
mona 8 ) und von Staudt 9 ) zu danken; ich hatte hier einige 
Schwierigkeiten zu überwinden in Betreff der uneigentlichen Se- 
canten. 

Neu ist, wie ich glaube, der Inhalt des dreizehnten Vortrages 
bis auf einzelne, in anderer Art schon bewiesene Sätze über die 



l ) Chasles, Apercu historique, Note 33. 

3 ) Cayley in Liouville, Journal de Math., T. 10. 

3) Seydewitz in Grunert's Archiv f. Math. u. Phys., Bd. 10 pag. 203. 

4 ) Chasles in den Comptes rendus 1857 oder in Liouv. Journ. de Math., 
1857, pag. 397. 

5 ) Schröter im Journal f. d. reine u. angewandte Math., Bd. 56 pag. 27. 

6) Cremona, ebenda Bd. 58 pag. 138 und Bd. 60 pag. 188. 

?) von Staudt, Beiträge zur Geom. d. Lage, Nürnberg 1860, pag. 298. 

8) Cremona in den Annali di Matematica T. I und II (Roma 1858 
und 1859), und in den Nouv. Annales de Math. 2 e serie, T. 1, 1861. 

9 ) von Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, 1860, pag. 821. 
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Raumcurve dritter Ordnung. Die geometrischen Verwandtschaften 
zweiten Grades habe ich in grösserer Ausführlichkeit und mit 
anderer Begründung schon in der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik Bd. XI bearbeitet. — Die in einander liegenden collinearen 
Systeme hätten auch vor (fen Raumcurven dritter Ordnung erledigt 
werden können; jedenfalls aber wird die Anzahl ihrer entsprechend 
gemeinschaftlichen Elemente am Leichtesten mittelst jener Raum- 
curven gefunden. Die Sätze über involutorische Systeme verdanken 
wir von Staudt *); über das „Strahlensystem erster Ordnung und 
erster Glasse u , welches bei dem geschaart-involutorischen Systeme 
vorkommt, und welches auch Herr Hermes 2 ) kürzlich, und zwar 
analytisch untersucht hat, gebe ich in der Aufgabensammlung 
mehrere neue Sätze. 

Als mein Eigenthum glaube ich auch den grössten Theil der 
Vorträge 15 bis 20 ansprechen zu dürfen, vor Allem die Lehre 
von den Strahlencomplexen , welche durch collineare räumliche 
Systeme erzeugt werden. Diese Strahlencomplexe können wir mit 
Herrn P lücker (a. a. 0. pag. 779) „Complexe zweiten Grades" 
nennen. Von grossem Nutzen zeigte sich bei dem Studiu^j, derselben 
die vorher erledigte Untersuchung der Secanten- und Axensysteme 
von Raumcurven dritter Ordnung; wie denn überhaupt der Ausspruch 
von Staudt's sich immer wieder bestätigt, dass diese Curven für die 
Geometrie des Raumes eine ähnliche Bedeutung haben, wip die Kegel- 
schnitte für diejenige der Ebene. Jene Strahlencomplexe liefern mir 
von den Flächenbüscheln zweiter Ordnung, welche bisher der synthe- 
tischen Geometrie schwer zugänglich waren, die Haupt-Eigenschaften, 
namentlich auch deren projectivische Beziehungen. Ferner stellt 
sich heraus, dass die Axen der Kegelschnitte, die auf einer Fläche 
zweiter Ordnung liegen, einen solchen Strahlencomplex bilden, und 
wir erhalten dadurch vollständigen Aufschluss über die hier zuerst 
untersuchte Vertheilung dieser Axen im Räume. Daran schliesst 
sich die Lehre von den homothetischen und den confocalen Flächen 
zweiter Ordnung, und namentlich ergeben sich über die Normalen 
dieser Flächen und ihre Fusspunkte viele neue Sätze. Für con- 



*) von Staudt, Geom. d. Lage (1847), pag. 129 und Beitr. z. G. d. L. 
(1856), pag. 63. 

2) Hermes im Journal f. d. r. u. angew. Math. Bd. 67 pag. 153 (1867). 
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focale Flächen habe ich einen Theil dieser Sätze schon in meinem 
„Beitrag zu der Lehre von den Trägheitsmomenten" l ) veröffent- 
licht ; mehrere derselben sind schon früher von Steiner 2 ), Joachims- 
thal 3 ) und Herrn Clebsch 4 ) bewiesen worden. 

Die letzten drei Vorträge handeln von den Flächen dritter 
Ordnung, welche schon vorher (pag. 92 und 145) wiederholt sich 
uns aufdrängten. Da gerade jetzt die Geometer sich lebhaft mit 
diesen Flächen beschäftigen, so dürfte das folgende Yerzeichniss 
der sie betreffenden Literatur von allgemeinem Interesse sein: 
Cayley im Cambridge and Dublin Mathem. Journal, vol. IV 

pag. 118. 
Salmon, ebenda vol. IV p. 252 und Philos. Transactions 1860 

pag. 229. 
Sylvester, ebenda vol. VI p. 198 und Comptes rendus 1861 

I p. 977. 
Brioschi in Tortolini, Annali di Matematica, 1855. 
Hesse im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 49 pag. 279. 
Grass mann, ebenda Bd. 49 pag. 59. 
Steiner, ebenda Bd. 53 pag. 133. 
Schläfli im Quarterly Journal of Math., vol. II pag. 56 — 65 

und 110—120. 
August, Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis(diss. inaug. 

Berolini 1862). 
Clebsch im Journal f. d. r. u. a. Math., 1861 bis 1866, Bd. 

58, 59, 63, 65. 
Schröter, ebenda Bd. 62 pag. 265. 
Salmon, Geometry of three dimensions; deutsch von Fiedler 

Bd. II pag. 412. 
Schläfli in den Philos. Transactions 1863, pag. 193. 
Sturm, Synthet. Untersuchungen über Flächen dritter Ord- 
nung, Leipzig 1867. 
In den meisten dieser Abhandlungen werden die Beweise durch 
Rechnung geführt; nur die Herren Schröter und Sturm benutzen 



i) Zeitschrift für Math. u. Phys. Bd. X pag. 453. 

2 ) Steiner im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 49 pag. 346. 

3) Joachimsthal, ebenda Bd. 59 pag. 111. 

4 ) Clebsch, ebenda Bd. 62 pag. 64. 
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fast ausschliesslich die Hülfsmittel der synthetischen Geometrie, 
indem sie der analytischen nur einzelne Sätze entlehnen. Die in- 
haltsreiche Abhandlung Steiner's giebt bekanntlich viele Haupt- 
sätze über die Flächen dritter Ordnung und ihre 27 Geraden, 
jedoch ohne Beweis. Das Sturm'sche Werk konnte ich bei der 
Ausarbeitung meiner Vorträge nicht mehr zu Rathe ziehen , da es 
erst seit zwei Wochen in meinen Händen ist. 

Nachdem schon früher (pag. 145) die zweite Steiner'sche Er- 
zeugungsart der Fläche kurz besprochen wurde, gehe ich im 21sten 
Vortrage aus von der Erzeugungsart Grassmann's, von welcher 
die vierte Steiner'sche ein besonderer Fall ist, d. h. ich betrachte 
wie Herr Schröter die Fläche dritter Ordnung als Erzeugniss von 
drei collinearen Strahlenbündeln. Ohne Weiteres gelange ich so 
zu der bekannten Abbildung der Fläche auf einer Ebene, welche 
namentlich Herr Clebsch (a. a. 0. Bd. 65) eingehend discutirt 
hat, sowie zu zwei, der Fläche angehörenden Systemen von Raum- 
curven dritter Ordnung. Eine sofort sich ergebende, höchst ein- 
fache Construction der Fläche aus zwei dieser Raumcurven scheint 
bisher unbemerkt geblieben zu sein. Ich beweise u. A. auch, dass 
jeder beliebige Punkt der Fläche zum Mittelpunkte von einem der 
drei erzeugenden Strahlenbündel gewählt werden kann, und dass 
seine erste Polare hinsichtlich der Fläche eine Fläche zweiter 
Ordnung sein muss. 

Dem Nachweise der 27 auf der Fläche liegenden Geraden 
musste eine Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung nothwen- 
dig vorangeschickt werden, wenn ich nicht mit Herrn Schröter 
und Sturm aus der analytischen Geometrie die folgenden Haupt- 
sätze als bekannt . voraussetzen wollte : „Durch neun beliebige 
Punkte der Ebene lässt sich im Allgemeinen nur eine Curve dritter 
Ordnung legen; und zwei Curven dritter Ordnung schneiden ein- 
ander in höchstens neun Punkten. * Synthetisch sind meines Wis- 
sens diese Sätze noch nirgends bewiesen, wenngleich auch Herr 
Chasles 1 ) sie seiner Abhandlung über jene Curven zu Grunde 
legt. Nach vieler vergeblicher Mühe ist mir dieser Beweis end- 
lich gelungen; auf ihn hauptsächlich gründet sich die Theorie 
und Construction jener Curven. 



i) Chasles in den Gomptes rendus, T. 41, pag. 1190 (1855). 
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Die Lehre von den 27 Geraden unserer Fläche ergiebt sich 
dann leicht aus ihrer Abbildung; ich habe neben den Steiner'schen 
Sätzen auch diejenigen über Herrn Schläfli's Doppelsechse ent- 
wickelt. Ueberhaupt ist fast Alles, was Steiner von der Fläche 
dritter Ordnung ausgesagt hat, im letzten Vortrage bewiesen wor- 
den , mit Ausnahme der Sätze aus der Polarentheorie. Auf die 
Untersuchungen des Herrn Schläfli über die Realität der 27 
Geraden bin ich nicht eingetreten; ebenso habe ich mich hinsicht- 
lich der Knotenpunkte, die in besonderen Fällen auftreten können, 
auf Andeutungen beschränkt. 

Zur Uebung für Studirende habe ich dem Buche 230 Auf- 
gaben und Lehrsätze beigefügt, jedoch nur solche, deren Auflösung 
oder Beweis sich ohne grosse Schwierigkeit aus den vorgetragenen 
Lehren ergiebt. Jedem Anfänger rathe ich dringend, die Con- 
structions- Aufgaben wirklich auszuführen, weil das Verständniss 
der Geometrie der Lage durch das Zeichnen wesentlich erleichtert 
wird. Die Sammlung enthält viele nützliche Theoreme, welche zum 
Theil metrische Relationen betreffen. In die zweite Hälfte habe 
ich vorzugsweise solche Sätze aufgenommen, die mir als Aus- 
gangspunkte neuer Theorien geeignet schienen, den Anfänger zu 
selbständiger Forschung anzuregen. Man findet hier u. A. die 
Sätze über die Kreisschnitte der Flächen zweiter Ordnung, über 
die Focalstrahlen von Kegelflächen zweiter Ordnung, über das 
Princip der reciproken Radien, und namentlich diejenigen über 
den Flächenbündel und das Flächengebüsch zweiter Ordnung. 

Diese Flächengebilde zweiter. Ordnung habe ich in die Auf- 
gabensammlung verwiesen, weil ich mir hier eine kürzere Beweis- 
führung gestatten und mich häufig auf Andeutungen des Beweises 
beschränken durfte. Die von mir benutzte Beziehung zwischen 
dem Flächengebüsche und einem räumlichen Systeme hat bereits 
Herr Bern er l ) aufgestellt; sie lässt sich auch bei Flächen- 
gebüschen rater Ordnung unmittelbar anwenden, und dürfte sich 
auch bei diesen als fruchtbar erweisen. In sehr einfacher Weise 
führt sie mich auf die Steiner'sche Fläche vierter Ordnung und 
dritter Classe, welche vor vier Jahren zuerst von den Herren 



*) Bern er, de transformatione secundi ordinis cet. Diss. inauguralis. 
Berolini 1865. 
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Kummer, Weiexstrass, Schröter *), Cremona 2 )und Cay- 
ley 3 ) untersucht wurde. Die Abbildung dieser Fläche auf einer 
Ebene, welche kürzlich von den Herren Clebsch 4 ) und Cre- 
mona 5 ) aus schon bekannten Gleichungen oder Eigenschaften der 
Fläche abgeleitet wurde, ergiebt sich mir unmittelbar, und auf sie 
gründe ich die Theorie der Steiner'schen Fläche. Ebenso direct 
gelange ich zu der windschiefen Fläche dritter Ordnung und zu 
mehreren Flächen vierter Ordnung, welche Schaaren von Kegel- 
schnitten enthalten und von Herrn Kummer (a. a. 0.) zuerst 
erörtert worden sind. 

Und so wünsche ich denn dem zweiten Theile meines Buches 
dieselbe günstige Aufnahme, welche der erste Theil gefunden hat. 
Mögen meine Vorträge mit dazu beitragen, dass der synthetischen 
Geometrie immer neue Freunde gewonnen werden, und dass das 
Interesse für diese bedeutende Schöpfung unseres Jahrhunderts 
immer weitere Kreise durchdringe. 

Zürich, den 5. October 1867. 

Der Verfasser. 



') Kummer, Weierstrass und Schröter in den Berliner Monats- 
berichten 1863 oder im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 64 pag. 66, 70. 

2) Cremona im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 63 pag. 315. 

3 ) Cayley, ebenda Bd. 64 pag. 172. 

4) Clebsch, ebenda Bd. 67 pag. 1 (1867). 

5 ) Cremona in den Rendiconti delR. Istituto Lombardo vol. IV (1867). 
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Erster Vortrag. 

Collineare nnd reciproke Verwandtschaft von Grund- 
gebilden der zweiten Stufe. 



In analoger Weise, wie die einförmigen Grundgebilde auf 
einander bezogen wurden, können wir auch ebene Systeme und 
Strahlenbündel auf einander beziehen. Namentlich können wir 
unsere Betrachtungen über die perspectivische Lage einförmiger 
Grundgebilde hier bei den Grundgebilden der zweiten Stufe wieder- 
holen. Analog dem Früheren nennen wir desshalb perspectivisch 
auf einander bezogen: 

1) ein ebenes System und einen Strahlenbündel, wenn das erstere 
ein Schnitt des letzteren und umgekehrt dieser ein Schein 
von jenem ist; 

2) zwei ebene Systeme, yrenn sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbündels sind; 

3) zwei Strahlenbündel, wenn sie Scheine eines und desselben 
ebenen Systemes sind. 

Der Schein, den eine ebene Landschaft in Ihr Auge wirft, 
heisst hiernach ein zu der Landschaft perspectivischer Strahlen- 
bündel. Denken Sie sich diesen Schein durch eine neue Ebene 
aufgefangen oder geschnitten, so erhalten Sie ein perspectivisches 
Bild der Landschaft, oder ein zweites ebenes System, welches zu 
demjenigen der Landschaft perspectivische Lage hat. Nach zwei 
verschiedenen Punkten endlich wirft die Landschaft zwei Scheine, 
welche offenbar zwei perspectivische Strahlenbündel sind. 

Wenn wir nun in einer Reihe von Grundgebilden der zweiten 
Stufe jedes auf das folgende perspectivisch beziehen, so wird, ähn- 
lich wie bei den einförmigen Grundgebilden, auch das erste auf 
das letzte bezogen sein, indem jedem Elemente des einen ein be- 
stimmtes Element des andern entspricht; aber sie werden im All- 

Heye, Geometrie der Lage. II. \ 
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gemeinen nicht perspectivisch liegen. Werden ferner zwei Grund- 
gebilde zweiter Stufe, z. B. zwei ebene Systeme, perspectivisch 
auf einander bezogen, und wird hernach das eine verschoben 
gegen das andere, so bleiben sie aufeinander bezogen, verlieren je- 
doch ihre perspectivische Lage. Allein sie stehen immerhin noch 
in einer eigenthümlichen Beziehung zu einander, welche Möbius 
mit dem Namen der colllnearen Verwandtschaft belegt hat. 
Nämlich in zwei so auf einander bezogenen ebenen Systemen z. B. 
entspricht jedem geraden Gebilde wieder ein gerades Gebilde, 
jedem Strahlenbüschel ein Strahlenbüschel, jeder Curve mit ihren 
Tangenten wieder eine Curve mit ihren Tangenten, jedem neck 
ein weck u. s. w. Wir nennen hiernach collinear verwandt, 
oder kürzer collinear: 

1) zwei ebene Systeme 2 und 2 X , wenn jedem Punkte P von 
2 ein Punkt 1 1 von 2| entspricht, und jeder durch P gehen- 
den Geraden g von 2 eine durch P x gehende Gerade g x 
von 2 X ; 

2) ein ebenes System 2 und einen Strahlenbündel S x , wenn 
jedem Punkt P von 2 ein Strahl p x von S x entspricht, und 
jeder durch P gehenden Geraden g von 2 eine durch p x 
gehende Ebene ^ x von S x ; 

3) zwei Strahlenbündel S und S x , wenn jedem Strahle p von S 
ein Strahl p x von S x entspricht, und jeder durch p gehen- 
den Ebene y von S eine durch p x gehende Ebene f X von S x . 

Kürzer, und dann auch auf räumliche Systeme anwendbar, 
können wir mit Herrn v. Stau dt diese Erklärung offenbar so aus- 
sprechen: 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei räum- 
liehe Systeme heissen collinear, wenn je zioei ungleichartigen Ele- 
menten P und g des einen, von welchen P in g liegt, resp. zwei 
ungleichartige Elemente P x und g x des andern zugewiesen sind, 
von welchen auch P x in g x liegt 
Es folgt aus diesen Definitionen sofort: 

Perspectivische Grundgebilde der 2. Stufe sind auch collinear. 
Wenn zwei Grundgebilde einem dritten collinear sind, so sind 
sie auch einander collinear. 
Damit ist zugleich bewiesen, dass in einer Reihe von Grund- 
gebilden der II. Stufe, von denen jedes zum folgenden perspec- 
tivisch liegt, je zwei collinear sind, also namentlich auch das erste 
und das letzte. 



Collineare und reciproke Grundgebilde der zweiten Stufe. 3 

Die Bezeichnung collinear hat Möbius in seinem ausge- 
zeichneten Werke „Der barycentrische Calcul" zunächst für ebene 
Systeme gewählt, die in der angegebenen Weise auf einander be- 
zogen sind; und zwar soll dieser Ausdruck andeuten, dass nicht 
nur jedem Punkte des einen Systems ein Punkt des andern, son- 
dern auch jeder geraden Linie wieder eine gerade Linie entspricht. 
Wir können nämlich zwei ebene Systeme auch z. B. so auf ein 
ander beziehen, dass wohl jedem Punkte des einen wieder ein 
Punkt des andern, dagegen jeder Geraden ein Kegelschnitt entspricht. 

Das bereits früher aufgestellte, aber noch nicht allgemein 
bewiesene Gesetz der ßeciprocität oder Dualität führt uns noch 
zu einer zweiten einfachen Verwandtschaft zwischen Grundgebilden 
höherer Stufe, zu der sogenannten Verwandtschaft der Recipro- 
cität. Wir nennen nämlich reeiprok verwandt oder kürzer 
reeiprok: 

1) Zwei ebene Systeme 2 und 2j, wenn jedem Punkte P von 
2 eine Gerade p x von 2 X entspricht, und jeder durch I 
gehenden Geraden g von 2 ein in p t liegender Punkt G x 
von 2i ; 

2) ein ebenes System 2 und einen Strahlenbündel Si , wenn 
jedem Punkte P von 2 eine Ebene tcj von S x entspricht, 
und jeder durch P gehenden Geraden g von 2 ein in tci 
liegender Strahl g t von S x ; 

3) zwei Strahlenbündel S und S Y , wenn jedem Strahle g von 
S eine Ebene ft von Si entspricht, und jeder durch g gehen- 
den Ebene e von S ein in -ft liegender Strahl e x von S t . 

Kürzer, und dann auch auf räumliche Systeme anwendbar 
lässt sich diese Erklärung der Reciprocität wie folgt aussprechen: 
Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei räum- 
liche Systeme heissen reeiprok, wenn je zwei ungleichartigen Ele- 
menten V, g des einen, von welchen P in g liegt, resp. zwei un- 
gleichartige Elemente p|, Gj des andern zugewiesen sind, von 
welchen Pi durch G x geht. 
Die Möglichkeit dieser Art der Verwandtschaft werde ich 
Ihnen noch beweisen, da sie keineswegs wie diejenige der Colli- 
neation ohne Weiteres einleuchtet; nur für einen speciellen Fall 
ist dieser Beweis bereits geführt, indem gezeigt wurde, dass in 
Bezug auf eine Curve II. Ordnung jedem Punkt P der Ebene 
eine Gerade, nämlich seine Polare p+ , entspricht, und jeder durch 
P gehenden Geraden der Ebene ein auf p t liegender Punkt, näm- 

1* 
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lieh der Pol jener Geraden. Der allgemeine Beweis schliesst den- 
jenigen des Reciprocitäts-Gesetzes in sich; denn weil z. B. in 
reeiproken räumlichen Systemen jedem Punkte eine Ebene ent- 
spricht, so folgt aus jeder Eigenschaft eines Systems von Punkten 
unmittelbar die entsprechende Eigenschaft eines Systems von 
Ebenen, welches jenem Punktsystem reeiprok ist. 

Die Untersuchung reeiproker Grundgebilde ist ausserdem da- 
durch besonders wichtig, dass sie diejenige collinearer Grundge- 
bilde in sich enthält, wenn nicht besondere Lagen derselben in 
Betracht kommen. Dieses wird Ihnen aus folgendem Satz ein- 
leuchten : 

Wenn zwei Grundgebilde einem dritten reeiprok sind, so 
sind sie einander coUinear; und wenn umgekehrt das eine von 
zwei coUinearen Grundgebilden einem dritten reeiprok ist, so 
ist auch das andere demselben reeiprok. 
Wenn nämlich z. B. zwei ebene Systeme 2^ und 2^ einem dritten 
2 reeiprok sind , so entspricht jedem Punkte P des letzteren je 
eine Gerade p x und p. 2 der ersteren , und jeder durch P gehen- 
den Geraden g von 2 entspricht in 2 X und 5^ je ein auf p x resp. 
pj liegender Punkt G x oder 6r 2 . Folglich entspricht jeder Ge- 
raden py von 2j eine Gerade p 2 von 2 2 , und jedem auf p x liegen- 
den Punkte 6?| von 1 } ein auf p^ liegender Punkt G 2 von 2 2 ; 
d. h. 2 X und 2^ sind collinear. Auf analoge Weise wird dieser 
und der zweite Theil des Satzes für alle andern Fälle bewiesen; 
doch lassen sich solche auch sofort auf den vorliegenden Fall 
zurückführen durch die Bemerkung, dass wir für jeden Strahlen- 
bündel einen ebenen Schnitt desselben substituiren können. 

Zwei collineare oder reeiproke Grundgebilde werden auch 
projeetivisch genannt, weil jedem harmonischen Gebilde des 
einen ein harmonisches Gebilde des andern entspricht. Denn 
seien z. B. A, B, C, D vier harmonische Punkte eines ebenen 
Systemes 2, und a l7 b iy c 1? d x die entsprechenden vier Strahlen 
eines zu 2 reeiproken ebenen Systemes 2|, so müssen zunächst 
«!, 6j, cj und c?i durch einen Punkt U x gehen (Fig. 1), weil A, 
J5, C und D auf einer Geraden u liegen. Jedem Viereck KLMN 
in 2, von welchen zwei Gegenseiten sich in A, zwei andere 
in C schneiden, während die letzten beiden Seiten beziehungs- 
weise durch B und D gehen, entspricht dann in 2 X ein Vierseit 
k x l Y wi| n x , von welchem je zwei gegenüberliegende Eckpunkte in 
a x und C|, und die letzten beiden Eckpunkte beziehungsweise auf 
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61 und d x liegen. Folglich sind a x , b X) q, d x wirklich vier har- 
monische Strahlen (I. Abth. pag. 36).- Ich empfehle Ihnen sehr, 
zur Uebung auch für zwei collineare Systeme den Beweis zu 
führen, obwohl er in dem soeben geführten schon enthalten ist. 

Es ergiebt sich aus dieser Untersuchung der Satz: 

Je zwei einförmige Gebilde, welche in collinearen oder reci- 
proken Grundgebilden einander entsprechen, sind projectivisch. 
Denn je vier harmonischen Elementen des einen entsprechen, stets 
vier harmonische Elemente des anderen Gebildes, wie verlangt 
wird. 

Dieser Satz giebt uns ein Mittel an die Hand, zwei Grund- 
gebilde zweiter Stufe projectivisch auf einander zu beziehen. 
Sollen z. B. zwei ebene Systeme 2 und 2 X reciprok auf einander 
bezogen werden, so müssen wir jedem Punkte von 2 einen Strahl 
von 2 X und jedem geraden Gebilde von 2 einen zu ihm projec- 
tivischen Strahlenbüschel von 2j zuweisen, und umgekehrt. Wir 
nehmen desshalb in 2 (Fig. 2) zwei gerade Gebilde u und v an, 
und weisen diesen in 2 X zwei beliebige Strahlenbüschel Z7j und 
V x als entsprechende zu, indem wir u auf U x und v auf V x pro- 
jectivisch beziehen, so jedoch, dass dem gemeinschaftlichen Punkte 
P von u und v der gemeinschaftliche Strahl p x von U x und V x 
entspricht. Jeder nicht durch P gehende Strahl k von 2 schneidet 
.dann die resp. Geraden u und v in zwei Punkten A und Z>, 
welchen in den Büscheln U x und V x von 2i die resp. Strahlen 
a x und d x entsprechen; und der Schnittpunkt K x dieser letzteren 
ist folglich zu jenem Strahle k der entsprechende. Den sämmt- 
lichen Strahlen eines Punktes S entsprechen ferner die sämmt- 
lichen Punkte einer Geraden s x ; denn durch den Strahlenbüschel S 
werden die geraden Gebilde u und v perspectivisch auf einander 
bezogen, so dass sie den Punkt P entsprechend gemein haben, 
und daher auch die Strahlenbüschel U y und V x projectivisch so, 
dass sie den Strahl p x entsprechend gemein haben. Diese Büschel 
liegen also ebenfalls perspectivisch, und erzeugen somit ein ge- 
rades Gebilde s x , welches jenem Strahlenbüschel S entspricht. Sie 
erkennen hieraus, dass durch die einander zugewiesenen projec- 
tivischen Gebilde u und U x , sowie v und V x jedem Strahle k von 
2 ein Punkt K x von 2 t zugewiesen ist, jedem auf k liegenden 
Punkte S aber ein durch K x gehender Strahl s x , so dass wirk- 
lich 2 und 2 X reciprok auf einander bezogen sind. Da hier- 
nach zu jedem ebenen Gebilde ein reciprokes construirt werden 
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kann, so ist das Reciprocitätsgesetz für ebene Systeme, oder wie 
wir sogleich sehen werden für Grundgebilde der zweiten Stufe 
von Neuem bewiesen. 

Sollen zwei ebene Systeme 2 und 2 X collinear auf einander 
bezogen werden, so brauchen wir nur beide in der soeben ange- 
gebenen Weise reciprok auf ein drittes zu beziehen. Daraus er- 
geben sich folgende direkte Methoden: 

1) Wir nehmen in 1 und l x je zwei gerade Gebilde u, v und 
t*!, v x willkürlich an, und beziehen u auf u x und v auf v { 
projectivisch, so jedoch, dass der gemeinschaftliche Punkt 
von u und v dem gemeinschaftlichen Punkte von u x und v x 
entspricht. 

2) Oder wir weisen irgend zwei Strahlenbüscheln U und V von 
2 zwei beliebige Strahlenbüschel U x und V x von 2 n als ent- 
sprechende zu, und beziehen U auf U x , sowie V auf V x 
projectivisch so, dass der Strahl U V von 2 dem Strahle U x V x 
von l x entspricht. 

Diese direkten Methoden können auch direkt leicht bewiesen werden 
auf analoge Weise, wie die vorhin für reciproke Systeme ange- 
gebene Methode. 

Sollen zwei Strahlenbündel, oder ein Strahlenbündel und ein 
ebenes System entweder reciprok oder collinear auf einander be- 
zogen werden, so können auch hierfür leicht ähnliche Methoden 
wie die obigen aufgestellt und bewiesen werden. Doch ist es ein- 
facher, wenn wir diese Fälle auf die schon erledigten dadurch 
zurückführen, dass wir jedem Strahlenbündel einen ebenen Schnitt 
desselben substituiren. So z. B. gilt der Satz: 

„Um zwei Strahlenbündel S und S x reciprok auf einander zu 
„beziehen, können in dem einen S zwei Strahlenbüschel a und 
„ß und im andern S x zwei Ebenenbüschel a x und b x willkür- 
lich angenommen, und sodann a auf a x und ß auf b x projec- 
„tivisch bezogen werden, so dass dem gemeinschaftlichen Strahle 
„aß der Strahlenbüschel die gemeinschaftliche Ebene a x b x der 
„Ebenenbüschel entspricht. Dadurch ist sodann jedem Ele- 
mente des Bündels S ein bestimmtes Element des Bündels 
ri S i zugewiesen." 
Diese Methode folgt sofort aus derjenigen, welche vorhin für 
ebene Systeme bewiesen wurde. 

Um die Systeme 2 und l x (Fig. 2) reciprok auf einander zu 
beziehen, haben wir vorhin die Geraden u und v'm 2, sowie die 
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entsprechenden Punkte U x und V x in 2 t ganz beliebig ange- 
nommen. Ferner durften wir u auf U x und v auf V x in ganz 
beliebiger Weise projectivisch beziehen; nur die eine Bedingung 
musste erfüllt werden, dass dem Schnittpunkte uv oder P die 
Verbindungslinie Ü x V x oder p x entspreche. Wir dürfen also 
noch zwei beliebigen Punkten A und B von u zwei beliebige 
Strahlen a x und b x von U x als entsprechende zuweisen, und eben- 
so irgend zwei Punkten C und D von v zwei beliebige Strahlen 
c x und d x von V x , wodurch dann aber jedem Element von 2 ein 
bestimmtes Element von 2i zugewiesen ist. Offenbar kann 
AB CD als ein ganz beliebiges Viereck der Ebene 2 angesehen 
werden, weil die Geraden u und v, und in diesen die Punkte A, B 
und C\ D ausserhalb des Schnittpunktes P ganz willkürlich ge- 
wählt werden können ; und ebenso ist a x b x c x d x als ein ganz be- 
liebiges Vierseit von 2! aufzufassen. Daraus ergiebt sich der Satz: 
Sollen zwei ebene Systeme 2 und 2j reciprok auf einander 
bezogen werden, so kann man den Endpunkten A, B, C, D irgend 
eines Vierecks von 2 die resp. Seiten ai,b|,C|,d| eines belie- 
bigen Vierseits von 2j willkürlich zuweisen, wodurch dann aber 
jedem Elemente von 2 ein bestimmtes Element von 2i zuge- 
wiesen ist. 
Ebenso können zwei ebene Systeme auf eine einzige Weise 
collinear so auf einander bezogen werden, dass zwei Vierecke 
oder zwei Vierseite derselben auf bestimmte Art einander ent- 
sprechen. Ueberhaupt lässt sich unser Satz sofort auf beliebige 
Grundgebilde der zweiten Stufe ausdehnen, da alle möglichen 
Fälle auf den soeben erörterten zurückgeführt werden können; 
er lautet sodann: 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe lassen sich auf eine 
einzige Weise projectivisch auf einander beziehen, so dass ir- 
gend vier gleichartigen Elementen A, B, C, D des einen, von 
welchen jedoch keine drei zu einem und demselben einförmigen 
Grundgebilde gehören, vier solche Elemente A x , B x , C^Di des an- 
dern als resp. entsprechende willkürlich zugewiesen werden. 
Je zwei einander entsprechende Elemente, wie A und A x , sind 
die Träger von zwei einförmigen Grundgebilden, und diese können 
und müssen projectivisch auf einander bezogen werden, so dass 
den Elementen A B, AC und A D die resp. Elemente A x B x , A x C x 
und A x D x entsprechen. Daraus lässt sich auch direkt die Rich- 
tigkeit unseres Satzes beweisen. 



Zweiter Vortrag. 



Zweiter Vortrag. 

Cnrven, welche in collinearen oder reciproken ebenen 
Systemen einander entsprechen. 



Die Verwandtschaften der Collineation und der Reciprocität 
lassen sich mit vielem Nutzen dazu verwenden, gegebene Gebilde, 
z. B. Curven oder Flächen, in andere zu verwandeln. Nicht selten 
gelingt es dadurch, Sätze, welche an besonderen Gebilden aufge- 
funden sind, zu verallgemeinern ; so z. B. sind manche Eigenschaften 
des Kreises mittelst der projecti vischen Verwandtschaft auch für 
beliebige Kegelschnitte nachgewiesen worden. Ueber diese Ver- 
wandlung von gegebenen Gebilden in andere bieten sich uns 
einige allgemeine Bemerkungen dar. 

Seien 2 und 2j zwei collineare ebene Systeme, P und P x 
irgend zwei einander entsprechende Punkte derselben. Wenn 
dann P in 2 irgend eine Curve k durchläuft , so beschreibt zu- 
gleich P x in Hi eine Curve k x , welche zu k collinear ist. Näm- 
lich wenn P sich stetig bewegt, so muss auch P t sich stetig be- 
wegen, weil die beiden Strahlen, durch welche irgend zwei ein- 
ander entsprechende feste Punkte von 2 und 2 t mit resp. Pund 
P x verbunden werden, zwei projectivische und daher auch stetige 
Strahlenbüschel beschreiben. Wenn nun die Curve k von irgend 
einer Geraden g in n Punkten geschnitten wird, so muss auch &i 
von der entsprechenden Geraden g x in n Punkten geschnitten 
werden; nämlich in denjenigen Punkten, welche den Schnittpunkten 
von k und g entsprechen. Fallen von den Schnittpunkten von k und 
g irgend zwei zusammen, so dass die Curve k von der Geraden 
g berührt wird, so fallen auch die entsprechenden beiden Schnitt- 
punkte von ki und g x zusammen, und &j wird von g x berührt; 
zugleich sind die Berührungspunkte in g und g x zwei einander 
entsprechende Curvenpunkte. Die Tangenten an zwei einander 
entsprechenden Punkten der Curven k und k^ sind also zwei ein- 
ander entsprechende Strahlen der collinearen Systeme 2 und 2 t . 
Jeder Tangente, die aus einem beliebigen Punkte A von 2 an 
die Curve k gelegt werden kann, entspricht eine Tangente von 
&}, die durch den homologen Punkt A x von 2 t hindurchgeht; so 
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dass von A x an k x ebenso viele Tangenten gelegt werden können, 
wie von A an k. Geht k mehrmals durch einen Punkt von Z, 
so geht k x ebenso oft durch den entsprechenden Punkt von I> x 
u. s. w. 

Man pflegt die ebenen Curven zu unterscheiden in Bezug auf 
ihre Ordnung und ihre Classe; nämlich: 



Eine ebene Curve wter Ord- 
nung hat mit einer beliebigen 
sie schneidenden Geraden im 
Allgemeinen und höchstens n 
Punkte gemein. 



An eine ebene Curve nter 
Classe können aus einem be- 
liebigen Punkte ihrer Ebene im 
Allgemeinen und höchstens n Tan- 
genten gezogen werden. 



Hiernach können wir die wichtigeren der soeben gefundenen 
Sätze wie folgt zusammenfassen: 

Zwei Curven k und k x , welche in collinearen ebenen Systemen 
einander entsprechen, sind von gleicher Ordnung und gleicher 
Classe. Jedem vielfachen Punkte von k erdspricht ein vielfacher 
Punkt von derselben Ordnung in V x ; ebenso jeder mehrfachen 
Tangente von k eine solche von k x . 

Ist z. B. k eine Curve zweiter Ordnung, so muss auch k^ 
eine solche sein; und zwar lässt sich leicht zeigen, dass k x auch 
die projectivischen Eigenschaften mit k theilt, und nicht bloss wie 
k mit jeder sie schneidenden Geraden im Allgemeinen und höch- 
stens zwei Punkte gemein hat. Denn wenn k durch zwei projec- 
tivische Strahlenbüschel A und B erzeugt wird, so wird k x durch 
die entsprechenden beiden Strahlenbüschel A x und B x erzeugt; 
und es ist A x nB x , weil A*A X und B*B X , sodass auch k x als 
Schnitt von zwei projectivischen Strahlenbüscheln zu betrachten 
ist. Zugleich ergiebt sich hieraus: 

„Zwei Curven II. Ordnung, welche in collinearen ebenen Sy- 
stemen einander entsprechen, sind projectivisch auf einander 
„bezogen." 

Wir können diesen Satz auch umkehren; nämlich: 
„Zwei projectivische Curven II. Ordnung können stets als ein- 
ander entsprechende Curven in zwei collinearen ebenen Sy- 
stemen betrachtet werden." 
Seien nämlich A, B, C irgend drei Punkte der ersten Cürve k und 
<^ii -Bii C| die ihnen resp. entsprechenden Punkte der zweiten 
Curve k x , sei ferner D der Pol von A B in Bezug auf k und D x 
derjenige von A X B X in Bezug auf die Curve k x . Gehören dann 
die Curven zwei collinearen ebenen Systemen als einander ent- 
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sprechende an, so müssen die Tangenten von k in A und B auch 
den Tangenten von k x in A x und B x entsprechen, und folglich 
sind auch die Punkte D und D x zwei einander entsprechende 
Punkte der collinearen Systeme. Die ebenen Systeme, in welchen 
die Curven liegen, lassen sich nun aber wirklich collinear so auf 
einander beziehen , dass den vier Punkten A, B 1 C\ D des einen 
die resp. Punkte A X ,B X ,C X ,D X des andern entsprechen; und der 
Curve &, welche durch C geht, und in A und B die Geraden 
DA und DB berührt, entspricht alsdann die Curve k Xl welche 
durch C x geht, und in A x und B x die üeradeu D x A x und D x B x 
berührt. Die collineare Verwandtschaft der ebenen Systeme ist, 
wie Sie sehen, durch die projectivische Verwandtschaft der beiden 
Curven völlig und eindeutig bestimmt. 

Wenn auch collineare Curven von derselben Ordnung und 
Classe sind, so können sie doch in einer Beziehung wesentliche 
Unterschiede darbieten, nämlich in Bezug auf ihre unendlich 
fernen Punkte. Seien wiederum 2 und H x die collinearen ebenen 
Systeme, von welchen zwei solche Curven k und k x homologe Gebilde 
sind, und mögen den Punkten A,B von 2 die resp. Punkte A x 
und B x von 2j entsprechen.* Irgend zwei durch resp. A und B 
gelegten und zu einander parallelen Strahlen a und b von 2 ent- 
sprechen dann in 2 X zwei Strahlen a x und 6 1? welche durch resp. 
A x und B x gehen, aber nicht nothwendig parallel zu sein brauchen. 
Dem unendlich fernen Punkte, in welchem a und b sich schneiden, 
entspricht also im Allgemeinen ein eigentlicher Schnittpunkt 
von a x und b x ; der Verbindungslinie von irgend zwei unendlich 
fernen Punkten des Systems 2, d. h. der unendlich fernen Ge- 
raden von 2 entspricht daher im Allgemeinen eine Verbindungs- 
linie von zwei eigentlichen Punkten, d. h. eine eigentliche Gerade 
in 2 E ; und ebenso entspricht der unendlich fernen Geraden von 
2 E im Allgemeinen eine eigentliche Gerade in 2. Den unendlich 
fernen Punkten der Curve k entsprechen desshalb nicht nothwendig 
wieder unendlich ferne Punkte von k x ; und ebenso wenig den 
Asymptoten von A, d. h. den Tangenten von unendlich fernen 
Punkten, wieder Asymptoten von k x . Vielmehr kann z. B. eine 
Ellipse mit einer Parabel oder Hyperbel collinear verwandt sein, 
so dass jedem unendlich fernen Punkte der letzteren ein eigent- 
licher Punkt der Ellipse entspricht. 

Sind 2 und 2£ zwei reciproke ebene Systeme, so entspricht 
jedem Punkte P von 2 ein Strahl p x von 2j. Durchläuft P in 
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2 irgend eine Curve 4, so beschreibt gleichzeitig p l eine stetige 
Aufeinanderfolge K x von Strahlen, welche ein Strahlenbüschel 
heissen soll. Nähert sich P einem festen Punkte Q der Curve fc, 
so nähert sich p t einem festen Strahle q { des Büschels K v und 
dem Strahle PQ, der sich um Q dreht, entspricht dann der Punkt 
Pi9ii welcher auf der Geraden q t fortgleitet. Und wie PQ 
schliesslich , wenn P ins Unbegrenzte dem Punkte Q sich nähert 
(Fig. 3), mit einer festen Geraden, nämlich mit der Tangente q 
des Punktes Q zusammenfällt, so fällt auch p t q x schliesslich mit 
einem festen Punkte zusammen, nämlich mit dem Berührungs- 
punkte Qj des Strahles q x , welcher also jener Tangente entspricht 
(vergl. I. Abth. pag. 66). Jedem Punkte Q der Curve k nebst 
seiner Tangente q entspricht demnach ein Strahl q x des Büschels 
K x nebst seinem Berührungspunkte Q 1 ; und den stetig auf ein- 
ander folgenden Tangenten von k entsprechen stetig auf ein- 
ander folgende Berührungspunkte von K x . Mit einem Wort: dem 
Büschel K von Tangenten, welche die Curve k einhüllen, entspricht 
eine Curve ftj, welche vom Büschel K { eingehüllt wird. Wenn 
k mit irgend einer Geraden g ihrer Ebene n Punkte gemein hat, 
so gehen die entsprechenden n Strahlen des Büschels K t oder 
Tangenten der Curve k Y durch denjenigen Punkt von 2 1? welcher 
jener Geraden entspricht. Ueberhaupt gilt folgender Satz: 

Wenn zicei Curven k und k| in reciproken Systemen ein- 
ander entsprechen, so ist die Ordnung der einen gleich der 
Classe der andern. Jedem Punkte der einen Curve nebst dessen 
Tangente entspricht eine Tangente der andern nebst deren Be- 
rührungspunkt; jedem mehrfachen Punkte der einen entspricht 
eine mehrfache Tangente der anderen. 
Ist insbesondere k eine Curve IL Ordnung, so ist k x eine 
Curve zweiter Classe, welche nämlich von einem Strahlenbüschel 
IL Ordnung eingehüllt wird. Dieser Büschel wird durch zwei 
projectivische gerade Gebilde a x und b v erzeugt, wenn die Curve 
k durch zwei projectivische Strahlenbüschel A und B erzeugt ist; 
denn weil a x * A und b x * B, so folgt aus A * B auch a x *b x . — 
Wir haben schon früher gesehen, dass jede Curve zweiter Ord- 
nung von einem Büschel zweiter Ordnung eingehüllt wird und 
also auch von der zweiten Classe ist; bei Curven höherer Ordnung 
oder Classe findet eine solche Uebereinstimmung nicht mehr Statt. 
Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich über Kegelflächen 
anstellen, welche in projectivischen Strahlenbündeln einander ent- 
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sprechen. Doch können Sie alle Resultate, welche sich für solche 
Kegelflächen ergeben, auch aus dem soeben gewonnenen ableiten, 
indem Sie zwei projectivische ebene Systeme aus irgend zwei 
Mittelpunkten durch Strahlenbündel projiciren. Dabei ergiebt sich 
u. A. auch, was unter Kegelflächen n ter Ordnung oder n ter Classe 
zu verstehen ist. Wird z. B. ein ebenes System 2 auf einen 
Strahlenbündel /S| reciprok bezogen, so entspricht jeder Curve 
n ter Ordnung und p ter Classe von 2 eine Kegelfläche n ter Classe 
und pter Ordnung in S v 



Dritter Vortrag. 

Perspectivische Lage collinearer Grundgebilde der 
zweiten Stufe. 



Wir haben gesehen, dass in zwei collinearen reciproken Grund- 
gebilden je vier harmonische Elemente des einen stets wieder 
vier harmonischen Elementen des andern entsprechen, und daraus 
bereits den Schluss gezogen, dass irgend zwei einander ent- 
sprechende einförmige Grundgebilde derselben projectivisch sein 
müssen. Haben also zwei collineare oder reciproke Grundgebilde 
2 und £ t eine solche Lage, dass nicht allein die Träger a und a x 
von irgend zwei einander entsprechenden einförmigen Grundgebilden, 
sondern auch drei Paare homologer Elemente der letzteren auf 
einander fallen, so müssen je zwei einander entsprechende Ele- 
mente von a und a x zusammenfallen (I. Abth. pag. 44), und Z 
und H x haben somit jedes Element von a und a x entsprechend 
gemein. Insbesondere also gilt der Satz; 



Wenn zwei collineare Strahlen- 
bündel, die nicht concentrisch 
liegen, drei durch ihren gemein- 
schaftlichen Strahl gehende Ebe- 
nen entsprechend gemein haben, 
so haben sie jede Bolche Ebene 
entsprechend gemein. 
Mit einer geringen Veränderung lässt sich dieser Doppelsatz auch 



Wenn zwei collineare ebene 
Systeme, die nicht in derselben 
Ebene liegen, drei Punkte ihrer 
Schnittlinie entsprechend gemein 
haben, so haben sie jeden Punkt 
derselben entsprechend gemein. 
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für ebene Systeme, die auf einander liegen, sowie für concentrische 
Strahlenbündel aufstellen. 

Wenn zwei in derselben Ebene liegende colliueare Systeme 2 
und Et die sämmtlichen Punkte von zwei Geraden u und v oder 
die sämmtlichen Strahlen von zwei Büscheln S und T entsprechend 
gemein haben, so fällt jedes Element von 2 mit seinem ent- 
sprechenden von £ t zusammen. Denn im ersten Falle entspricht 
jede Gerade der Ebene sich selbst, weil sie zwei sich selbst ent- 
sprechende Punkte verbindet, nämlich einen Punkt von u mit 
einem Punkte von v\ und jeder Punkt der Ebene entspricht sich 
selbst, weil er als Schnittpunkt solcher sich selbst entsprechender 
Geraden angesehen werden kann. Ebenso entspricht im zweiten 
Falle jeder Punkt der Ebene sich selbst, weil in ihm zwei sich 
selbst entsprechende Strahlen der Büschel S und T sich schneiden, 
jede Gerade der Ebene aber kann als Verbindungslinie solcher 
Punkte aufgefasst werden. Wir werden hierdurch zu folgendem 
Satze geführt. 



Zwei in derselben Ebene liegende 
colliueare Systeme haben alle ihre 
Elemente entsprechend gemein 
(oder sind identisch), wenn sie 
die Eckpunkte eines Vierecks, 
oder auch die Seiten eines Vier- 
seits entsprechend gemein haben. 



Zwei concentrische collineare 
Strahlenbündel haben alle ihre 
Elemente entsprechend gemein 
(oder sind identisch), wenn sie 
die Kanten eines Vierecks oder 
auch die Seiten eines Vierseiis 
entsprechend gemein haben. 



Der Satz rechts wird auf denjenigen links sofort zurückge- 
führt, indem wir die beiden Strahlenbündel durch eine Ebene 
schneiden. Die collinearen Systeme, welche in dieser liegen, haben 
aber die Eckpunkte A,B,C,D eines Vierecks oder auch eines 
einfachen Vierseits entsprechend gemein, desshalb aber auch die 
Strahlen AB. AC\ AD und folglich jeden Strahl des Büschels -4, 
sowie die Strahlen BA, BC, BD und folglich jeden Strahl des 
Büschels B: woraus der Satz folgt. Zwei beliebig auf einander 
gelegte collineare Systeme haben daher im Allgemeinen höchstens 
drei Punkte und deren Verbindungslinien entsprechend gemein. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze lassen sich folgende Schlüsse 
ziehen in Betreff der perspectivischen Lage collinearer Systeme 
und Strahlenbündel. 



Wenn zwei collineare Systeme 
2 und 2} in verschiedenen Ebe- 
nen liegen, und irgend vier 



Wenn zwei collineare Strahlen- 
bündel S und S l verschiedene 
Mittelpunkte haben, und irgend 
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Dritter Vortrag. 



Strahlen, welche die Eckpunkte 
eines Vierecks von 2 mit den 
resp. entsprechenden Punkten 
von 2i verbinden, sich in einem 
Punkte £ schneiden, so liegen 
die Systeme perspectivisch und 
sind Schnitte des Strahlenbün- 
dels S. Denn die beiden colli- 
nearen Strahlenbündel , durch 
welche die ebenen Systeme aus 
Sprojicirt werden, sind identisch, 
weil sie ein Vierkant entsprechend 
gemein haben. 



vier Strahlen, in welchen die 
Seitenebenen eines Vierseits von 
S durch die resp. entsprechen- 
den Ebenen von S^ geschnitten 
werden, in einer Ebene 2 liegen, 
so sind die Bündel perspectivisch 
und Scheine des ebenen Sy- 
stemes 2. Denn die beiden 
collinearen Systeme, in welchen 
die Strahlenbündel durch 2 ge- 
schnitten werden, sind identisch, 
weil sie ein Vierseit entsprechend 



gemein haben. 

Ich überlasse Ihnen den ganz ähnlichen Beweis des Satzes: 

„Ein ebenes System 2 liegt perspectivisch zu einem ihm colli- 

„nearen Strahlenbündel S, wenn die Eckpunkte eines Vierecks 

„von 2 auf den ihnen entsprechenden Strahlen von S liegen." 

Ihnen wird die Analogie nicht entgangen sein, welche zwischen 

diesen Theoremen und denjenigen herrscht, die wir für projec- 

tivische Grundgebilde der ersten Stufe im fünften Vortrag der 

ersten Abtheilung kennen gelernt haben. Aehnliches lässt sich 

von dem folgenden Doppelsatze bemerken, welchen ich später 

häufig benutzen werde. 

Wenn zwei collineare ebene 
Systeme drei und folglich alle 
Punkte eines geraden Gebildes 
u entsprechend gemein haben, 
so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien von je zwei einander 
entsprechenden Punkten der- 
selben in einem festen Punkte 
Ä — Nämlich beliebige zwei 
einander entsprechende Gerade 
l und ly (Fig. 4) müssen irgend 
einen Punkt A von u entsprechend 
gemein haben, weil jeder Punkt 
von u sich selbst entspricht. 
Die sämmtlichen Geraden DD X , 
EEy, . . . welche je einen Punkt 
(D, 2£, . . .) von l mit dem ihm 



WenD zwei collineare Strahlen- 
bündel drei und folglich alle 
Ebenen eines Büschels u ent- 
sprechend gemein haben, so 
liegen die Schnittlinien von je 
zwei einander entsprechenden 
Ebenen derselben in einer festen 
Ebene 2. — Nämlich beliebige 
zwei einander entsprechende 
Strahlen l und l x müssen in ir- 
gend einer Ebene a von u liegen, 
weil jede Ebene von u sich selbst 
entspricht. Die sämmtlichen 
Strahlen ö 6 X , e e^ . . . in denen je 
eine Ebene (öj , e x . . .) des Büschels 
l von der ihr entsprechenden 
Ebene (8i,e|,...) des Büschels 
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entsprechenden Punkte (D x , 
E x , . . .) von l x verbinden, gehen 
daher durch einen Punkt &, weil 
die geraden Gebilde l und l x 
ihren Schnittpunkt A ent- 
sprechend gemein haben und 
somit perspectivisch sind. Liegen 
nun die Systeme in einer Ebene, 
und ist P der Schnittpunkt eines 
durch S gebenden Strahles DD X 
mit der Geraden w, so entspricht 
die Gerade PD der Geraden PD X , 
also sich selbst, weil P sich 
selbst entspricht. Jeder durch 
S gehende Strahl fällt also 
mit seinem entsprechenden 
zusammen, woraus folgt, dass 
je zwei einander entsprechende 
Punkte auf einem durch S 
gehenden Strahle liegen. Schnei- 
den sich dagegen die Sy- 
steme in der Geraden u, so folgt, 
dass je zwei Verbindungslinien 
homologer Punkte, wie ~DD X 
und EE X , in einer Ebene liegen 
und somit einander schneiden. 
Weil aber nicht alle diese Ver- 
bindungslinien in einer und der- 
selben Ebene liegen, so müssen 
sie sich in einem und demselben 
Punkte S schneiden, und die 
Systeme sind Schnitte des 
Strahlenbündels S. 

Wir können diese bemerkenswerthen Sätze auch in folgender 
Form aussprechen: 



l x geschnitten wird, liegen da- 
her in einer Ebene 2; denn die 
Büschel haben die Ebene a ent- 
sprechend gemein und somit 
perspectivische Lage. Haben 
nun die Strahlenbündel den- 
selben Mittelpunkt, und ist tc 
die Ebene, welche einen be- 
liebigen in 2 liegenden Strahl 
ooj mit der Axe u verbindet, 
so entspricht der Strahl tu 8 
dem Strahle n 8^ also sich selbst, 
weil tc sich selbst entspricht. 
Jeder in 2 liegende Strahl fällt 
also mit seinem entsprechenden 
zusammen, woraus folgt, dass 
je zwei einander entsprechende 
Ebenen sich in einem Strahle 
der Ebene 2 schneiden. Haben 
dagegen die Bündel zwei ver- 
schiedene in der Axe u liegende 
Mittelpunkte, so folgt, dass je 
zwei Schnittlinien homologer 
Ebenen, wie ooj und &e x , in 
einer Ebene liegen und somit 
einander schneiden. Weil aber 
nicht alle diese Schnittlinien 
durch einen und denselben Punkt 
gehen, so müssen sie in einer 
und derselben Ebene 2 liegen, 
und die Strahlenbündel sind 
Scheine des ebenen Systemes 2. 



Zwei collineare ebene Systeme, 
die sich schneiden und drei 
Punkte ihrer Schnittlinie ent- 
sprechend gemein haben, liegen 
perspectivisch. 



Zwei collineare Strahlenbündel, 
die nicht concentrisch sind und 
drei Ebenen ihres gemeinschaft- 
lichen Strahles entsprechend ge- 
meinhaben, liegen perspectivisch. 
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Dritter Vortrag. 



Wenn zwei in einer Ebene 
liegende collineare Systeme ein 
gerades Gebilde (d. b. jeden 
Punkt desselben) entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch 
einen Strahlenbüschel (d. h. jeden 
Strahl desselben) entsprechend 



Wenn zwei concentrische und 
collineare Strahlenbündel einen 
Ebenenbüschel (d. h. jede Ebene 
desselben) entsprechend gemein 
haben, so haben sie auch einen 
Strahlenbüschel entsprechend ge- 
mein. 



gemein. 

Dass auch umgekehrt zwei perspectivische ebene Systeme 
jeden Punkt ihrer Schnittlinie und zwei perspectivische Strahlen- 
bündel jede durch beide Mittelpunkte gehende Ebene entsprechend 
gemein haben, leuchtet ohne Weiteres ein. Aber auch die letzten 
beiden Sätze lassen sich umkehren, so dass wir auch behaupten 
können : 



Wenn zwei in einer Ebene 
liegende collineare Systeme einen 
Strahlenbüschel entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch 
ein gerades Gebilde entsprechend 
gemein. 



Wenn zwei concentrische und 
collineare Strahlenbündel einen 
Strahlenbüschel entsprechend 
gemein haben, so haben sie auch 
einen Ebenenbüschel ent- 
sprechend gemein. 



Denn wenn wir links die Systeme aus einem beliebigen Mittel- 
punkte durch zwei concentrische Strahlenbündel prqjiciren, so 
haben diese einen Ebenenbüschel und folglich (nach dem vorher- 
gehenden Satze rechts) auch einen Strahlenbüschel entsprechend 
gemein, von welchem das im Satz genannte gerade Gebilde ein 
Schnitt ist. Ebenso wird der Satz rechts auf den vorhergehenden 
links zurückgeführt, wenn wir die concentrischen Strahlenbündel 
durch eine Ebene in zwei auf einander liegenden Systemen schneiden. 
Uebrigens können Sie den letzten Doppelsatz auch direkt beweisen 
auf analoge Weise wie den vorigen. 

Zwei in derselben Ebene liegende collineare Systeme, welche 
ein gerades Gebilde u und einen Strahlenbüschel S entsprechend 
gemein haben, werden auch perspectivisch genannt, weil sie 
viele Eigenschaften zeigen, die auch sonst perspectivisch liegenden 
Systemen zukommen. Der Punkt /S, welcher mit je zwei einander 
entsprechenden Punkten in einer und derselben Geraden liegt, 
heisst das Centrum, und die Gerade w, auf welcher je zwei ein- 
ander entsprechende Gerade sich schneiden, die Axe der Colli- 
neation. Stellen Sie sich vor, von zwei perspectivischen ebenen 
Systemen im Räume drehe sich das eine um seine Schnittlinie 
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mit dem anderen System, so werden freilich die Verbindungslinien 
homologer Punkte gleichzeitig ihre Lage ändern, aber doch be- 
ständig nach einem gleichfalls sich bewegenden Punkte convergiren, 
weil die Systeme jeden Punkt ihrer Schnittlinie entsprechend ge- 
mein haben. Fallen nun die Systeme bei der Drehung auf ein- 
ander, so ist diese Lage als ein besonderer Fall der allgemeinen 
perspectivischen zu betrachten. — Zwei concentrische und colli- 
neare Strahlenbündel heissen gleichfalls perspectivisch, wenn 
sie einen Strahlenbüschel und einen Ebenenbüschel entsprechend 
gemein haben. 

Wollen wir zwei in einer Ebene liegende Systeme perspec- 
tivisch auf einander beziehen, so können wir die Axe u und das 
Centrum S der Collineation willkürlich annehmen (Fig. 4), und 
sodann noch irgend zwei Punkte D und D i , welche auf einem 
Strahle von S liegen, einander als entsprechende zuweisen. Denn 
wenn die Strahlenbüschel D und D x perspectivisch auf das gerade 
Gebilde u bezogen werden, so können und müssen die beiden 
Systeme collinear so auf einander bezogen werden, dass der Büschel 
D des einen dem Büschel D x des andern, und dass der Büschel 
S sich selbst entspricht; dadurch ist ihre collineare Verwandt- 
schaft völlig und eindeutig bestimmt (pag. 6). Weil aber in jedem 
Punkte A von u zwei einander entsprechende Strahlen l und l x 
von resp. D und D x sich schneiden, und weil durch A auch ein 
sich selbst entsprechender Strahl a des Büschels S hindurchgeht, 
so muss A oder l'a sich selbst, nämlich dem Punkte ly'a ent- 
sprechen, und die beiden Systeme haben folglich jeden Punkt von 
u gemein, wie verlangt wurde. 

Jeder durch D .gehende Strahl wird von seinem durch D x 
gehenden entsprechenden Strahle in einem Punkte von u geschnitten, 
kann also leicht construirt werden; und da je zwei homologe 
Punkte E und E x auf homologen Strahlen von D und D x und 
zugleich mit S in einer Geraden liegen, so ist zu E leicht der 
zugehörige Punkt E x zu finden. Es wird eine sehr nützliche und 
lehrreiche Uebung für Sie sein, wenn Sie auf diese Weise zu ir- 
gend einer gegebenen Curve die entsprechende construiren, d. h. 
zu beliebig vielen Punkten der ersteren die entsprechenden Punkte 
der letzteren. Von Interesse ist bei dieser Construction nament- 
lich die Frage, wo die Gerade des einen Systemes liegt, welche 
der unendlich fernen Geraden des anderen entspricht; denn von 
der Lage jener Geraden hängt es wesentlich ab, ob und mit wie 

Heye, Geometrie der Lage. II. 2 
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vielen Zweigen die gesuchte Curve in's Unendliche verläuft. Jene 
Gerade muss zu der Collineationsaxe parallel sein, weil sie ihre 
entsprechende Gerade auf der Collineationsaxe und zugleich in 
einem unendlich fernen Punkte schneidet. — Rückt die Axe der 
Collineation in's Unendliche, so werden je zwei homologe Gerade 
parallel, und die Systeme heissen alsdann perspectivisch ähnlich. 
Die Lehre von der Aehnlichkeit ebener Figuren ist Ihnen aus der 
Geometrie der Alten längst bekannt, und also ein besonderer Fall 
der Lehre von der Collineation. 



Vierter Vortrag. 

Collineare und reciproke Verwandtschaft räumlicher 

Systeme. 



Die bisherigen Entwickelungen bieten uns nunmehr die Mittel 
dar, zwei räumliche Systeme, d. h. den unendlichen Raum doppelt 
gedacht, oder auch Theile des unendlichen Raumes, in einfacher 
Weise collinear oder reciprok auf einander zu beziehen. Aus der 
allgemeinen Definition der collinearen und der reciproken Ver- 
wandtschaft leiten wir zunächst für räumliche Systeme folgende 
Erklärungen ab: 

Zwei räumliche Systeme 2 und 2^ sind collinear verwandt, wenn 
jedem Punkte P von 2 ein Punkt Pj von 2 X entspricht, jeder 
durch P gehenden Geraden oder Ebene von 2 aber eine durch 
P| gehende Gerade resp. Ebene von 2|. 

Zwei räumliche Systeme 2 und 2j sind reciprok verwandt, wenn 

jedem Punkte P von 2 eine Ebene tz x von 2i entspricht , jeder 

durch P gehenden Geraden oder Ebene von 2 aber ein in ttj 

liegender Strahl resp. Punkt von 2j. 

Auch an diesem besonderen Fall werden Sie ohne Mühe den 

schon früher allgemein bewiesenen Satz bestätigt finden, dass 

zwei Grundgebilde, welche einem dritten entweder beide collinear 

oder beide reciprok sind, zu einander collinear sein müssen. Da 

hiernach die collineare Verwandtschaft aus der reciproken abgeleitet 
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werden kann, so darf ich mich meistens auf die Untersuchung 
der letzteren beschränken. 

Entsprechen einander in zwei reciproken räumlichen Systemen 
ein Punkt P und eine Ebene tü|, also auch der Strahlenbündel 1 
und das ebene System tz x , so sind die letzteren offenbar einander 
reciprok, weil jeder Ebene e von P ein Punkt E x in iti, und jedem 
in e liegenden Strahl von P ein durch E i gehender Strahl von tt| 
entspricht (pag. 3). Je vier harmonischen Elementen von P oder 
überhaupt des einen räumlichen Systems entsprechen daher stets vier 
harmonische Elemente in ttj oder im anderen System. Folglich muss 
auch jedem geraden Gebilde des einen Systems ein zu ihm projec- 
tivischer Ebenenbüschel des anderen, jedem Strahlenbüschel ein 
projectivischer Strahlenbüschel entsprechen u. s. w.. In zwei colli- 
nearen räumlichen Systemen entspricht ebenso jedem ebenen Systeme 
ein collineares ebenes System, jedem Strahlen bündel ein collinearer 
Strahlenbündel, jedem geraden Gebilde ein projectivisches gerades 
Gebilde u. s. w. Zwei collineare und ebenso zwei reciproke räum- 
liche Systeme werden desshalb auch projectivisch genannt. Es folgt: 
Wenn zwei collineare oder reciproke räumliche Systeme drei Ele- 
mente eines einförmigen Grundgebildes , oder auch vier gleich- 
artige Elemente eines Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend 
gemein haben, so haben sie jedes Element dieses Grundgebildes 
entsprechend gemein (pag. 18). 
Dabei wird vorausgesetzt, dass im letzteren Falle keine drei von 
jenen vier Elementen einem und demselben einförmigen Grund- 
gebilde angehören. 

Um nun zwei räumliche Systeme 2 und 2i reciprok auf ein- 
ander zu beziehen, verfahren wir wohl am Einfachsten und An- 
schaulichsten wie folgt. Wir nehmen in 2 irgend zwei Strahlen- 
bündel A und B an, und beziehen dieselben auf je ein in 2i 
liegendes ebe nes System oti resp. ß| reciprok, so jedoch, dass der 
Geraden AB die Schnittlinie oti ßi entspricht, sowie jeder durch 
A B gehenden gemeinschaftlichen Ebene der Bündel ein auf aj $ x 
liegender gemeinschaftlicher Punkt der ebenen Systeme. Damit 
ist dann jedem Punkte P von 2 eine Ebene iC| in 2j zugewiesen, 
und jedem durch P gehenden Strahle l ein in ir x liegender Strahl l x . 
Denn den Strahlen AP und BP, welche mit AB in einer und 
derselben Ebene liegen, entsprechen in otj und ßj zwei Strahlen, 
welche mit a t ß£ einen und denselben Punkt gemein haben und 
daher eine dem Punkte P entsprechende Ebene iq bestimmen; 

2* 
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und ebenso entspricht dem Strahle l von 2, welcher aus A und B < 
durch zwei Ebenen A l und B l projicirt wird, ein Strahl l x , welcher 
von a x und ß E in den entsprechenden zwei Punkten a x l x und 
ßi ^1 geschnitten wird. Ist endlich in 2 irgend ein ebenes System e 
gegeben, durch welches die Bündel A und B perspectivisch auf 
einander bezogen werden, so dass sie also den Ebenenbüschel 
A B entsprechend gemein haben , so werden dadurch gleichzeitig 
die ebenen Systeme a x und fy foeil^ot! * A 71 B * ßi) collinear auf 
einander bezogen, so dass sie das gerade Gebilde otj ß, entsprechend 
gemein haben. Folglich liegen (nach pag. 15) oti und ß| perspec- 
tivisch und erzeugen einen Strahlenbündel Ej, welcher dem ebenen 
Systeme e entspricht und demselben reciprok ist. Der Ebene s 
von 2, welche durch irgend eine Gerade l oder einen Punkt P 
hindurchgeht, entspricht somit ein Punkt E x , welcher auf der ent- 
sprechenden Geraden l x oder Ebene tz x liegt. Auch der unendlich 
fernen Ebene des einen Systems entspricht auf diese Weise ein 
Punkt des andern, und zwar im Allgemeinen ein eigentlicher 
Punkt. Also : 

„Zwei räumliche Systeme 2 und 2! lassen sich stets auf eine 
„einzige Art so auf einander beziehen, dass zwei Strahlen- 
nbündeln A und B von 2 zwei denselben reciproke ebene Sy- 
steme 04 und ßj von 2| entsprechen, wenn nämlich die reci- 
„proke Verwandtschaft zwischen A und 04 und zwischen B 
„und ß| so festgestellt ist, dass jeder gemeinschaftlichen Ebene 
„von A und B ein gemeinschaftlicher Punkt von a x und ß£ 
„entspricht.." 

Wir können daraus schliessen: 

Sollen zwei räumliche Systeme 2 und 2j reciprok auf einander 

bezogen werden, so darf man fünf beliebigen Punkten A, B, C, 

D, E des einen 2, von denen jedoch keine vier in einer Ebene 

liegen, irgend fünf Ebenen 0L\,$\,*(i,üi,Zi des andern Systems 

2| , von denen keine vier durch einen Punkt gehen, als entsprechende 

zuweisen, wodurch dann aber jedem Element von 2 ein solclies 

in 2 X zugewiesen ist. 

Wir müssen nämlich und können auch auf eine einzige Art den 

Strahlenbündel A reciprok auf das ebene System 04 beziehen , so 

dass den St rahlen AB, AC, AD, AE die resp. Strahlen 04 ß t , a x fi, 

«l&i? «i e i entsprechen (pag. 7); und ebenso ist zwischen- dem 

Bündel B und dem ebenen System ß t nur eine einzige reciproke 

Verwandtschaft möglich, so dass die vier Strahlenpaare ~BA und 
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p! «!, BC und ßjYi, jBZ) und ß x 5j, 2?£ und ßj e x entsprechende 
Strahlen sind. Weil nun den gemeinschaftlichen drei Ebenen 
ABC, ABD und A BE der Bündel 4 und B die resp. drei ge- 
meinschaftlichen Punkte «| ßi yi, a x ßi 81 und a x ßi ej der ebenen 
Systeme «i und ßj entsprechen, so entspricht jeder Ebene des 
Büschels A B ein einziger Punkt des geraden Gebildes * x ß x ; der 
Satz ist also auf den vorhergehenden zurückgeführt. 
Für collineare räumliche Systeme folgt ebenso: 
Sollen zwei räumliche Systeme Z und 2j collinear auf einander be- 
zogen werden , so darf man fünf beliebigen Punkten des einen, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, irgend fünf solche 
Punkte des andern als entsprechende zuweisen, wodurch dann 
jedem Elemente von 2 ein solches von 2j zugewiesen ist 
Dieser Satz lässt sich entweder direkt beweisen auf analoge Weise, 
wie vorhin derjenige über reciproke Systeme, oder einfacher noch 
auf diesen zurückführen durch die Bemerkung, dass zwei Systeme, 
welche einem dritten reciprok sind, einander collinear sein müssen. 
Wir können nämlich beide gegebene Systeme auf ein drittes reci- 
prok beziehen, so dass beliebigen fünf Ebenen des letzteren die 
resp. fünf gegebenen Punkte von jedem der ersteren entsprechen, 
so ist die collineare Verwandtschaft zwischen den gegebenen 
Systemen hergestellt. Statt der fünf Punkte in jedem der beiden 
Systeme könnten auch je fünf Ebenen, von denen keine vier durch 
einen Punkt gehen, einander zugewiesen werden; auch in diesem 
Falle gilt der Satz. Zugleich ergiebt sich; 

Wenn zwei collineare räumliche Systeme fünf Punkte, von denen 

keine vier in einer Ebene liegen, oder auch fünf Ebenen, von denen 

keine vier durch einen Punkt gehen, entsprechend gemein haben, so 

haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein, oder sind identisch. 

Als.Hauptergebniss dieser ganzen Untersuchung ist der jetzt 

geführte Beweis des Reciprocitäts-Gesetzes zu betrachten. Wenn 

nämlich zwei Räume reciprok auf einander bezogen werden können, 

so kann auch zu jedem beliebigen räumlichen Gebilde ein reci- 

prokes construirt werden, dessen Eigenschaften sich aus denjenigen 

des ersteren ergeben. Ich werde desshalb künftig mich begnügen, 

von je zwei reciproken Sätzen immer nur den einen zu beweisen^ 

empfehle Ihnen jedoch, auch den Beweis des andern manchmal 

direkt zu führen statt mittelst des Beciprocitäts- Gesetzes. 

Zwischen räumlichen Gebilden, z. B. Curven oder Fläche^ 
welche in collinearen oder reciproken Systemen einander ent- 
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sprechen, bestehen bemerkenswerthe Beziehungen. Dieselben sind 
namentlich von Interesse bei doppelt gekrümmten oder ge- 
wundenen Curven, d. h. bei solchen, von denen kein Stück in 
einer Ebene liegt. Ehe ich jene Beziehungen nenne, schicke ich 
über die gewundenen Curven einige Bemerkungen voraus. 

Werden irgend zwei Punkte P und Q einer doppelt gekrümmten 
Curve durch eine Gerade PQ verbunden, und gleitet sodann der 
eine Q dieser Punkte auf der Curve fort, so beschreibt die Ge- 
rade PQ eine Kegelfläche, deren Mittelpunkt P ist, und welche 
aus diesem Punkte die Curve projicirt. Nähert sich Q mehr und 
mehr dem festen Punkte P, so nähert sich PQ einer festen Ge- 
raden p, mit der sie schliesslich zusammenfällt, wenn Q mit P 
sich vereinigt. Diese Gerade p heisst die Tangente der Curve 
im Punkte P; und von jeder durch p gehenden Ebene wird ge- 
sagt, sie berühre die Curve im Punkte P. Wird eine solche 
Berührungsebene durch die Tangente p und einen beliebigen Punkt 
R der Curve gelegt, so beschreibt dieselbe einen die Curve proji- 
cirenden Ebenenbüschel p, wenn -ff sich auf der Curve fortbe- 
wegt; und nähert sich R mehr und mehr dem Punkte P, so 
nähert sich die Ebene pR einer festen Ebene rc, mit der sie 
schliesslich zusammenfällt, wenn R sich mit P vereinigt. Diese 
Ebene 7r heisst die Schmiegungs- oder Krümmungs-Ebene 
der Curve im Punkte P Jede Tangente kann somit aufgefasst 
werden als Verbindungslinie von zwei, und jede Schmiegungs-Ebene 
als Verbindungsebene von drei Punkten der Curve, die einander 
unbegrenzt sich genähert haben. Umgekehrt fällt die gemein- 
schaftliche Gerade von zwei sich unbegrenzt einander nähernden 
Schmiegungs -Ebenen einer Curve mit einer Tangente derselben 
zusammen, der Schnittpunkt von drei solchen Ebenen aber mit 
einem Punkte der Curve. Die sämmtlichen Tangenten einer ge- 
wundenen Curve bilden einen räumlichen Strahlenbüschel, welcher 
die Curve einhüllt, und die sämmtlichen Schmiegungs -Ebenen 
einen Ebenenbüschel, welcher der Curve sich anschmiegt. 

Sind nun k und k x zwei gewundene Curven, welche in colli- 
nearen Systemen einander entsprechen, so muss jeder Geraden, 
welche zwei, und jeder Ebene, welche drei Punkte von k verbindet, 
eine Gerade resp. eine Ebene entsprechen, welche die homologen 
zwei resp. drei Punkte von k x verbindet. Der Tangente und der 
Schmiegungs-Ebene eines beliebigen Punktes von k entspricht da- 
her auch die Tangente resp. Schmiegungs-Ebene des homologen 
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Punktes von k x . Beschreibt ein Punkt P die Curve A;, während 
zugleich seine Tangente p den einhüllenden Strahlenbüschel von 
k und seine Schmiegungsebene i? den Ebenenbüschel beschreibt, 
welcher der Curve k sich anschmiegt, so durchläuft gleichzeitig 
der entsprechende Punkt P x die Curve k^ , die entsprechende 
Tangente p x beschreibt den einhüllenden Strahlenbüschel von ky 
und die entsprechende Schmiegungsebene iz x den Ebenenbüschel, 
welcher der Curve k x sich anschmiegt. Endlich ist noch zu be- 
merken, dass jeder Ebene, von welcher k in n Punkten geschnitten 
wird, eine Ebene entspricht von welcher ftj in den homologen 
n Punkten geschnitten wird; und gehen durch einen Punkt 
n Tangenten oder n Schmiegungsebenen von &, so gehen durch 
den entsprechenden Punkt n Tangenten resp. Schmiegungsebenen 
von k x . Uebrigens entsprechen den unendlich fernen Punkten 
von k im Allgemeinen eigentliche Punkte von k x , weil nur in be- 
sonderen Fällen der unendlich fernen Ebene des einen Systems die 
unendlich ferne Ebene des andern entspricht. 

Wenn die Curve k nach einem beliebigen Gesetze sich stetig 
bewegt, und eine Fläche <1> beschreibt, so beschreibt gleichzeitig 
k x eine Fläche <b x , welche jener entspricht. Diese Flächen werden 
von je zwei einander entsprechenden Schnittebenen in collinearen 
Curven geschnitten; und wenn <1> von irgend einer Geraden in 
einer beliebigen Anzahl von Punkten geschnitten oder berührt 
wird, so wird <b x von der entsprechenden Geraden in ebenso 
vielen Punkten geschnitten resp. berührt. Auch entspricht jeder 
Berührungsebene von <I> eine Berührungsebene von <b x . Enthält 
die eine Fläche gerade Linien, so enthält die andere ebenso viele 
gerade Linien; hat die eine Fläche eine Doppelcurve, durch 
welche sie mehr als einmal hindurchgeht, so gilt dasselbe von 
der anderen; u. s. w. Dagegen können collineare Flächen sich 
wesentlich unterscheiden hinsichtlich ihrer unendlich fernen Punkte. 
So kann die eine Fläche von der unendlich fernen Ebene in einer 
Curve geschnitten werden, während die andere von der unendlich 
fernen Ebene in einem Punkte berührt oder auch gar nicht ge- 
troffen wird; denn nur in besonderen Fällen entsprechen in colli- 
nearen räumlichen Systemen einander die unendlich fernen Ebenen. 

Sind zwei räumliche Systeme reeiprok auf einander bezogen, 
so entspricht ebenfalls jeder gewundenen Curve k des einen eine 
gewundene Curve k x des andern; jedoch so: Jedem Punkte P 
von k entspricht eine Schmiegungsebene k x von ft|, jeder Tangente, 
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welche zwei, und jeder Schmiegungsebene , welche drei einander 
unbegrenzt sich nähernde Punkte von k verbindet, entspricht eine 
Tangente von äjj , in welcher zwei, resp. ein Punkt, in welchen 
drei einander unbegrenzt sicli nähernde Schmiegungsebenen 
von k x sich schneiden. Jeder Ebene, welche von der einen 
Curve »Punkte oder n Tangenten enthält, entspricht ein Punkt, 
durch welchen n Schmiegungsebenen resp. n Tangenten der anderen 
Curve hindurchgehen. Den sämmtlichen Punkten einer ebenen 
Curve nebst deren Tangenten entsprechen die sämmtlichen Be- 
rührungsebenen einer Kegelfläche nebst deren Seitenlinien. Den 
Punkten und Tangenten einer Fläche <J> entsprechen die Berührungs- 
ebenen und Tangenten einer Fläche Q> x , und den Berührungs- 
ebenen von <J> entsprechen die Punkte von <t> x u. s. w. 

Ich glaube mich vorerst auf diese wenigen Bemerkungen be- 
schränken zu dürfen, zumal da ich später auf diese Beziehungen noch 
durch Beispiele zurückkommen werde. Dagegen muss ich Sie noch 
auf einen besonderen Fall aufmerksam machen, welcher eintreten 
kann, wenn zwei räumliche Systeme collinear auf einander bezogen 
sind. Da zwei solche Räume einander stets durchdringen, so 
können auch homologe Elemente derselben zusammenfallen, oder 
mit anderen Worten die Systeme können einzelne Elemente, und 
sogar Grundgebilde der ersten oder der zweiten Stufe entsprechend 
gemein haben. Analoge Betrachtungen, wie die früheren über 
collineare Systeme, die in derselben Ebene liegen, führen uns zu 
folgendem Satze: 

Wenn zwei collineare räumliche Systeme ein ebenes System 2 
entsprechend gemein haben, so haben sie auch einen Strdhlen- 
bündel S entsprechend gemein; und umgekehrt. 
Nämlich je zwei einander entsprechende ebene Systeme a und 
a x der collinearen Räume sind ebenfalls collinear (pag. 19); sie 
schneiden sitfh in einer Geraden, welche in 2 liegt, und haben 
jeden Punkt dieser ihrer Schnittlinie entsprechend gemein, weil 
jedes Element von 2 mit seinem entsprechenden zusammenfällt; 
sie sind folglich perspectivisch, und Schnitte eines Strahlenbündels 
S. Weil nun jedes Element von S, sei es ein Strahl oder eine 
Ebene, ein sich selbst entsprechendes Element von 2 mit zwei 
einander entsprechenden Elementen von a und a x verbindet, so 
muss es sich selbst entsprechen; so dass je zwei einander ent- 
sprechende Punkte der räumlichen Systeme mit S in einer Ge- 
raden, und je zwei homologe Gerade mit S in einer Ebene liegen, 
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die letzteren aber ausserdem in einem Punkte von 2 einander 
schneiden. — Haben anderseits die räumlichen Systeme einen 
Strahlenbündel S entsprechend gemein, so liegen je zwei homologe 
Strahlenbündel A und A x perspectivisch. Denn weil der Strahl 
AA y durch S geht, so haben diese collinearen Bündel nicht nur 
diesen Strahl, sondern auch jede durch ihn gehende Ebene ent- 
sprechend gemein, und sind daher Scheine eines ebenen Systemes 
2. In jedem Element von 2 aber wird ein Element von 5, welches 
sich selbst entspricht, geschnitten von zwei einander entsprechen- 
den Elementen der Bündel A und A { ; folglich fallen alle Elemente 
von 2 mit ihren entsprechenden zusammen. 

Zwei collineare räumliche Systeme, welche einen Strahlen- 
bündel S und ein ebenes System 2 entsprechend gemein haben, 
werden perspectivisch genannt. Der Punkt S, welcher mit je 
zwei homologen Punkten in einer Geraden und mit je zwei homo- 
logen Strahlen der Systeme in einer Ebene liegt, heisst das 
Collineations-Centrum, und die Ebene 2, auf welcher je zwei 
homologe Strahlen oder Ebenen sich schneiden, die Collineations- 
Ebene der räumlichen Systeme. Sollen zwei räumliche Systeme 
perspectivisch auf einander bezogen werden, so kann man die 
Ebene 2 und das Centrum S der Collineation willkürlich annehmen, 
und ausserdem irgend zwei Punkte A und Ai einander als ent- 
sprechende zuweisen, welche auf einem und demselben Strahle 
von S und ausserhalb 2 liegen. Denn seien J3, C, D drei Punkte 
von 2, von deren drei Verbindungslinien keine die Gerade SAA X 
schneidet, so können die räumlichen Systeme collinear so auf 
einander bezogen werden, dass den fünf Punkten A } B, (7, Z>, S des 
einen die resp. fünf Punkte A x , 2?, C, D, S des andern entsprechen. 
Die Strahlen SAA t , ~SB~SC,SD und folglich alle Elemente des 
Bündels S entsprechen sich selbst; ebenso entspricht die Ebene 
BCD oder 2 sich selbst, sowie jedes Element derselben, weil 
ausser den Punkten B,L\D noch ein auf SAA X liegender Punkt 
von 2 sich selbst entspricht (pag. 13). 

In perspectivischen räumlichen Systemen kann mit grosser 
Leichtigkeit zu jedem Gebilde das entsprechende construirt werden 
auf dieselbe Art, wie ich es bei perspectivischen Systemen, die 
in einer Ebene liegen, gezeigt habe. Ein besonderer Fall, der 
hier eintreten kann, ist derjenige, in welchem die Collineations- 
Ebene unendlich fern liegt, so dass je zwei homologe Gerade oder 
Ebenen einander parallel sind. In diesem Falle werden die Sy- 
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steme auch wohl perspectivisch ähnlich genannt. Die Stereometrie 
wird Sie bereits mit solchen ähnlichen Systemen bekannt gemacht 
haben; eine Maschine z. B. und ein getreues Modell derselben 
können als Theile ähnlicher Systeme angesehen, und in die per- 
spectivische Lage gebracht werden, so dass die Verbindungslinien 
von je zwei homologen Punkten sich in einem festen Tunkte, dem 
Collineations-Centrum schneiden, je zwei homologe Strahlen oder 
Ebenen aber parallel sind. 



Fünfter Vortrag. 



Flächen zweiter Ordnung, deren Erzeugung und 
Classiflcirung. 



Wie wir durch projectivische einförmige Grundgebilde zu den 
Elementargebilden zweiter Ordnung geführt worden sind, ebenso 
führen uns die projectivischen Grundgebilde zweiter Stufe zu den 
Flächen und Ebenenbündeln zweiter Ordnung. Nämlich: 



Eine Fläche zweiter Ordnung 
wird erzeugt durch zwei reciproke 
Strahlenbündel , welche nicht 
concentrisch liegen, indem jeder 
Strahl des einen Bündels von 
der ihm entsprechenden Ebene 
des andern in einem Punkte 
der Fläche geschnitten wird. 



Ein Ebenenbündel zweiter 
Ordnung wird erzeugt durch 
zwei reciproke ebene Systeme, 
welche nicht in derselben Ebene 
liegen, indem jeder Strahl des 
einen Systemes aus dem ihm ent- 
sprechenden Punkte des andern 
durch eine Ebene des Bündels 
projicirt wird. 
Da die Fläche II. Ordnung und der Ebenenbündel II. Ord- 
nung einander reciprok sind, so ergeben sich mittelst des Ge- 
setzes der Reciprocität alle Eigenschaften des einen dieser beiden 
Gebilde sofort aus denjenigen des andern, und wir dürfen uns 
daher auf die Untersuchung der Fläche IL Ordnung beschränken. 
Später wird sich herausstellen, dass der Ebenenbündel IL Ord- 
nung aus den sämmtlichen Berührungsebenen einer Fläche IL Ord- 
nung besteht; so dass auch abgesehen vom Reciprocitäts- Gesetze 
die Theorie der Ebenenbündel IL Ordnung in derjenigen der Flächen 
IL Ordnung enthalten ist. 
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Seien Sund Sy die Mittelpunkte der beiden reciproken Strahlen- 
bündel, durch welche eine Fläche <I> IL Ordnung erzeugt wird, 
dann lässt sich zunächst leicht erkennen, dass jede durch S gelegte 
Ebene a von der Fläche in einer Curve IL Ordnung geschnitten 
wird ; und zwar enthält diese Curve den Punkt S sowie denjenigen 
Punkt, in welchem die Ebene a von dem ihr entsprechenden 
Strahle a x des Bündels S x geschnitten wird, und kann in be- 
sonderen Fällen in ein System von zwei Geraden zerfallen. Näm- 
lich demjenigen Strahlenbüschel von £, welcher in der Ebene aoL 
liegt, entspricht ein ihm projectivischer Ebenenbüschel von S^, 
dessen Axe die Gerade a x ist. Diese projectivischen Büschel 
aber erzeugen (I. Abth. pag. 96) die Curve IL Ordnung, welche 
die Ebene a mit der Fläche <t> gemein hat, und welche nur dann 
in zwei gerade Linien zerfällt, wenn irgend ein Strahl des 
Büschels a in der ihm entsprechenden Ebene von a v liegt. Denn 
die Curve IL Ordnung wird auch erzeugt durch die beiden pro- 
jectivischen Strahlenbüschel, von welchen der eine der vorhin- 
genannte Strahlenbüschel S in a, der andere aber ein Schnitt 
des Ebenenbüschels a x mit der Ebene a ist, und welche nur in 
jenem besonderen Fall perspectivische Lage haben. Hieraus er- 
sehen Sie, dass die Schnittcurve von <t> und a auch durch die 
Punkte S und a x a hindurchgeht. — Ebenso wird die Fläche 
II. Ordnung von jeder durch S x gehenden Ebene in einer Curve 
IL Ordnung geschnitten, welche auch den Punkt 5! enthält. 

Es folgt hieraus, dass die Fläche zweiter Ordnung mit keiner 
Geraden g, die nicht ganz in sie hineinfallt, mehr als zwei Punkte 
gemeiu haben kann; denn die Curve IL Ordnung, in welcher die 
Fläche von der Ebene Sg geschnitten wird, kann mit der Ge- 
raden g höchstens zwei Punkte gemein haben. Daraus erklärt 
sich auch der Name „Fläche zweiter Ordnung". Jede durch S 
gehende Gerade g hat mit der Fläche im Allgemeinen noch einen 
zweiten von S verschiedenen Punkt gemein, in welchem sie näm- 
lich von der ihr entsprechenden Ebene fy geschnitten wird; und 
nur dann fallt dieser zweite Schnittpunkt mit S zusammen, wenn 
Tfi durch den gemeinschaftlichen Strahl S x S der Bündel hindurch- 
geht. Wir wollen jeden Strahl von 5, welcher mit der Fläche 
IL Ordnung keinen zweiten , von S verschiedenen Punkt gemein 
hat, eine Tangente der Fläche im Punkte S nennen. Da jeder 
Tangente eine durch SS X gelegte Ebene entspricht, so liegen alle 
durch S gehenden Tangenten der Fläche in derjenigen Ebene des 
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Bündels S, welche dem gemeinschaftlichen Strahle SS X entspricht; 
und diese Ebene soll die Berührungs-Ebene der Fläche 
II. Ordnung im Punkte S genannt werden. Also: 

„Dem gemeinschaftlichen Strahle *SS X der Bündel entspricht 
„sowohl in S als auch in S x eine Berührungsebene der Fläche 
„II. Ordnung." 

Sind nun auch in anderen Punkten der Fläche solche Be- 
rührungsebenen möglich? und hat die Fläche auch mit solchen 
Schnittebenen, die nicht durch S oder /S^ gehen, Curven II. Ord- 
nung gemein? Diese Fragen drängen sich uns jetzt auf, und 
Sie werden gewiss geneigt sein, die letztere Frage zu be- 
jahen, wenn Sie berücksichtigen, dass keine ebene Schnittcurve 
der Fläche von einer Geraden in mehr als zwei Punkten getroffen 
werden kann. Auch wissen wir bereits, dass durch jeden Punkt 
P einer Fläche II. Ordnung mindestens zwei Schaaren von Kegel- 
schnitten, die auf der Fläche liegen, hindurchgehen müssen; denn 
jede Ebene der beiden Ebenenbüschel, deren Axen den Punkt P 
mit den Mittelpunkten S und S x der reciproken Strahlenbündel 
verbinden, hat einen Kegelschnitt mit der Fläche II. Ordnung 
gemein. Wir finden wirklich eine bejahende Antwort für die 
aufgeworfenen Fragen, indem wir zeigen: 

„Jeder beliebige Punkt einer gegebenen Fläche IL Ordnung kann 
„zum Mittelpunkt des einen von zwei reciproken Strahlenbündeln 
„gewählt werden, welche die Fläclie erzeugen" 
Seien /Sund S x die Mittelpunkte derjenigen reciproken Strahlen- 
bündel, durch welche die gegebene Fläche II. Ordnung <J> ur- 
sprünglich erzeugt worden ist, und sei S^ ein beliebiger dritter 
Punkt von 0; dann gilt es, die Strahlenbündel S und £^ in 
solcher Weise reciprok auf einander zu beziehen, dass auch sie 
die Fläche O erzeugen. Werden die Bündel S und &j in ganz 
beliebiger Weise reciprok auf einander bezogen, so erzeugen sie 
eine zweite Fläche <b x II. Ordnung, welche durch die Punkte /S 
und &i hindurchgeht. Ich werde nun die reciproke Verwandt- 
schaft zwischen S und Sj so herstellen, dass <I>i noch zwei Kegel- 
schnitte mit <I> gemein hat, welche durch £, nicht aber durch S% 
gehen; und sodann werde ich nachweisen, dass O und <b x mit 
allen ihren Punkten zusammenfallen, also identisch sind. 

Die gegebene Fläche <S> schneide ich durch zwei Ebenen, welche 
den Punkt Ä, nicht aber Sj enthalten, in zwei Kegelschnitten 
x und X (Fig. 5). Sei T der Punkt, in welchem die Schnittlinie 
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der beiden Ebenen zum zweiten Male von der Fläche <J> getroffen 
wird, sei also ~S T die gemeinschaftliche Sehne der Kegelschnitte 
x und X, welche auch zu einer gemeinschaftlichen Tangente werden 
kann, wenn T sich dem Punkte S unbegrenzt nähert. Damit 
dann zunächst T auf der von den Bündeln S und &> erzeugten 
Fläche fy liege, muss dem Strahle S T von S eine beliebige durch 
T gehende Ebene &z KL von S^ entsprechen. Diese Ebene schneide 
den Kegelschnitt x zum zweiten Male in einem Punkte K und 
ebenso X in einem Punkte L; dann können wir die verlangte reci- 
proke Verwandtschaft zwischen den Strahlenbündeln S und &j 
folgendermassen feststellen. Wir projiciren die Curve II. Ordnung 
x aus dem Punkte S durch einen Strahlenbüschel Sx und aus 
der Axe Sj -ff durch einen Ebenenbüschel; dadurch ist der letztere 
projectivisch auf den ersteren bezogen. Ebenso projiciren wir die 
Curve X aus S durch einen Strahlenbüschel S\ und aus /% L 
durch einen Ebenenbüschel, welcher letztere dann zu jenem Strahlen- 
büschel projectivisch ist. Da nun dem gemeinschaftlichen Elemente 
S% KL der Ebenenbüschel, durch welches der Punkt T beider 
Kegelschnitte projicirt wird, der gemeinschaftliche Strahl S T der 
beiden Strahlenbüschel entspricht, so sind hiedurch (nach pag. 6) 
die Strahlenbündel S und ^ reciprok auf einander bezogen. 
Und die Fläche <I>i , welche durch diese Bündel erzeugt wird, 
geht nicht nur durch S und Sg, sondern auch durch den Kegel- 
schnitt x, weil dieser durch den Strahlenbüschel Sx und den ihm 
entsprechenden Ebenenbüschel /Sg K erzeugt wird , und ebenso 
durch den Kegelschnitt X. — Beiläufig folgt aus dieser Con- 
struction : 

„Durch zwei gegebene Kegelschnitte x und X, welche in ver- 
schiedenen Ebenen liegen, aber einander entweder in zwei 
„Punkten S und T schneiden oder in einem Punkte S berühren, 
„und durch einen ausserhalb ihrer Ebenen liegenden Punkt 
„S^ kann eine Fläche II. Ordnung gelegt werden." 
Mehr als eine solche Fläche II. Ordnung ist nicht möglich: 
denn zwei Flächen wie <S> und <&i, welche beide den Bedingungen 
genügen, sind identisch, wie aus Folgendem sich ergiebt. Zunächst 
schneidet jede durch S x und /% gelegte Ebene, welche von x 
und X je zwei Punkte enthält, die Flächen in zwei Kegelschnitten, 
welche mit allen ihren Punkten zusammenfallen, weil sie ausser 
Äj noch jene vier, auf x und X liegenden Punkte gemein haben 
(I. Abth. pag. 64); solche Schnittebenen sind aber stets möglich, 
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wenn nur x und X von vornherein passend auf der Fläche <S> ge- 
wählt werden. Sei nun \l ein solcher durch Sy und &j gehender 
Kegelschnitt, welcher also beiden Flächen IL Ordnung angehört, 
aber nicht durch den Punkt S gehen möge; sei ferner P ein be- 
liebiger Punkt der einen Fläche. Dann schneidet 'die Ebene 
SPS t (und ebenso SP&z) die beiden Flächen IL Ordnung in 
zwei Kegelschnitten, welche ausser S und S t (resp. S und fy) 
noch drei Punkte mit einander gemein haben, nämlich noch je 
einen Punkt der Kegelschnitte x, X und ja. Da folglich diese 
beiden Kegelschnitte zusammenfallen, so liegt jeder Punkt P der 
einen Fläche auch auf der andern; w. z. b. w. 

Es folgt, dass auch in & 2 eine Berührungs-Ebene zur Fläche 
<b vorhanden ist, und dass jede andere durch Sj gelegte Ebene 
mit <t> einen Kegelschnitt gemein hat, der unter Umständen auch 
in ein System von zwei Geraden ausarten kann. Da nun ^ ein 
ganz beliebiger Punkt der Fläche <b ist, so haben wir folgende 
Haupt-Eigenschaft der Flächen II. Ordnung bewiesen: 

Eine Fläche IL Ordnung kann mit einer beliebigen Ebene nur 
einen Kegelschnitt gemein haben, welcher auch in zwei Gerade 
zerfallen kann. In jedem ihrer Punkte wird die Fläche von 
einer Ebene berührt, welche alle in diesem Punkte möglichen 
Tangenten der Fläche enthält. 

Noch auf einen Umstand mache ich Sie aufmerksam. Um zu 
zeigen, dass durch x, X und a% eine Fläche II. Ordnung gelegt 
werden könne, haben wir die Strahlenbündel S und S^ reciprok 
auf einander bezogen, und zwar wiesen wir zunächst dem Strahle 
S T eine ganz beliebige durch T gehende Ebene &^ KL zu. Wir 
können folglich durch Aenderung dieser Ebene auf unzählig ver- 
schiedene Arten die Bündel S und fy auf einander reciprok be- 
ziehen, so dass sie die verlangte Fläche erzeugen; oder: 

„Zwei Strahlenbündel, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen 
„Fläche IL Ordnung liegen, können auf unendlich viele Arten 
„reciprok so auf einander bezogen werden, dass sie die Fläche 
„IL Ordnung erzeugen." 
Die vorhin bewiesene Haupt-Eigenschaft der Flächen IL Ord- 
nung wollen wir zunächst zu einer Classiticirung dieser Flächen 
benutzen. Wir unterscheiden geradlinige Flächen IL Ordnung, 
welche durch eine gerade Linie beschrieben werden können, und 
solche, in denen keine gerade Linien enthalten sind. Wenn näm- 
lich eine Fläche IL Ordnung eine Gerade g enthält, so hat sie 
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mit jeder durch g hindurchgelegten Schnittebene noch eine zweite 
Gerade l gemein, weil dann der Kegelschnitt, in welchem sie von 
der Ebene getroffen wird, noth wendig in ein System von zwei 
Geraden ausartet; und während die Schnittebene um g sich dreht, 
durchläuft jene zweite Gerade / die Fläche. Die geradlinigen 
Flächen II. Ordnung sind nun keine anderen, als die uns bereits 
bekannten, d. h. Regelflächen und Kegelflächen II. Ordnung. Ent- 
weder nämlich schreitet die bewegliche Gerade l so fort, dass 
keine ihrer Lagen von einer früheren geschnitten wird, oder es 
giebt zwei Lagen l x und Z 2 derselben, welche sich schneiden. Im 
letzteren Falle kann der Schnittpunkt M von l x und 1% (Fig. 6) 
nur auf der Geraden g liegen, weil die Ebenen g\ und gl^ von 
einander verschieden sind. Seien nun A und B irgend zwei 
Punkte der Fläche, welche auf keiner der Geraden #, Z^^ liegen, 
und möge die Fläche IL Ordnung von zwei beliebigen, durch A 
und B gehenden Ebenen in den Kegelschnitten x und X getroffen 
werden. Dann sind die beiden Kegelflächen, durch welche x und 
X aus dem Punkte M projicirt werden, identisch, weil sie die fünf 
Strahlen M A } MB, <7, Z,,^ gemein haben; und jeder Strahl der- 
selben gehört der gegebenen Fläche IL Ordnung an, weil er drei 
Punkte derselben enthält, nämlich ausser S noch je einen Punkt 
der Kegelschnitte x und X. Also in diesem Falle ist die Fläche 
eine Kegelfläche IL Ordnung. 

Wenn anderseits keine Lage der beweglichen Geraden l von 
einer früheren geschnitten wird, so greifen wir drei beliebige 
Lagen Z l7 ^, Z 3 derselben heraus. Jede vierte Gerade, welche von 
Zj, 1% un d ^3 geschnitten wird, gehört dann ebenfalls der Fläche 
IL Ordnung an, weil sie die drei Schnittpunkte mit derselben 
gemein hat, und die Fläche wird auch beschrieben, indem eine 
bewegliche Gerade an den drei Geraden 1^, 1%. 1$ hingleitet. Also 
ist die Fläche IL Ordnung in diesem Falle eine Regelfläche, d. h. 
entweder ein einfaches Hyperboloid oder ein hyperbolisches Para- 
boloid. 

Diejenigen Flächen IL Ordnung, auf welchen keine geraden 
Linien liegen, werden eingetheilt in Ellipsoide, elliptische 
Paraboloide und zweifache Hyperboloide. Das Ellipsoid 
hat mit der unendlich fernen Ebene keinen Puükt gemein; das 
elliptische Paraboloid wird von derselben in einem Punkte be- 
rührt, das zweifache Hyperboloid dagegen in einer Curve IL Ord- 
nung geschnitten. Besondere Fälle dieser Flächenarten erhalten 
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Sie durch Rotation eines Kegelschnitts um eine seiner Axen; 
nämlich die Ellipse beschreibt bei einer solchen Drehung ein 
Rotations- Ellipsoid, die Parabel ein Rotations-Paraboloid und die 
Hyperbel, wenn sie sich um ihre Hauptaxe dreht, ein zweifaches 
Rotations-Hyperboloid. Dagegen wird von der Hyperbel ein ein- 
faches Rotations-Hyperboloid beschrieben, wenn sich dieselbe um 
ihre Nebenaxe dreht. 

Das Ellipsoid hat zufolge seiner Definition mit jeder Schnitt- 
ebene eine Ellipse gemein. Das elliptische Paraboloid wird von 
einer Ebene nur dann in einer Parabel geschnitten, wenn diese 
Ebene die Richtung enthält, in welcher der unendlich ferne Punkt 
des Paraboloides liegt; sonst in einer Ellipse. Ebenso haben wir 
gesehen (I. Abth. pag. 101), dass das hyperbolische Paraboloid 
mit jeder Ebene eine Hyperbel gemein hat, welche auch in zwei 
Gerade zerfallen kann, und ausnahmsweise nur dann eine Parabel, 
wenn die Ebene nach dem Berührungspunkte der unendlich 
fernen Ebene und des Paraboloides hinläuft. Das einfache und 
das zweifache Hyperboloid haben mit einer Schnittebene eine 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel gemein, je nachdem die Ebene 
keinen, oder einen Punkt, oder zwei Punkte der unendlich fernen 
Curve des Hyperboloides enthält; auch kann bei dem einfachen 
Hyperboloid die Schnittlinie in zwei Gerade zerfallen. 

Ob die Fläche IL Ordnung, welche von zwei beliebigen reci- 
proken Strahlenbündeln S und S x erzeugt wird, geradlinig ist 
oder nicht, lässt sich zum Voraus leicht daraus bestimmen, dass 
jede Berührungsebene einer geradlinigen Fläche II. Ordnung mit 
dieser eine oder zwei Gerade gemein hat. Nun entspricht dem 
Strahle SS X des Bündels S die Berührungs eben e im Punkte S i% 
und den sämmtlichen Ebenen des Büschels SJSi entsprechen die 
sämmtlichen Tangenten in /Sp Wenn nun zwei Strahlen dieses 
Tangentenbüschels in den ihnen resp. entsprechenden Ebenen des 
Büschels SS X liegen, so hat die Berührungsebene diese zwei 
Strahlen mit der Fläche II. Ordnung gemein, und die Fläche ist 
eine Regelfläche. Tritt dasselbe nur für einen Strahl ein, so 
haben wir eine Kegelfläche; und wenn gar kein Strahl des Tan- 
gentenbüschels in seiner entsprechenden Ebene liegt, so ist die 
Fläche IL Ordnung keine geradlinige. Sollte der ganz besondere 
Fall eintreten, dass drei und folglich alle Ebenen des Büschels 
SSy durch die ihnen entsprechenden Strahlen von Sy gehen, so 
zerfällt die Fläche IL Ordnung in zwei Ebenen ; wie schon daraus 
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hervorgeht, dass alsdann jeder Kegelschnitt, welchen die Fläche 
mit einer beliebigen Ebene gemein hat, in zwei Gerade zer- 
fallen muss. 



Sechster Vortrag. 

Polarität der Flächen zweiter Ordnung. Durchmesser, 
Mittelpunkt und Hauptaxen derselben. 



Wie die Curven IL Ordnung, so besitzen auch die Flächen 
II. Ordnung gewisse Eigenschaften, welche gewöhnlich mit dem 
Namen Polarität bezeichnet werden. Dieselben lassen sich 
mittelst der Sätze des fünften Vortrages leicht ableiten. Wir 
wollen übrigens im Folgenden die Kegelflächen IL Ordnung aus- 
schliessen, weil die Eigenschaften der Polarität für dieselben gleich- 
zeitig mit denjenigen der Curven IL Ordnung bereits aufgestellt 
wurden (I. Abth. pag. 87). 

Sei A ein beliebiger Punkt im Räume, welcher nicht auf der 
gegebenen Fläche IL Ordnung <b liegen möge. Wir legen durch 
A beliebige Secanten an die Fläche, und bestimmen auf jeder 
derselben denjenigen Punkt, welcher von A durch die beiden Schnitt- 
punkte mit der Fläche harmonisch getrennt ist. Dann müssen 
alle diese vierten harmonischen Punkte in einer Ebene a liegen. 
Denn der geometrische Ort dieses vierten harmonischen Punktes 
hat mit jeder Ebene, welche durch A geht und die Fläche <S> in 
einer Curve IL Ordnung schneidet, eine Gerade gemein, nämlich 
die Polare des Punktes A in Bezug auf jene Curve IL Ordnung; 
und da offenbar nicht alle diese Geraden, welche sich paarweise 
schneiden, durch einen und denselben Punkt gehen, so liegen 
alle in einer und derselben Ebene a. Offenbar enthält diese 
Ebene a auch den Berührungspunkt jeder Tangente, welche von 
A an eine solche Curve IL Ordnung gelegt werden kann, sowie 
den Schnittpunkt von je zwei Tangenten einer solchen Curve, 
wenn deren Berührungspunkte mit A in einer Geraden liegen 
(vergl. I. Abth. pag. 79). Hieraus ergiebt sich, dass auch die 
Schnittlinie von irgend zwei Berührungsebenen der Fläche in der 
Ebene a enthalten ist, falls die beiden Berührungspunkte mit A 

Reye, Geometrie der Lage. II. 3 
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in einer Geraden liegen; denn die Tangenten, welche in diesen 
Berührungsebenen enthalten sind, schneiden sich paarweise in 
Punkten von a. 

Wir wollen diese Ebene a die Polarebene oder Polare 
des Punktes A nennen und umgekehrt A den Pol der Ebene a. 
Die Polare eines beliebigen Punktes wird also durch folgende 
Eigenschaften der Fläche II. Ordnung bestimmt, von denen jede 
auch als Definition der Polare betrachtet und zur Construction 
derselben benutzt werden kann: 

„ Werden an eine Fläche II. Ordnung durch einen beliebigen 
„Punkt A, welcher nicht auf der Fläche liegt, Secanten und 
„Schnittebenen gelegt, und bestimmt man: 
„1) Diejenigen Punkte der Secanten, welche durch die Fläche 

„harmonisch von A getrennt sind, 
„2) die Polaren von A in Bezug auf die Kegelschnitte, welche 
„die Fläche IL Ordnung mit den Schnittebenen gemein hat ? 
„3) die Schnittlinien von je zwei Ebenen, welche die Fläche 

„in zwei auf einer Secante gelegenen Punkten berühren, 
„4) die Berührungspunkte sämmtlicher Tangenten und Be- 

„rührungsebenen der Fläche, welche durch A gehen, 
„so liegen alle diese Punkte und Geraden auf einer Ebene 
„a, welche die Polare von A genannt wird, und von welcher 
V A der Pol ist." 
Während also die Tangenten, welche durch einen auf der 
Fläche gegebenen Punkt an dieselbe gelegt werden können, einen 
Strahlenbüschel I. Ordnung bilden, so ergiebt sich für einen be- 
liebigen Punkt A, welcher nicht auf der Fläche liegt, und dessen 
Polare die Fläche schneidet, Folgendes: 

„Die Berührungspunkte sämmtlicher Tangenten und Berührungs- 
„ebenen, welche aus einem beliebigen Punkte A an die Fläche 
„IL Ordnung gelegt werden können, liegen auf einem Kegel- 
schnitt, und folglich liegen die Tangenten selbst in einer 
„Kegelfläche IL Ordnung, welche von den Berührungsebenen 
„umhüllt wird." 
Der im Satze angeführte Kegelschnitt ist nämlich derjenige, 
welchen die Polare des Punktes A mit der Fläche IL Ordnung 
gemein hat. Es ist einleuchtend, dass auch umgekehrt jede Ge- 
rade, welche irgend einen Punkt P dieses Kegelschnittes mit A 
verbindet, im Punkte P die Fläche IL Ordnung berührt; denn 
schnitte sie die Fläche in noch einem zweiten Punkte Q, so würde 
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der Punkt, welcher von A durch P und Q harmonisch getrennt 
ist, ausserhalb der Polare des Punktes A liegen , weil P in der- 
selben liegt. Jede Ebene, welche aus A eine Tangente des Kegel- 
schnittes projicirt, ist folglich auch Berührungsebene der Fläche. 
Weil eine beliebige Gerade, die den Punkt A enthält, von höch- 
stens zwei Tangenten jenes Kegelschnittes getroffen wird, so er- 
halten wir noch den Satz: 

„ Durch eine Gerade, welche nicht ganz der Fläche II. Ordnung 
„angehört, lassen sich höchstens zwei Berührungsebenen an 
„die Fläche legen." 
Durch eine beliebige Fläche II. Ordnung ist jedem nicht auf 
der Fläche gelegenen Punkte eine Polarebene zugewiesen. Wir 
wollen jetzt für den bisher ausgeschlossenen Grenzfall festsetzen, 
dass jedem Punkte, welcher auf der Fläche liegt, seine Berührungs- 
ebene als Polare entsprechen soll und dass umgekehrt jede Be- 
rührungsebene der Fläche ihren Berührungspunkt zum Pol haben 
soll. Dann giebt uns der folgende Satz Aufschluss darüber, in 
welcher Weise das Entsprechen von Punkten und Ebenen stattfindet: 



Liegt von zwei Punkten A, B 
der erste auf der Polare des 
zweiten, so liegt auch der zweite 
auf der Polare des ersten. 



Geht von zwei Ebenen die 
erste durch den Pol der zweiten, 
so geht auch die zweite durch 
den Pol der ersten. 



Schneiden wir nämlich die Fläche II. Ordnung durch eine 
Ebene, welche die Punkte A und B enthält, und construiren zu 
jedem der beiden Punkte die Polare in Bezug auf die Schnitt- 
curve, so geht nach der Annahme die Polare von B durch den 
Punkt A und folglich (I. Abth. pag. 81) die Polare von A durch 
den Punkt B. Die Polare von A in Bezug auf jene Schnittcurve 
ist aber enthalten in der Polarebene von A bezüglich der Fläche 
II. Ordnung, und folglich liegt B in dieser Polarebene. — Der 
Satz rechts ist nur eine Wiederholung des Satzes links. 

Bewegt sich also ein Punkt in einer Ebene, so dreht sich 
gleichzeitig seine Polare um den Pol dieser Ebene; und dreht 
sich eine Ebene um einen Punkt, so bewegt sich ihr Pol in der 
Polarebene dieses Punktes. Wir schliessen daraus: 



Wenn sich ein Punkt in einer 
Geraden, also in zwei Ebenen 
zugleich bewegt, so dreht sich 
seine Polare um eine Gerade; 
denn sie dreht sich gleichzeitig 



Wenn sich eine Ebene um 
zwei Gerade, also um zwei 
Punkte der Geraden zugleich 
dreht, so bewegt sich ihr Pol 
in einer Geraden; denn er be- 
3* 
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um die Pole beider Ebenen und 
folglich um die Verbindungslinie 
dieser Pole. 



wegt sich gleichzeitig in den 
Polaren beider Punkte und folg- 
lich in der Schnittlinie dieser 
j Polaren. 
Von zwei Geraden soll jede die Polare der andern genannt 
werden, wenn die Polarebene jedes Punktes der einen Geraden 
durch die andere hindurchgeht und umgekehrt der Pol von jeder 
Ebene der einen Geraden auf der andern liegt. Dann ist mittelst 
der Fläche IE. Ordnung jeder Geraden im Räume eine andere als 
Polare zugewiesen. Den vorigen Doppelsatz können wir jetzt auch 
in folgende Worte kleiden: 



Geht eine Gerade durch einen 
Punkt, so liegt ihre Polare in 
der Polar-Ebene dieses Punktes. 



Liegt eine Gerade in einer 
Ebene, so geht ihre Polare durch 
den Pol dieser Ebene. 



Um zu einer Geraden g die Polare g l zu construiren, suchen 
wir hiernach entweder zu zwei Punkten von g die Polaren und 
bestimmen deren Schnittlinie g x , oder wir suchen zu zwei Ebenen 
von g die Pole und bestimmen deren Verbindungslinie g Y . Wenn 
die Gerade g von der Fläche IL Ordnung in zwei Punkten ge- 
schnitten wird, so gehen also die beiden Ebenen, welche die Fläche 
in den Schnittpunkten berühren, durch die Polare g l von g\ und 
wenn durch g zwei Berührungs-Ebenen an die Fläche gelegt wer- 
den können, so enthält g l die beiden Berührungspunkte dieser 
Ebenen. Ist g eine Tangente der Fläche, so wird sie von ihrer 
Polare im Berührungspunkte geschnitten, und liegt mit derselben 
in einer Berührungs - Ebene der Fläche; denn weil g in der Be- 
rührungs - Ebene liegt, so muss gi den Pol derselben, d. h. den 
Berührungspunkt enthalten, und weil g durch den letztern geht, 
so muss <7i in der Polare desselben, d. h. in der Berührungs-Ebene 
liegen. In jedem anderen Falle können wir die Polare g x einer 
Geraden g auch wie folgt bestimmen. Wir schneiden die Fläche 
IL Ordnung durch Ebenen, welche die Gerade g enthalten, und 
suchen den Pol von g in Bezug auf jede Schnittcurve ; dann liegen 
alle diese Pole auf der Geraden g x . Denn ist P ein beliebiger 
von diesen Polen, so geht die Polar -Ebene von P durch die Ge- 
rade g und P muss daher auf g Y liegen. Welche reciproke Con- 
struction ergiebt sich aus der soeben genannten? 

Um zu einer gegebenen Ebene den Pol zu construiren, suchen 
wir die Polaren von beliebig vielen Punkten und Geraden der 
Ebene ; alle diese Polaren schneiden sich alsdann in dem gesuchten 
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Pole. Namentlich also gehen die Berührungs-Ebenen aller Punkte, 
welche die Ebene mit der Fläche II. Ordnung gemein hat, durch 
den gesuchten Pol; und wenn durch irgend eine Gerade der Ebene 
zwei Berührungs-Ebenen an die Fläche gelegt werden, so ist der 
Pol auch auf der Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte 
enthalten, und zwar ist er (zufolge pag. 34) durch die Berührungs- 
Ebenen von der gegebenen Ebene harmonisch getrennt. 

Die Polarität der Flächen II. Ordnung führt uns 
zu einem besonderen Falle der reciproken Verwandt- 
schaft im Räume. Weil nämlich durch eine Fläche IL Ord- 
nung jedem Punkte P eine Ebene tt als Polare zugeordnet ist, 
und jeder durch P gehenden Ebene resp. Geraden ein in ir liegender 
Punkt als Pol resp. Strahl als Polare, so findet hier die allge- 
meine Definition der Reciprocität (pag. 18) sofort Anwendung. 
Zwei räumliche Gebilde, welche in Bezug auf eine Fläche II. Ord- 
nung einander polar sind, müssen daher auch projectivisch auf 
einander bezogen sein. 

Mit Hülfe dieser Bemerkungen lässt sich nun folgender Satz 
beweisen : 

Jede Fläche IL Ordnung wird von einem Ebenenbündel IL Ord- 
nung eingehüllt 
Wir denken uns die Fläche IL Ordnung durch zwei reciproke 
Strahlenbündel S und Sj erzeugt, so dass in jedem Punkte P der 
Fläche ein Strahl von S durch die ihm entsprechende Ebene des 
Bündels S x geschnitten wird. Dann werden gleichzeitig die sämmt- 
lichen Berührungsebenen der Fläche durch zwei reciproke ebene 
Systeme o und o x erzeugt, indem die Berührungsebene des belie- 
bigen Punktes P einen Strahl von mit dem ihm entsprecheen- 
den Punkte von 01 verbindet. Und zwar sind die ebenen Systeme 
polare Gebilde zu den Strahlenbündeln S und S x in Bezug auf 
die Fläche II. Ordnung; die Fläche wird in S und &l von den 
resp. Ebenen o und <jj berührt, und jeder Geraden oder Ebene 
von S oder S| entspricht resp. ein Strahl oder Punkt in o oder o x . 

Für spätere Untersuchungen führen wir noch folgende Be- 
nennungen ein: 

Zwei Punkte, oder ein Punkt ' Zwei Ebenen, oder eine Ebene 
und ein Strahl heissen einander ; und eine Gerade heissen einan- 
conjugirt, wenn jeder in der I der conjugirt, wenn jede durch 
Polare des andern liegt. ' den Pol resp. die Polare der 

| anderen geht. 
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„Zwei Gerade heissen einander conjugirt, wenn jede mit der 

„Polare der anderen in einer Ebene liegt." 
Ein Punkt ist also conjugirt allen Punkten und Strahlen, 
welche in seiner Polar -Ebene liegen; eine Ebene allen Strahlen 
und Ebenen, welche durch ihren Pol gehen; und endlich eine Ge- 
rade g allen Punkten, welche auf ihrer Polare g l liegen, allen 
Ebenen, welche durch g x hindurchgehen, und allen Geraden, von 
welchen g x geschnitten wird. Jeder Punkt, jede Tangente und 
jede Berührungs- Ebene der Fläche ist somit auch sich selbst 
conjugirt. 



Sind zwei Punkte A und B 
einander conjugirt in Bezug auf 
eine Fläche IL Ordnung, so 
sind sie auch einander conjugirt 
in Bezug auf jede Curve IL Ord- 
nung, in welcher die Fläche von 



Sind zwei Ebenen et und ß 
einander conjugirt in Bezug auf 
eine Fläche IL Ordnung, so sind 
sie auch einander conjugirt in 
Bezug auf jede Kegelfläche 
IL Ordnung, welche die Fläche 
umhüllt und deren Mittelpunkt 
in der Geraden aß liegt. 



einer Ebene des Büschels AB 

geschnitten wird. 

Denn die Polar -Ebene des Punktes A geht nach der Annahme 

durch B; sie enthält aber auch (pag. 34) die Polare von A in 

Bezug auf jene Schnittcurve IL Ordnung, und folglich muss diese 

Polare den Punkt B enthalten, wie behauptet wurde. — Der 

Doppelsatz lässt sich auch umkehren. 

Ist also g eine Gerade, welche nicht sich selbst conjugirt ist 
(d. h. die Fläche IL Ordnung nicht berührt), und werden einander 
zugeordnet: 



je zwei einander conjugirte Ebe- 
nen des Büschels «7, so sind die 
Ebenen dieses Büschels involu- 
torisch gepaart. 



je zwei einander conjugirte 
Punkte des geraden Gebildes g, 
so sind die Punkte dieses geraden 
Gebildes involutorisch gepaart. 
(I. Abth. pag. 122.) 

„Wenn in einem Strahlenbüschel, von welchem weder der Mittel- 
punkt noch die Ebene sich selbst conjugirt ist, je zwei con- 
jugirte Strahlen einander zugewiesen werden, so sind die 
„Strahlen involutorisch gepaart." 

Dieser letzte Satz lässt sich auf den vorhergehenden zurück- 
führen. Nämlich in der Ebene des Strahlenbüschels können wir 
zu jedem Strahle einen ihm conjugirten Punkt bestimmen; wir 
erhalten so ein gerades Gebilde, dessen Punkte involutorisch gepaart 
sind, und zu welcheip der Strahlenbüschel perspectivische Lage hat. 
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Anhang: Durchmesser und Durchmesser-Ebenen der 
Flächen II. Ordnung; Mittelpunkt und Hauptaxen. 

„Die Halbirungspunkte eines Systemes paralleler Sehnen, 
„welche nach einer beliebig gegebenen Richtung in einer Fläche 
„IL Ordnung gezogen werden können, liegen in einer Ebene. 
„Dieselbe wird eine Durchmesser-Ebene der Fläche II. Ord- 
„nung genannt; sie enthält auch die Berührungspunkte aller 
„Tangenten und Berührungs-Ebenen, welche nach der gegebenen 
„Richtung an die Fläche gelegt werden können, sowie die 
„Mittelpunkte aller Curven II. Ordnung, welche auf der Fläche 
„liegen und deren Ebenen jene Richtung enthalten." 
Diese Durchmesser -Ebene ist die Polare desjenigen unendlich 
fernen Punktes, welcher in der gegebenen Richtung liegt. 

„Wird eine Fläche II. Ordnung durch ein System paralleler 
„Ebenen geschnitten, so liegen die Mittelpunkte der Schnitt- 
„curven auf einer Geraden, welche ein Durchmesser der 
„Fläche genannt wird. Die Berührungs- Ebenen derjenigen 
„Punkte, in welchen die Fläche etwa vom Durchmesser ge- 
schnitten wird, sind ebenfalls jenen Schnittebenen parallel." 
Der Durchmesser ist nämlich die Polare der unendlich fernen Ge- 
raden, in welcher die parallelen Ebenen sich schneiden. 

„Die sämmtlichen Durchmesser und Durchmesser-Ebenen einer 
„Fläche II. Ordnung gehen durch einen und denselben Punkt;" 
nämlich durch den Pol der unendlich fernen Ebene, weil in dieser die 
Polaren aller Durchmesser und Durchmesser- Ebenen enthalten sind. 
Wenn die Fläche II. Ordnung von der unendlich fernen Ebene 
berührt wird, so ist der Berührungspunkt selbst der Pol dieser 
Ebene; derselbe liegt also unendlich fern. Dieser Fall tritt ein 
bei den beiden Paraboloiden ; also: 

„Die Durchmesser und Durchmesser-Ebenen des hyperbolischen 
„und des elliptischen Paraboloides gehen sämmtlich durch den- 
jenigen unendlich fernen Punkt, in welchem die Fläche 
„von der unendlich fernen Ebene berührt wird. Sämmtliche 
„Durchmesser eines Paraboloides sind sonach unter einander 
„parallel." 

Bei den übrigen Flächen II. Ordnung ist der Pol der unend- 
lich fernen Ebene ein eigentlicher Punkt, welcher der Mittel- 
punkt der Fläche genannt wird. 

„Der Mittelpunkt eines Ellipsoides, eines einfachen oder eines 
„zweifachen Hyperboloides ist zugleich der Mittelpunkt jeder 
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„Curve IL Ordnung, welche auf der Fläche liegt und deren 
„Ebene durch ihn hindurchgeht. Jede durch den Mittelpunkt 
„gehende Sehne der Fläche wird in diesem Punkte halbirt." 
Denn der Mittelpunkt ist jedem unendlich fernen Punkte oder 
Strahle conjugirt, und muss von dem unendlich fernen Punkte 
einer jeden Sehne durch zwei Curvenpunkte harmonisch getrennt 
sein (pag. 34). 

„Die sämmtlichen Ebenen, welche ein einfaches oder zwei- 
faches Hyperboloid in seinen unendlich fernen Punkten berühren, 
„schneiden sich im Mittelpunkte (pag. 36 u. 37), und umhüllen eine 
„Kegelfläche II. Ordnung, welche der Asymptotenkegel des 
„Hyperboloides genannt wird. Der Asymptotenkegel berührt 
„das Hyperboloid in seiner unendlich fernen Curve. Die 
„Schnittcurve , welche eine beliebige Ebene mit. dem .Hyper- 
boloid gemein hat, ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, 
„je nachdem der Asymptotenkegel von der gegebenen oder einer 
„parallelen Ebene in einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel ge- 
schnitten wird." 

Jedem Durchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides ist 
eine Durchmesser -Ebene sowie jeder in dieser Ebene liegende 
Durchmesser conjugirt. Diese conjugirte Ebene halbirt alle Sehnen 
der Fläche, welche dem Durchmesser parallel sind; und umge- 
kehrt geht der Durchmesser durch die Mittelpunkte aller Kegel- 
schnitte der Fläche, welche der conjugirten Durchmesser- Ebene 
parallel sind. Wenn die Verbindungs-Ebene von zwei conjugirten 
Durchmessern die Fläche IL Ordnung schneidet, so sind die Durch- 
messer auch in Bezug auf die Schnittcurve einander conjugirt, 
weil alle Sehnen dieser Curve, welche zu dem einen Durchmesser 
parallel sind, von dem andern halbirt werden. Die Durchmesser 
der Fläche, welche in einer solchen Schnitt -Ebene liegen, sind 
folglich involutorisch gepaart (vergl. pag. 38, wo dieser Satz für 
einen beliebigen Strahlenbüschel bewiesen wurde). 

Ein Durchmesser, welcher zu den ihm conjugirten Ebenen 
senkrecht steht, soll eine Hauptaxe der Fläche H. Ordnung 
heissen. 

„Ein Paraboloid hat nur eine Hauptaxe a u 
In derselben liegen die Mittelpunkte derjenigen Kegelschnitte der 
Fläche, deren Ebenen zu der gemeinschaftlichen Richtung der Durch- 
messer rechtwinklig sind. Die Durchmesser-Ebenen, welche durch 
die Axe a gelegt werden können, sind paarweise einander conju- 
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girt, der Ebenenbüschel a ist also ein involutorischer (pag. 38). 
Schneiden wir denselben durch eine zu a senkrechte Ebene in 
einem involutorischen Strahlenbüschel, so folgt, je nachdem dieser 
ein rechtwinkliger ist oder nicht, dass entweder je zwei oder doch 
irgend zwei einander conjugirte Ebenen a und a x des Büschels a 
auf einander senkrecht stehen (I. Abth. pag. 142). Weil nun die 
Ebene a auch zu allen Ebenen, welche auf (1er Hauptaxe a senk- 
recht stehen, coujugirt und senkrecht ist, so ist sie auch senkrecht 
zu der Richtung, nach welcher ihr unendlich ferner Pol liegt; sie 
halbirt folglich alle zu ihr senkrechten Sehnen des Paraboloides, 
und kann desshalb eine Symmetrie-Ebene der Fläche genannt 
werden. Das Gleiche gilt von der Ebene c^. 

„Das Paraboloid hat also mindestens zwei Symmetrie- Ebenen, 
„welche sich in der Hauptaxe rechtwinklig schneiden." 
Wenn jede durch die Hauptaxe a gelegte Ebene eine Sym- 
metrie-Ebene ist, so hat jede Schnittcurve des Paraboloides, deren 
Ebene zu a senkrecht steht, einen rechtwinkligen Durchmesser- 
büschel, wie vorhin bemerkt wurde, und ist folglich ein Kreis 
(I. Abth. pag. 90). Das Paraboloid ist in diesem Falle ein Ro- 
tations-Paraboloid. 

Die Durchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides stehen 
im Allgemeinen nicht senkrecht zu den ihnen conjugirten Durch- 
messer-Ebenen. Denn wenn dieses allgemein stattfindet, wenn 
also jeder Durchmesser eine Hauptaxe der Fläche ist, so haben 
wir einen besonderen Fall des Ellipsoides vor uns, die Kugel- 
fläche. Alsdann ist nämlich jeder Durchmesserbüschel ein recht- 
winkliger und folglich die Curve, in welcher seine Ebene die 
Fläche schneidet, ein Kreis; wesshalb auch alle Punkte dieser 
Fläche gleichen Abstand vom Mittelpunkte haben. — Im Allge- 
meinen steht auf einem beliebigen Durchmesser d eines Ellipsoides 
oder Hyperboloides nur ein einziger conjugirter Durchmesser dj 
senkrecht, welcher sowohl in der zu d conjugirten Durchmesser- 
Ebene ö, als auch in der zu d senkrechten Durchmesser -Ebene 
5j liegt. 

Beschreibt der Durchmesser d um den Mittelpunkt der Fläche 
einen Strahlenbüschel 7, so beschreibt die ihm conjugirte Durch- 
messer-Ebene 8 einen Ebenenbüschel, welcher zum Strahlenbüschel 
Y projectivisch (pag. 37) und dessen Axe g der Ebene y conjugirt 
ist. Zugleich beschreibt die zu d normale Durchmesser-Ebene 8| 
einen zweiten Ebenenbüschel, dessen Axe g± zur Ebene f normal 
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ist; und auch dieser Ebenenbüschel g x ist zum Strahlenbüschel y 
projectivisch, weil je zwei Strahlen des letzteren denselben Winkel 
mit einander bilden, wie die zu ihnen normalen Ebenen des er- 
steren. Die Ebenenbüschel g und g Y sind folglich auch zu einander 
projectivisch, und erzeugen im Allgemeinen eine Kegelfläche IL Ord- 
nung; oder: 

„Beschreibt ein Durchmesser d des Ellipsoides oder des Hyper- 
boloides um den Mittelpunkt einen Strahlenbüschel 7, so be- 
schreibt gleichzeitig der Durchmesser rfj, welcher zu d con- 
„jugirt und senkrecht ist, eine Kegelfläche II. Ordnung um 
„den Mittelpunkt." 
Eine Ausnahme von diesem Satze findet nur dann Statt, wenn 
der Strahlenbüschel 7 eine Hauptaxe der Fläche enthält, weil 
dann die Ebenenbüschel g und g x die zu der Hauptaxe conjugirte 
Durchmesser-Ebene entsprechend gemein haben, also perspectivisch 
liegen. 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich der Beweis führen, dass 
jedes Ellipsoid oder Hyperboloid Hauptaxen besitzt, was in dem 
genannten Ausnahmefall ohnehin feststeht. Seien zu zwei Durch- 
messerbüscheln 7 und e die zugehörigen Kegelflächen II. Ordnung 
T und E construirt, und sei e, was leicht ausführbar ist, so ge- 
wählt, dass durch E ein innerhalb und ein ausserhalb der Kegel- 
fläche T gelegener Durchmesser mit einander verbunden werden. 
Dann müssen die concentrischen Kegelflächen V und E sich schneiden; 
sie haben also mindestens zwei und höchstens vier Strahlen mit 
einander gemein. Einer von diesen gemeinschaftlichen Strahlen 
ist conjugirt und senkrecht zu dem gemeinschaftlichen Strahle der 
Durchmesserbüschel 7 und ö; jeder andere a aber hat sowohl in 
-( als auch in S einen conjugirten Durchmesser, zu welchem er 
senkrecht ist. Folglich ist a auch senkrecht zu der Ebene, in 
welcher die ihm conjugirten Durchmesser liegen, und somit eine 
Hauptaxe des Ellipsoides oder Hyperboloides. Die zur Hauptaxe 
a conjugirte Durchmesser -Ebene ist eine Symmetrie -Ebene der 
Fläche, weil sie alle zu ihr senkrechten Sehnen halbirt. 

Der involutorische Durchmesserbüschel, welcher in der Sym- 
metrie-Ebene liegt, ist entweder ein rechtwinkliger, oder er ent- 
hält zwei conjugirte Durchmesser 6 und c, die auf einander senk- 
recht stehen. Im ersteren Falle folgt ebenso, wie vorhin bei dem 
Paraboloid, dass die Fläche II. Ordnung eine Rotationsfläche und 
jeder dieser Durchmesser eine Hauptaxe derselben ist; im letzteren 
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Falle hat die Fläche nur drei Hauptaxen a, 6, c, welche auf ein- 
ander senkrecht stehen. 

Wir sind in der jetzt beendigten Untersuchung über die 
Hauptaxen eines Ellipsoides oder Hyperboloides von dem Umstände 
ausgegangen, dass jedem Durchmesser eine Durchmesser -Ebene 
conjugirt ist, und dass jedem Durchmesserbüschel ein projectivischer 
Büschel von conjugirten Durchmesser-Ebenen entspricht. Ebenso 
ist bei der eigentlichen Kegelfläche II. Ordnung jedem durch den 
Mittelpunkt gehenden Strahl eine Durchmesser-Ebene zugeordnet, 
und jedem Büschel von solchen Strahlen ein projectivischer Büschel 
solcher Ebenen. Unsere Betrachtungen finden desshalb auch auf 
die Kegelflächen IL Ordnung Anwendung, und wir können den 
Satz aufstellen: 

„Jedes Ellipsoid, jedes Hyperboloid und jede eigentliche Kegel- 
nfläche II. Ordnung hat drei zu einander rechtwinklige Haupt- 
axen, und deren drei Verbindungs- Ebenen sind Symmetrie- 
„ Ebenen der Fläche. Nur wenn die Fläche eine Rotationsfläche 
„ist, hat sie mehr als drei, nämlich unendlich viele Hauptaxen." 



Siebenter Vortrag. 

Affinität, Aehnlichkeit nnd Congruenz ebener Systeme 
und der Cnrven zweiter Ordnnng. 



Zwei collineare ebene Systeme 2 und 2j werden affin ge- 
nannt, wenn ihre unendlich fernen Geraden einander entsprechen. 
Jedem unendlich fernen Punkte des einen von zwei affinen Sy- 
stemen entspricht also ein unendlich ferner Punkt im anderen, 
jedem Parallelogramm entspricht ein Parallelogramm, jedem ge- 
raden Gebilde ein projectivisch ähnliches gerades Gebilde. 
(I. Abth. pag. 75.) 

„Sollen zwei ebene Systeme affin auf einander bezogen 
„werden, so können wir in jedem derselben ein eigentliches 
„Dreieck beliebig annehmen und die Eckpunkte dieser Drei- 
necke einander willkürlich zuweisen. Die Dreiecke bilden mit 
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„den unendlich fernen Geraden der Systeme zwei aufeinander 
„bezogene vollständige Vierseite, durch sie ist also (pag. 7) 
„zu jedem Punkte oder Strahle des einen Systemes der zuge- 
hörige Punkt resp. Strahl des andern eindeutig bestimmt." 
Wir wissen, dass in projeetivisch ähnlichen geraden Gebilden 
je zwei homologe Abschnitte in constantem Verhältniss zu ein- 
ander stehen (I. Abth. pag. 95), dass also die geraden Gebilde 
durch ihre einander entsprechenden Punkte proportional getheilt 
sind. Sind nun in den affinen Systemen 2 und 2 Y je zwei Ge- 
rade sc, y und x x , y x (Fig. 7) gegeben, die sich in den resp. 
Punkten M und M x schneiden und sind ferner die Verhältnisse 

D C IT F 

yr-sr und gegeben, in denen ihre homologen Abschnitte zu 

einander stehen, so kann auf folgende Weise zu jedem beliebig 
gegebenen Punkte K von 2 der entsprechende Punkt K x von 2i 
construirt werden. Wir ziehen durch K eine Parallele zu sc, welche 
die y im Punkte J schneidet, und eine Parallele zu y, welche von 
x im Punkte L geschnitten wird. Sodann bestimmen wir zu J 
den entsprechenden Punkt J x auf y l so, dass folgende Proportion 

befriedigt wird: 

MJ HE 

M x J x HxEy" 

und ebenso bestimmen wir zu L den entsprechenden Punkt L Y 
auf xi so dass: 

. ML _ DG 
Mi Li Di C{ 

Ziehen wir endlich durch «7, eine Parallele zu x\ und durch 
Ly eine Parallele zu yj, so schneiden sich diese beiden Geraden 
im Punkte 2f,, welcher zu K der entsprechende ist. 

Beiläufig bemerkt können wir diese Construction, welche durch 
das Vorhergehende vollständig begründet ist, in der Sprache der 
analytischen Geometrie wie folgt ausdrücken: 

„Um zu, einem gegebenen ebenen Gebilde ein affines zu con- 
„struiren, beziehen wir dasselbe auf irgend zwei feste Coor- 
„dinaten-Axen. Sodann vergrössern oder verkleinern wir die 
„Ordinaten sämmtlicher Punkte nach einem beliebigen con- 
„stanten Verhältniss und ebenso die Abscissen nach einem be- 
liebig gewählten Verhältniss. Mittelst dieser neuen Coordi- 
„naten endlich construiren wir die sämmtlichen Punkte des 
„gesuchten affinen Gebildes in Bezug auf irgend zwei willkürlich 
„angenommene, feste Coordinaten-Axen." 
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Bezeichnen wir mit dem Namen Figur ein allseitig begrenztes 
Stück eines ebenen Systems, so können wir für affine ebene Systeme 
einen Satz aufstellen, welcher dem vorhin erwähnten Satze über 
projectivisch ähnliche gerade Gebilde ganz analog ist, nämlich: 

In affinen ebenen Systemen stehen je zwei einander ent- 
sprechende Figuren in constantem VerhäUniss zu einander; oder 
zwei beliebige Figuren des einen Systemes verhalten sich zu ein- 
ander, wie die entsprechenden Figuren des andern Systemes. 
Wir beweisen diesen Satz zunächst für Parallelogramme und 
Dreiecke. Seien also (Fig. 7) AB CD und EFGH zwei beliebige 
Parallelogramme des einen Systemes 2, A x B x C\ D x und E x F x G x H x 
die resp. entsprechenden Parallelogramme des zweiten Systemes 2 X . 
Die Geraden Aß un d CD werden von EH in resp. J und M 
geschnitten, und von FG in resp. AT und L\ so dass J KLM ein 
neues Parallelogramm von 2 ist, welchem in 2j ein analog ge- 
legenes Parallelogramm J x K x L x M x entspricht. Die Parallelo- 
gramme AB CD und JKLM verhalten sich wie ihre Grundlinien 
D6 T und ML, weil ihre Höhen gleich sind, und ebenso verhält sich: 

A i B i Ci A : J x K x 1^ M x = D x C x : M x L x . 
Weil aber die geraden Gebilde MLDC und M X L X D X C x projec- 
tivisch ähnlich sind, so muss sich auch verhalten: 

DC: ML = D X C X : M X L X> 
und wir erhalten folglich die Proportion: 

AB CD : JKLM = A x B x C\ D x : J x K x L x M x . 
Ganz ebenso ergiebt sich, da 

J KLM _ 2TX _ K X L X _ J\K\L\ M x 
EFGH FG ~~ ~F X G X ~ E X F X G X H X ' 

die Proportion: 

JKLM: EFGH=J x K l L x M l :E X F X G X H X ; 
und diese Proportion mit der vorhergehenden verbunden führt 
uns sofort zu der gesuchten: 

AB CD: EFGH=A X B X C X D X : E x F x G x H l . 
Setzen wir statt jedes Parallelogramms seine Hälfte, nämlich 
das eine der beiden Dreiecke, in welche es durch eine Diagonale 
zerfällt, so entsteht die Proportion: 

ABC: EFG = A X B X C X : E l F l G l . 
Da die Parallelogramme AB CD und EFGH ganz beliebig in 
2 gewählt wurden , so dürfen wir auch die Dreieke ABC und 
EFG als ganz beliebige betrachten. Wir haben also bewiesen, 
dass zwei beliebige Dreiecke des einen Systems sich zu ein- 
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ander verhalten wie die entsprechenden Dreiecke des anderen 
Systeme8. 

Auch für beliebige geradlinig begrenzte Figuren gilt aber 
unser Satz, weil dieselben durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt 
werden können ; und auch für krummlinig begrenzte muss er Gel- 
tung haben, weil er für alle geradlinigen Figuren gilt, welche den 
krummlinigen entweder eingeschrieben oder umgeschrieben sind, 
und weil deren Flächeninhalte den Inhalten der krummlinig be- 
grenzten Figuren unbegrenzt nahe gebracht werden können. 

Ein besonderer Fall der Affinität ist die Gleichheit. Bei 
affinen Systemen tritt dieser Fall ein, wenn je zwei homologe 
Figuren derselben inhaltsgleich sind. Der Begriff der Gleichheit 
ist offenbar hier enger gefasst, als in der Planimetrie; denn z.B. 
zwei Vierecke KL MN und K x L l M l N l , welche denselben Inhalt 
haben, sind nur dann homologe Figuren affiner Systeme, wenn 
auch die Dreiecke KLM, KLN, KMN und LMJSf, welche in 
dem Vierecke KLMN enthalten sind, den resp. Dreiecken K x L x M l , 
K x L x N x , K x M x N x und L x M x N x inhaltsgleich sind. Wir haben 
hier eine Gleichheit auch der kleinsten einander entsprechenden 
Theile vor uns. 

Zwei Curven, welche in affinen Systemen einander entsprechen, 
haben die gleiche Anzahl von unendlich fernen Punkten und 
Asymptoten, weil jedem unendlich fernen Punkte, der einen Curve 
ein unendlich ferner Punkt der andern entsprechen muss, und 
jeder Tangente eine Tangente. Einer Ellipse können also nur 
Ellipsen affin sein, einer Parabel nur Parabeln, einer Hyperbel 
ausschliesslich Hyperbeln. Es lässt sich auch umgekehrt zeigen, 
dass zwei gleichartige Curven IL Ordnung stets affin auf einander 
bezogen werden können, und zwar auf unendlich viele Arten. 
Diese Beziehungen werden uns zu manchen interessanten Sätzen 
führen. 

jUm zwei Parabeln affin auf einander zu beziehen, können 

„wir irgend zwei Punkten A, B der einen zwei beliebige Punkte 

„A x , B x der andern willkürlich zuweisen. Dadurch ist aber 

„jedem Punkte der einen Parabel oder ihrer Ebene ein Punkt 

„der anderen resp. von deren Ebene zugewiesen. 

Seien (Fig. 8) CA und CB die Tangenten der ersten Parabel 

k in den Punkten A und jB, und ebenso C\A X und C X B X 

diejenigen der zweiten Parabel &i in A x und B x . Dann können 

und müssen wir die ebenen Systeme, welchen k und ky angehören, 
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in der Weise affin auf einander beziehen, dass den Eckpunkten 
des Dreiecks ABC die resp. Eckpunkte des Dreiecks A x B x C, 
entsprechen. Der Parabel k, welche in A und B die resp. Geraden 
CA uud CB berührt und die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene 
zur Tangente hat, entspricht dann eine Curve II. Ordnung, welche 
gleich k x von der Geraden C x A x und C\ B x in resp. A x und B x 
berührt wird und die unendlich ferne Gerade zur Tangente hat, 
und welche folglich (I. Abth. pag. 64) mit k x zusammenfällt. 

Das von der Sehne AB begrenzte Segment der Parabel k 
steht zu dem Dreieck ABC in demselben Verhältniss, wie das 
von A x B x begrenzte entsprechende Segment von k x zu dem Drei- 
eck A x B x C x . Da nun die Punkte A und B auf k ganz willkür- 
lich angenommen sind, also auch durch irgend zwei andere ersetzt 
werden können, so folgt, dass jedes beliebige Parabelsegment in 
constantem Verhältniss steht zu demjenigen Dreieck, welches von 
der Sehne des Segmentes und den Tangenten der beiden End- 
punkte begrenzt wird. 

Sei nun (Fig. 9) G die Mitte der Sehne AB, so dass die 
Gerade CG in ihrem Halbirungspunkte D von der Parabel ge- 
schnitten wird (I. Abth. pag. 94); sei ferner EF die Tangente 
der Parabel im Punkte D, welche zur Sehne AB parallel läuft 
und in E und F die resp. Tangenten- Abschnitte AC und BC 
halbirt. Dann ist, wenn (AB), (DB) und (AD) die Parabelseg- 
mente über den resp. Sehnen AB, DB und AD bezeichnen: 
ÜB) _ (DB) _ (AB) 
ABC DBF ~ ADE ' 

indem m eine constante Zahl bedeutet. Anderseits ist nach der 
Figur: 

. (AB) = ABD + (DB) -f (AD). 

Setzen wir in die letzte Gleichung für (AB), (DB) und (AD) 
ihre Werthe aus der vorhergehenden ein, so folgt für m: 

m (ABC — DBF — ADE) = ABD. 
Wegen CD = DG, CF = FB und CE = EA ist aber: 
ABD = ± ABC und DBF -f- ADE = FCE = ±ABC: 
Die Gleichung für m geht hiedurch über in: 

m (ABC — \ABC) = $ ABC oder m = f ' 
Somit ist auch (AB) = % ABC, und wir haben den Satz : 

„Ein Parabelsegment ist zwei Dritteln des Dreiecks gleich, 
„welches von der Sehne des Segmentes und den Tangenten der 
„beiden Endpunkte begrenzt wird." 
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Auch die Gleichung (AB) = %ABD lässt sich ähnlich in Worten 
ausdrücken. 

Sei (Fig. 10) KLM ein beliebiges Dreieck, welches einer 
Parabel eingeschrieben ist, und seien K^L^My die Pole der resp. 
Seiten Zif, MK und KL dieses Dreiecks. Dann ergiebt sich, 
wenn MK die grösste Seite des Dreiecks bezeichnet: 

KLM = (MK) — (KL) — (LM), 
oder: 

KLM = %(KL A M — KM X L — LK X M) = | (M 1 L x K t + KLM), 
und folglich: 

KLM = 2M l L l K 1 ; 
das heisst: 

„Ein der Parabel eingeschriebenes Dreieck ist zweimal so gross, 

„wie dasjenige umschriebene Dreieck, vou dessen Seiten die 

„Parabel in den Eckpunkten des eingeschriebenen berührt wird. u 

Zwei Parabeln können auch als gleiche Curven betrachtet 

werden, denn wir können sie auf unzählig viele Weisen so auf 

einander affin beziehen, dass je zwei homologe Segmente, wie (A B) 

und (A x B Y ) (Fig. 8), inhaltsgleich sind. 

In zwei affinen Ellipsen oder Hyperbeln entsprechen einander 
die Durchmesser, und zwar muss jedem Paare conjugirter Durchmesser 
der einen Curve ein Paar conjugirter Durchmesser der anderen 
entsprechen. Dieses ergiebt sich daraus, dass jeder Schaar 
paralleler Sehnen der einen Curve wieder eine Schaar paralleler 
Sehnen der anderen entspricht, und wegen der Proportionalität 
homologer Abschnitte auch dem Mittelpunkt einer Sehne notwen- 
dig der Mittelpunkt der entsprechenden Sehne. Bei affinen Hyperbeln 
entsprechen ausserdem die Asymptoten einander. 

„Um zwei Hyperbeln affin auf einander zu beziehen, können 

„wir jeder Asymptote der einen eine Asymptote der anderen 

„zuweisen und ausserdem noch irgend einem Punkte oder auch 

„einer Tangente der ersteren einen beliebigen Punkt resp. eine 

„Tangente der anderen Hyperbel." 

Die Hyperbeln lassen sich nämlich projectivisch so auf einander 

beziehen (I. Abth. pag. 104), dass den beiden unendlich fernen 

Punkten und einem beliebigen dritten Punkte der einen die resp. 

unendlich fernen Punkte und irgend ein dritter Punkt der anderen 

entsprechen. Dadurch sind aber die beiden ebenen Systeme, in 

welchen die Hyperbeln liegen, collinear auf einander bezogen 

(pag. 9), und sogar affin, weil die Verbindungslinien der unend- 
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lieh fernen Hyperbelpunkte, d. h. die unendlich fernen Geraden 
der Systeme, einander entsprechen. 

„Um zwei Ellipsen k und k^ affin auf einander zu beziehen, 
„können wir auf denselben je zwei Punkte -4, B und A Xl B x 
„annehmen, die auf je zwei conjugirten Durchmessern liegen, 
„und diese Punkte einander paarweise zuordnen." 
Seien AB CD und A l B 1 C l D l (Fig. 11) die beiden Parallelo- 
gramme, welche den resp. Ellipsen k und k x eingeschrieben sind 
und welche die gegebenen Paare conjugirter Durchmesser A C, 
BD und Ai C t ^ B x D x zu Diagonalen haben, seien ferner M und 
M x die Mittelpunkte; von resp. k und A 1 . Dann können und müssen 
wir die ebenen Systeme, denen k und k x angehören, affin so auf 
einander beziehen, dass den Punkten A, -B, C des einen die resp. 
Punkte ^L|, B Y , C x des andern entsprechen. Nun entspricht aber 
dem Halbirungspunkte M von AC nothwendig der Halbirungs- 
punkt Mi von A x C\, und der Ellipse &, welche in A und C von 
zwei Parallelen zum Durchmesser MB berührt wird und durch 
B geht, muss die Ellipse k x entsprechen als diejenige Curve II. Ord- 
nung, welche in A } und C x von zwei Parallelen zur Geraden 
M x B^ berührt wird und durch B x hindurchgeht. 

Die conjugirten Durchmesser MA und MB der einen Ellipse 
k können mit zwei beliebigen anderen vertauscht, die Ellipsen k 
und ki also auf unzählig viele Weisen affin auf einander bezogen 
werden. Bei jeder Lage von MA und MB muss sich das Parallelo- 
gramm AB CD zu der Fläche der Ellipse k verhalten, wie das 
unveränderte Parallelogramm A x B t C x D x zu der Fläche der El- 
lipse &!• Also: 

„Alle einer Ellipse eingeschriebenen Parallelogramme, deren 
„Diagonalen von zwei conjugirten Durchmessern gebildet werden, 
„sind inhaltsgleich." 

Das umschriebene Parallelogramm (Fig. 11), dessen Seiten 
die Ellipse in den Punkten uä, U, C, D berühren, ist doppelt so 
gross wie AB CD; also: 

„Alle einer Ellipse umschriebenen Parallelogramme, deren 
„Seiten zu je zwei conjugirten Durchmessern parallel laufen, 
„sind inhaltsgleich." 

Sind 2 a und 2 b die Längen der beiden Axen einer Ellipse, 
so ist 4 a b der Inhalt jedes solchen umschriebenen Parallelogramms; 
denn 4 a b ist der Inhalt des Rechteckes, welches von den Scheitel- 
tangenten der Ellipse begrenzt wird. Sei nun die Ellipse affin 

Heye, Geometrie der Lage. EL 4 
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bezogen auf einen Kreis vom Radius r; dann verhält sich die 
Fläche J der Ellipse zu 4 ab wie die Fläche r 2 ir des Kreises zu 
dem Inhalt 4r 2 eines dem Kreise umschriebenen Quadrates (pag. 45). 
Also: 

J : 4ab = r 2 rc : 4r 2 oder J = a.b.n. 
„Die Fläche der Ellipse ist gleich dem Product aus ihren 
„beiden Halbaxen in die Zahl k. u 
Weil der Kreis durch zwei conjugirte Durchmesser in vier gleiche 
Theile zerlegt wird, so gilt dasselbe von der Ellipse. 

Zwei collineare ebene Systeme 2 und 2 t heissen ähnlich, 
wenn je zwei homologe Winkel derselben einander gleich sind. 
Weil je zwei Parallelen von 2 wieder zwei Parallelen von 2 t 
entsprechen und also jedem unendlich fernen Punkte von 2 ein 
unendlich ferner Punkt in 2 t , so sind die ähnlichen Systeme auch 
affin. Die Seiten homologer Dreiecke von 2 und 2j sind einander 
proportional, weil die Dreiecke gleiche Winkel haben; und folg- 
lich stehen überhaupt je zwei einander entsprechende geradlinige 
Strecken der Systeme in constantem Verhältniss zu einander. 
Zwei ähnliche Systeme sind in perspectivischer Lage, sobald ir- 
gend zwei Gerade des einen, welche sich in einem eigentlichen 
Punkte schneiden, zu den ihnen resp. entsprechenden Geraden 
des anderen Systemes parallel laufen; denn dann sind je zwei 
homologe Gerade einander parallel, und die ebenen Systeme haben 
ihr unendlich fernes gerades Gebilde entsprechend gemein (vergl. 
pag. 15 und 16). Die ähnlichen Systeme erscheinen in dieser 
Lage entweder als parallele Schnitte eines Strahlenbündels, oder 
sie liegen in einander und haben noch einen Strahlenbüschel ent- 
sprechend gemein. 

Werden also zwei ähnliche Curven IL Ordnung in perspec- 
tivische Lage gebracht, so dass irgend zwei sich schneidende 
Sehnen oder Tangenten der einen zu den homologen Sehnen oder 
Tangenten der anderen parallel laufen, so ist jede Sehne oder 
Tangente der einen Curve parallel zu der homologen Sehne oder 
Tangente der anderen. Und die Curven liegen entweder in einer 
Ebene, so dass die sämmtlichen Verbindungslinien homologer 
Punkte sich in einem und demselben Punkte schneiden, oder sie 
erscheinen als parallele Schnitte einer und derselben Kegelfläche. 
Zwei Parabeln können stets als ähnliche Curven II. Ordnung be- 
trachtet werden; bringt man ihre Ebenen und ihre Axen in 
parallele Lagen, so laufen auch je zwei einander entsprechende 
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Tangenten der Parabeln parallel. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln 
können nur dann als ähnliche Curven betrachtet werden, wenn je 
zwei conjugirte Durchmesser der einen mit zwei conjugirten Durch- 
messern der anderen zusammenfallen, sobald die Hauptaxe sowohl 
als auch die Nebenaxen der Curven mit einander zur Deckung 
gebracht werden. Bei dieser Lage der Curven sind die Berührungs- 
punkte von je zwei parallelen Tangenten auf demjenigen Durch- 
messer gelegen, welcher den Tangenten conjugirt ist. Zwei ähn- 
liche Hyperbeln liegen also zwischen gleichen Asymptotenwinkeln. 
Wie die Affinität ein besonderer Fall ist von der Collineation 
und die Aehnlichkeit wieder von der Affinität, so ist die Con- 
gruenz ein besonderer Fall der Aehnlichkeit. Nämlich zwei 
ähnliche ebene Systeme heissen congruent, wenn je zwei ein- 
ander entsprechende geradlinige Strecken derselben gleich gross 
sind. So fuhrt uns die Verwandtschaft der Collineation auch zu 
denjenigen räumlichen Beziehungen, mit denen die Planimetrie 
sich vorzugsweise beschäftigt. 



Achter Vortrag. 

Affinität, Aehnlichkeit, Congrnenz nnd Symmetrie räum- 
licher Systeme nnd der Flächen zweiter Ordnnng. 



Zwei collineare räumliche Systeme 2 und S x werden affin 
genannt, wenn ihre unendlich fernen Ebenen einander entsprechen. 
Da hiernach auch jeder unendlich fernen Geraden von 2 eine 
solche in ^ entspricht, so sind auch je zwei homologe ebene 
Systeme von 2 und 2 k affin; und ebenso sind je zwei homologe 
gerade Gebilde von 2 und 2 X projectivisch ähnlich. Jedem 
Parallelogramm von 2 muss in 2 X ein Parallelogramm entsprechen, 
und jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon. 

„Um zwei räumliche Systeme affin auf einander zu beziehen, 
„dürfen wir in jedem derselben ein eigentliches Tetraeder be- 
„liebig annehmen und die Eckpunkte dieser Tetraeder ein- 
ander willkürlich zuweisen." 
Weil nämlich hiedurch die vier Seitenflächen des einen Tetraeders 
denjenigen des andern zugewiesen sind, ausserdem aber die un 

4* 
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endlich fernen Ebenen der Systeme einander entsprechen sollen, 
so ist zu jedem Elemente des einen Systems das entsprechende 
des andern eindeutig bestimmt (pag. 21). Die Construction affiner 
Gebilde lässt sich mit Hülfe von Parallelcoordinaten ganz ähnlich 
für den Raum ausführen wie oben (pag. 44) für die Ebene; ich 
übergehe den leichten Beweis dieser Behauptung. 

Bezeichnen wir ein allseitig begrenztes Stück eines räum- 
lichen Systemes mit dem Namen Körper, so können wir folgen- 
den Satz aufstellen: 

In affinen räumlichen Systemen stehen je zwei einander ent- 
sprechende Kölner in constantem Verhältnisse oder zwei beliebige 
Körper des einen Systems verhalten sich zu einander , wie die 
entsprechenden Körper des anderen Systems. 
Wir beweisen diesen Satz zunächst für Parallelepipeda und 
Tetraeder, indem wir einige wenige Sätze aus der Stereometrie 
als bekannt voraussetzen. Seien P und Q zwei beliebige Parallel- 
epipeda des einen Systemes 2, P x und Q x die resp. entsprechen- 
den von 2 X . Wir bilden in 2 irgend ein drittes Parallelepipedon 
R, welches zwischen zwei parallelen Seitenflächen von P und zu- 
gleich zwischen zwei solchen von Q liegt, und bestimmen auch zu 
diesem das entsprechende Parallelepipedon R x in 2 X . Weil nun 
P und R zwischen parallelen Ebenen liegen, so haben sie gleiche 
Höhen, und verhalten sich wie ihre Grundflächen; und dasselbe 
gilt von P x und 2? 1# Die Grundflächen von P und R verhalten 
sich aber zu einander wie diejenigen von P x und R x , weil die 
ebenen Systeme, in denen diese Flächenpaare liegen, affin sind. 
Folglich verhält sich: 

P: R = P Y : R x . 
Dieselben Schlüsse finden auch auf Ä, Q, R x und Q x Anwendung, 
so dass R : Q = R x : Q l . 

Aus beiden Proportionen ergiebt sich: 

P:Q = P i: Q„ 

und der Satz ist somit für beliebige Parallelepipeda bewiesen. 

Durch jeden Eckpunkt A eines Parallelepipedon (Fig. 12) gehen 
drei Kanten desselben, welche A mit drei anderen Eckpunkten 
B, C und D verbinden. Die Diagonal -Ebene B CD schneidet 
vom Parallelepipedon ein Tetraeder A B CD ab, welches dieselbe 
Höhe, aber nur eine halb so grosse Grundfläche hat wie das 
Parallelepipedon, und dessen Inhalt also ein Sechstel vom Inhalt 
des Parallelepipedon beträgt. Schneiden wir von P und Q je 
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ein solches Tetraeder ab, so können wir diese Tetraeder als zwei 
ganz beliebige des Systemes 2 ansehen, weil P und Q ganz be- 
liebig gewählt wurden. Die entsprechenden Tetraeder in 2 sind 
analog gelegene Stücke von P, und Q f , und da 

JL • JL = II . _?i 

6 ' 6 6 ' 6 ' 

so haben wir bewiesen, dass zwei beliebige Tetraeder des Systemes 
2 sich zu einander verhalten, wie die entsprechenden beiden 
Tetraeder von 2 X . 

Aber auch für beliebige von Ebenen begrenzte Körper gilt 
unser Satz, weil dieselben stets in Tetraeder zerlegt werden können. 
Er muss sogar für krummflächige Körper gelten, weil er für alle 
ebenflächigen gilt, welche den krummflächigen entweder einge- 
schrieben oder umschrieben sind, und deren Inhalte den Inhalten 
der krummflächigen Körper beliebig nahe gebracht werden können. — 
Ist das Verhältniss, in welchem zwei homologe Körper zu ein- 
ander stehen, gleich der Einheit, so werden die affinen räum- 
lichen Systeme einander gleich genannt. Ebene Systeme, welche 
in gleichen räumlichen Systemen einander entsprechen, sind im 
Allgemeinen nicht gleich, sondern nur affin. 

Zwei affine Flächen haben entweder beide keinen Punkt mit 
der unendlich fernen Ebene gemein, oder sie werden von der- 
selben beide in je einem Punkte berührt, oder endlich in je einer 
unendlich fernen Curve geschnitten; denn jedem unendlich fernen 
Punkte der einen Fläche muss ein unendlich ferner Punkt der 
anderen entsprechen. Daraus, und weil einer geradlinigen Fläche 
nur eine geradlinige collinear sein kann (pag. 23), ergiebt sich, 
dass nur gleichartige Flächen IL Ordnung affin auf einander be- 
zogen werden können; also z. B. zwei Ellipsoide, zwei eiufache 
Hyperboloide, zwei elliptische Paraboloide, zwei eigentliche Kegel- 
flächen u. s. w. Da jeder Schaar paralleler Sehnen der einen 
Fläche wieder einer Schaar paralleler Sehnen in der affinen 
Fläche entsprechen muss, und jedem Mittelpunkt einer Sehne der 
Mittelpunkt der homologen Sehne, so folgt: 

r In zwei affinen Flächen IL Ordnung entspricht jeder Durch- 
messer-Ebene eine Durchmesser-Ebene, und zwei conjugirten 
„Durchmessern entsprechen zwei conjugirte Durchmesser." 
Sollen zwei elliptische oder auch zwei hyperbolische Para- 
boloide II und IIi affin auf einander bezogen werden, so nehmen 
wir auf jedem derselben eine Curve IL Ordnung an, welche nicht 
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durch den unendlich fernen Punkt des Paraboloides hindurchgeht 
und somit keine Parabel sein kann, und beziehen diese beiden 
Curven affin auf einander; dadurch ist dann jedem Punkte von 
II ein solcher von U x zugewiesen. Seien nämlich -4, J3, C drei 
Punkte der einen Curve &, und sei D der Pol ihrer Ebene in 
Bezug auf die Fläche II, auf welcher k liegt; seien ferner A l ,B l , C x 
die entsprechenden Punkte der anderen Curve k x > und D x der Pol 
ihrer Ebene in Bezug auf n iv so können und müssen die räum- 
lichen Systeme, in welchen die Parabolqide liegen, affin so auf 
einander bezogen werden, dass den Eckpunkten des Tetraeders 
AB CD die resp. Eckpunkte des Tetraeders A x B x C x D x ent- 
sprechen. Weil dann die ebenen Systeme ABC und A x B x C x 
ebenfalls einander affin sind, so entspricht der Curve k die Curve 
&! in der angenommenen Weise; und auch die Tangentenkegel 
der Flächen II und U x , durch welche k und k^ aus resp. D und 
D x projicirt werden, entsprechen einander. Ferner entsprechen 
einander die beiden Durchmesser d und d x der Flächen II und 1^, 
durch welche die Punkte .D und D x mit den resp. Mittelpunkten 
von k und k x verbunden werden. Jeder Parabel endlich, welche 
auf n liegt und von k in zwei Punkten K und L geschnitten 
wird, und deren Ebene durch d hindurchgeht, entspricht im zweiten 
räumlichen Systeme eine Parabel, welche von k in den entsprechen- 
den beiden Punkten K x und L x geschnitten wird und deren Ebene 
durch d x hindurchgeht; und zwar liegt diese zweite Parabel auf 
der Fläche n 1? weil sie mit einer ebenen Schnittcurve derselben 
ihre unendlich ferne Tangente, ferner die Punkte K x und L x und 
endlich noch die Tangenten D x K x und D x L x gemein hat, welche 
den Tangenten D K und D L der ersten Parabel entsprechen. Weil 
nun jeder beliebige Punkt von II auf irgend einer solchen Parabel 
liegt, so entspricht ihm ein Punkt von H; d. h. die Flächen II 
und U x entsprechen einander. 

Ist II (und ebenso IIj) ein elliptisches Paraboloid, so wird 
von demselben durch die Ebene der Ellipse k ein Segment abge- 
schnitten, welches zu dem Kegel, dessen Grundfläche von k 
begrenzt wird und dessen Spitze der Punkt D ist, in dem- 
selben Verhältniss steht, wie das entsprechende Segment von III 
zu dem entsprechenden Kegel D x . Da wir nun die Ellipse k 
willkürlich auf der Fläche II gewählt haben, so ergiebt sich der Satz: 
„Jedes Segment eines elliptischen Paraboloides steht in con- 
„stantem Verhältniss zu demjenigen Kegel, welcher mit dem 
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„Segment die Grundfläche gemein hat, und dessen Spitze i_u 

„Pole dieser Grundfläche liegt." 
Durch Rechnung lässt sich, am leichtesten am Rotations-Paraboloid, 
nachweisen, dass dieses Verhältniss = f ist. 

Um zwei beliebige Ellipsoide II und U x affin auf einander 
zu beziehen, brauchen wir nur die Curven IL Ordnung k und &£, 
in welchen die Flächen von je einer beliebigen Durchmesser-Ebene 
geschnitten werden, affin auf einander zu beziehen, und ausserdem 
zwei Punkte D und D x der Flächen einander zuzuweisen, deren 
Berührungs-Ebenen jenen resp. Durchmesser-Ebenen parallel sind. 
Nämlich die beiden räumlichen Systeme, in welchen die Ellipsoide 
liegen, lassen sich, wie soeben gezeigt wurde, in der Art affin 
auf einander beziehen, dass die Punkte D und D x und die Ellipsen 
k und &x in der angenommenen Weise einander entsprechen. Auch 
die Mittelpunkte M und M x der Ellipsen, welche zugleich Mittel- 
punkte der Ellipsoide sind, entsprechen dann einander. Und jeder 
Ellipse, die auf II liegt und mit k zwei Punkte K und L gemein 
hat und deren Ebene den Durchmesser MD enthält, entspricht 
im zweiten räumlichen System eine Ellipse, welche mit k x die ent- 
sprechenden Punkte K x und L^ gemein hat und deren Ebene durch 
M x D l geht. Diese zweite Ellipse liegt aber auf dem Ellipsoid 
üj, weil sie mit einer Schnittcurve desselben die Punkte D u K Xi L x 
gemein hat, sowie die beiden Tangenten in K x und L^ ; denn diese 
Tangenten laufen zu dem Durchmesser M x D x para llel, weil die 
entsprechenden Tangenten der Punkte K und L zu MD parallel 
sind, und weil die Durchmesser M x D x und MD den resp. Durch- 
messer-Ebenen &! und k conjugirt sind. 

Die Ellipsen k und &j können, wie wir früher sahen, affin 
auf einander bezogen werden, indem wir irgend zwei conjugirte 
Durchmesser der einen zwei beliebigen conjugirten Durchmessern 
der anderen willkürlich zuweisen. Da nun hier die Ebenen dieser 
Durchmesser und damit auch ihre conjugirten Durchmesser MD 
und M x 15^" willkürlich auf den Ellipsoiden angenommen wurden, 
so ergiebt sich: 

„Um zwei Ellipsoide affin aufeinander zu beziehen, können wir 

„in jedem derselben drei Durchmesser annehmen, von welchen 

„jeder den beiden anderen conjugirt ist, und diese einander 

„paarweise zuordnen." 
Daraus aber folgt mit Leichtigkeit der Satz: 

„Alle Parallelepipeda, deren Seitenflächen ein Ellipsoid in den 
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„Endpunkten von irgend drei einander conjugirten Durchmessern 

„berühren, sind inhaltsgleich;" 
sie stehen zu dem Inhalte des Ellipsoides in demselben Verhält- 
niss, wie der Inhalt eines Würfels zu demjenigen einer, dem 

Würfel eingeschriebenen Kugel, also wie #:— ^. Zum Beweise 

beziehen wir das Ellipsoid affin auf die Kugel. Bezeichnen wir 
mit J den Inhalt des Ellipsoides und mit 2 a, 2 b, 2 c die von ihm 
eingeschlossenen Abschnitte der drei Axen, so ergiebt sich für den 
Inhalt desjenigen umschriebenen Parallelepipedons, dessen Seiten- 
flächen zu den drei Symmetrie -Ebenen des Ellipsoides parallel 
laufen, ä.a.&.c, und folglich ist: 

J = -r- a b C TT. 

ö 

Weil die Kugel durch drei einander conjugirte Durchmesser-Ebenen 
in acht gleiche Theile zerlegt wird, so gilt (pag. 58) dasselbe vom 
Ellipsoid. 

Um zwei einfache oder auch zwei zweifache Hyperboloide 
affin auf einander zu beziehen, brauchen wir nur die Curven II. Ord- 
nung k und &!, in welchen ihre resp. Asymptotenkegel von zwei 
beliebigen Berührungs-Ebenen der Flächen geschnitten werden, affin 
auf einander zu beziehen, und ausserdem die Mittelpunkte der beiden 
Flächen einander zuzuordnen. Ich übergehe den Beweis dieses 
Satzes, weil derselbe den vorigen ganz analog ist; nur mache ich 
darauf aufmerksam, dass die Punkte, in welchen jene beiden 
Ebenen die resp. Hyperboloide berühren, zugleich die Mittelpunkte 
der Curve k und k x sind (vergl. I. Abth. pag. 93), und folglich 
einander entsprechen müssen. 

Zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2 X heissen ähn- 
lich, wenn je zwei homologe Winkel derselben einander gleich sind. 
Folglich sind (pag. 50) auch je zwei einander entsprechende ebene 
Systeme von 2 und 2 X ähnlich , und weil somit jeder unendlich 
fernen Geraden von 2 eine solche von 2i entspricht, so sind die 
räumlichen Systeme auch affin. Je zwei homologe Strecken ähn- 
licher Systeme stehen in constantem Verhältniss zu einander, wie 
sich schon daraus ergiebt, dass dieser Satz für ähnliche ebene 
Systeme bereits bewiesen ist. Haben zwei ähnliche räumliche 
Systeme solche Lage, dass irgend drei Gerade des einen, von 
denen keine zwei durch denselben unendlich fernen Punkt gehen, 
mit den ihnen entsprechenden Geraden des anderen Systemes 
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parallel laufen, so müssen je zwei homologe Gerade der Systeme 
einander parallel sein (vergl. pag. 50), und die Systeme haben 
ihr unendlich fernes ebenes System entsprechend gemein, oder 
liegen perspectivisch (pag. 25). Je zwei homologe Punkte liegen 
folglich mit einem festen Collineations-Centrum in einer Geraden. 
Wenn in zwei ähnlichen räumlichen Systemen je zwei homo- 
loge Strecken einander gleich sind, so nennen wir die Systeme 
entweder congruent oder symmetrisch. Bringen wir nämlich 
die Systeme in solche Lage, dass sie einen Strahlenbündel ent- 
sprechend gemein haben, so fällt entweder jeder Punkt mit seinem 
homologen zusammen, oder die Strecke zwischen beiden wird vom 
Mittelpunkte jenes Strahlenbündels halbirt. Im ersteren Falle 
sind die Systeme congruent, im zweiten symmetrisch. Eine Fläche 
II. Ordnung z. B. wird durch eine Durchmesser -Ebene in zwei 
symmetrische Hälften getheilt. 



Neunter Vortrag. 

Reciproke Systeme, welche in einander liegen. Polar- 
systeme in der Ebene und im Räume. Nullsyteme. 



Wenn zwei reciproke ebene Systeme 2 und ^ auf einander 
gelegt werden, so kann jeder Punkt ihrer Ebene sowohl zu 1 als 
auch zu 2j gerechnet werden; ihm entsprechen also auch zwei 
Strahlen, einer in 2| und einer in 2. Ebenso entsprechen jeder 
Geraden der Ebene zwei Punkte, weil wir die Gerade zu jedem 
der reeiproken Systeme zählen können. Es wird desshalb zweck- 
mässig sein, wenn wir die Elemente der Ebene mit je zwei Buch- 
staben bezeichnen, z. B. einen beliebigen Punkt mit AB X . Dem 
Punkte A von 2 entspricht dann im Systeme 2^ ein Strahl a x ; 
und dem nämlichen Punkte, wenn wir ihn zu 2^ rechnen und mit 
B x bezeichnen, entspricht in 2 ein Strahl b. Ebenso nun, wie wir 
bei projeetivischen geraden Gebilden, die in einander liegen, unter- 
sucht haben, ob und wie viele Punkte des einen mit den ent- 
sprechenden Punkten des andern zusammenfallen, und unter welchen 
Umständen die Gebilde involutorisch liegen, ebenso wollen wir 
hier die analogen Fragen erörtern: Wie viele Punkte liegen auf 
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den ihnen entsprechenden Geraden? und wann fallen die beiden 
Geraden, welche jedem Punkte der Ebene entsprechen, auf ein- 
ander? 

Wenn ein Punkt A B x auf dem einen a x der beiden Strahlen 
liegt, die ihm entsprechen, so liegt er auch auf dem anderen b. 
Denn dem Punkte B x des geraden Gebildes a x entspricht in 2 
zufolge der Definition der reciproken Verwandtschaft ein Strahl b 
des Büschels A. Ebenso geht eine beliebige Gerade p q x entweder 
durch keinen oder durch jeden der beiden Punkte I\ und Q, 
welche ihr entsprechen. 

Projiciren wir die reciproken Systeme 2 und 2 X aus zwei be- 
liebigen Punkten S und £j durch Strahlenbündel, so sind auch 
diese reciprok und erzeugen also eine Fläche II. Ordnung. Jeder 
Punkt der Ebene, welcher auf den ihm entsprechenden Geraden 
liegt; gehört auch dieser Fläche IL Ordnung an, weil in ihm ein 
Strahl des Bündels S von der entsprechenden Ebene des Bündels 
£| geschnitten wird. Umgekehrt liegt jeder Punkt, welchen die 
Fläche ü. Ordnung mit der Ebene gemein hat, auf den beiden 
Geraden, die ihm in den reciproken Systemen 2 und 2 X ent- 
sprechen. Je nachdem nun die Fläche ü. Ordnung mit der Ebene 
eine Curve II. Ordnung, oder zwei Gerade, oder nur eine Gerade, 
oder einen einzigen Punkt, oder endlich gar keinen Punkt gemein 
hat, tritt einer der folgenden Fälle ein: 

„Wenn zwei reciproke Systeme in derselben Ebene liegen, so 
„bilden die sämmtlichen Punkte der Ebene, welche auf ihren 
„entsprechenden Geraden liegen, entweder eine Curve IL Ord- 
nung, oder ein System von zwei Geraden, oder eine Gerade, 
„oder es giebt nur einen einzigen oder endlich gar keinen 
„solchen Punkt. Zugleich bilden die sämmtlichen Strahlen der 
„Ebene, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte hindurch- 
„ gehen, entweder einen Büschel II. Ordnung, oder ein System 
„von zwei Büscheln I. Ordnung, oder einen Büschel I. Ord- 
„nung, oder es giebt nur einen einzigen oder endlich gar 
„keinen solchen Strahl." 
Die Strahlengebilde, welche in der zweiten Hälfte des Satzes ge- 
nannt sind, entsprechen den Punktgebilden der ersten Hälfte und 
liegen zu denselben in doppelter Weise perspectivisch. 

Im Allgemeinen hat die Fläche IL Ordnung entweder gar 
keinen Punkt mit der Ebene gemein, oder eine Curve IL Ordnung; 
denn wenn die Ebene zwei oder eine Gerade oder nur einen Punkt 
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der Fläche enthält, so berührt sie die Fläche, und hat also zu 
derselben eine ganz besondere Lage. Von den im Satze genannten 
Fällen tritt also im Allgemeinen entweder der erste oder der 
letzte ein, und nur ausnahmsweise einer der übrigen. So z. B. 
werden wir finden, dass bei reciproken Systemen, welche involu- 
torische Lage haben, niemals diese besonderen Fälle stattfinden 
können. 

Die involutorische Lage reciproker ebener Systeme tritt dann 
ein, wenn jedem Punkte der Ebene zwei Gerade entsprechen, 
welche zusammenfallen, wenn also jedem Punkte eine Gerade in 
doppelter Weise entspricht. Dass diese involutorische Lage mög- 
lich ist, erhellt aus folgendem Satz: 

„Zwei reciproke ebene Systeme 2 und 2 X liegen involutorisch, 
„wenn den Eckpunkten A, B, C eines Dreiecks von 2 die ihnen 
„gegenüber liegenden Seiten a,, 6 l9 c, desselben Dreiecks in 
„^ entsprechen« (Fig. 13). 
Zunächst leuchtet ein, dass die Eckpunkte des Dreiecks den 
gegenüber liegenden Seiten in doppelter Weise entsprechen. Be- 
zeichnen wir z. B. mit A x den zu l x gehörigen Schnittpunkt von 
b x und c l7 welcher mit dem Punkte A von 2 zusammenfällt, so 
entspricht ihm in 2 die Dreiecksseite a, welche die Eckpunkte B 
und C verbindet und mit der Geraden a x von 2 t zusammenfallt; 
den Punkten B x und C x von 2 1? in welchen die Seitenpaare C|, 
a x und a x , b x sich schneiden und die mit den resp. Punkten B 
und C von 2 zusammenfallen, entsprechen ebenso in 2 die gegen- 
über liegenden Dreiecksseiten b und c, welche die Punktenpaare 
C, A und A, B mit einander verbinden und mit resp. b x und q 
von 2j zusammenfallen. 

Dem Strahlenbüschel AA X entspricht folglich auch das gerade 
Gebilde a x a in doppelter Weise; und da dem Strahle bb x dieses 
Büschels der Punkt B x B und dem Strahle c c x der Punkt C x U 
doppelt entspricht, so liegt der Büschel A A x involutorisch zu dem 
geraden Gebilde a x a (I. Abth. pag. 122). Jedem beliebigen Strahle 
des Büschels A A x muss also ein Punkt des geraden Gebildes a x a 
doppelt entsprechen; und ebenso ergiebt sich, dass jedem Strahle 
der Büschel BB X oder CC X ein Punkt von resp. b x b oder c x c 
doppelt entspricht. Sei nun ein beliebiger Strahl p x oder p in 
der Ebene gegeben, so schneidet dieser die Dreiecksseiten in drei 
Punkten, welchen drei Strahlen der Büschel AA X , BB X und CC X 
doppelt entsprechen. Also muss auch dem Strahle p x p derjenige 
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Punkt PP X in doppelter Weise entsprechen, in welchem jene drei 
Strahlen sich schneiden; oder die reciproken Systeme liegen in- 
volutorisch. 

Wir können die beiden involutorisch liegenden Systeme auch 
als ein einziges System betrachten, in welchem jedem Punkte eine 
Gerade und jedem geraden Gebilde ein zu ihm involutorisch 
liegender Strahlenbüschel zugeordnet ist, und wollen alsdann dieses 
System ein ebenes Polarsystem nennen. Jeder Punkt desselben, 
welcher auf der ihm zugeordneten Geraden liegt, soll ein Ord- 
nungspunkt, und diese Gerade ein Ordnungsstrahl des 
Systemes genannt werden. Dann lässt sich beweisen: 

„Ein ebenes Polarsystem hat entweder gar keine oder unend- 
lich viele Ordnungspunkte und Ordnungsstrahlen. Im letzteren 
„Falle erfüllen die Ordnungspunkte eine Curve IL Ordnung, 
„welche von den Ordnungsstrahlen berührt wird und die Ord- 
„nungs-Curve oder Directrix des Polarsystems genannt 
„werden soll." 

Sei A (Fig. 14) ein Punkt des Polarsystems, welcher auf der 
ihm zugeordneten Geraden a liegt; dann muss jeder von A ver- 
schiedene Punkt B der Geraden a ausserhalb der ihm zugeord- 
neten Geraden b liegen, weil b durch A geht und nicht mit a 
zusammenfallen kann. Weil ausserdem das gerade Gebilde b zu 
dem Strahlenbüschel ß und folglich zu einem Schnitte desselben 
involutorisch liegt, so enthält dasselbe ausser A noch einen zweiten 
Ordnungspunkt C (I. Abth. pag. 119). Das Polarsystem enthält 
also unendlich viele Ordnungspunkte, sobald ein solcher vorhanden 
ist. Erfüllten nun diese sämmtlichen Ordnungspunkte eine einzige 
Gerade, so würde keineswegs auf einem beliebigen Strahle, welcher 
einen Ordnungspunkt A enthält, noch ein zweiter Ordnungspunkt 
liegen; und erfüllten sie zwei Gerade, so würde einem beliebigen 
Punkte A der einen Geraden ein durch A gehender Strahl a zu- 
geordnet sein, welcher die andere Gerade in noch einem Ord- 
nungspunkte schneidet, während doch jeder Ordnungsstrahl a nur 
einen einzigen Ordnungspunkt A enthalten darf. Die Ordnungs- 
punkte des Systems erfüllen sonach (pag. 58) eine Curve IL Ord- 
nung, und dieselbe wird von den Ordnungsstrahlen berührt, weil 
jeder der letzteren nur einen einzigen Ordnungspunkt mit der 
Curve gemein hat. 

Hieraus ergeben sich aufs Neue die Eigenschaften der Polarität 
von Curven IL Ordnung; zugleich aber erkennen wir die Mög- 
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lichkeit von Polarsystemen, welche keine Ordnungs-Curve besitzen. 
Auch auf diese Polarsysteme wollen wir nun die Bezeichnungen 
ausdehnen, welche wir früher bei der Untersuchung der Polarität 
von Curven IL Ordnung aufgestellt haben. So soll im Polar- 
system jeder Punkt der Pol der ihm zugeordneten Geraden ge- 
nannt werden, und umgekehrt jede Gerade die Polare des ihr 
zugeordneten Punktes. Ferner heissen zwei Punkte des Polar- 
systems einander conjugirt, wenn jeder auf der Polare des 
anderen liegt, und zwei Strahlen, wenn jeder durch den Pol des 
andern geht. Endlich soll jedes Dreieck im Polarsystem, dessen 
Eckpunkte die Pole der gegenüber liegenden Seiten sind, in 
welchem also je zwei Eckpunkte und je zwei Seiten einander con- 
jugirt sind, ein Polardreieck genannt werden. 

„In einem ebenen Polarsystem sind unendlich viele Polar- 
„dreiecke enthalten." 
Man construirt ein Polardreieck, indem man auf einer beliebigen 
Geraden a (Fig. 13), die nicht durch ihren Pol A geht, irgend 
einen Punkt B annimmt, welcher nicht auf seiner Polare b liegt, 
und endlich noch den Schnittpunkt C der Geraden a und b be- 
stimmt. Da C der Pol von A B ist, so ist das Dreieck A B C ein 
Polardreieck. 

„Wird in einer Ebene ein beliebiges Dreieck ABC als 

„Polardreieck angenommen, und ausserdem irgend einem Punkte 

„P (Fig. 13), welcher auf keiner Seite des Dreiecks liegt, eine 

„Gerade p zugeordnet, welche durch keinen Eckpunkt desselben 

„geht, so ist dadurch ein ebenes Polarsystem bestimmt." 

Wir können und müssen nämlich die beiden Systeme, aus welchen 

das Polarsystem gebildet wird, reciprok so auf einander beziehen, 

dass den vier Punkten A, B, C, P des einen die resp. Geraden 

BC, CA, AB, p des anderen entsprechen. Dann haben (pag. 59) 

diese beiden Systeme involutorische Lage, wie verlangt wird. 

„Wenn das Polarsystem eine Ordnungs-Curve hat, so schliesst 
„diese von jedem Polardreieck ABC einen Eckpunkt ein und 
„die beiden anderen Eckpunkte aus." 
Liegt nämlich der Eckpunkt A innerhalb der Ordnungs-Curve, so 
liegen alle Punkte seiner Polare B C ausserhalb derselben ; und 
liegt A ausserhalb der Curve, so wird diese von der Polare BC 
geschnitten, und je zwei conjugirte Punkte dieser Polare, wie z. B 
B und 6^, sind folglich durch die Curve harmonisch getrennt, so 
dass einer derselben innerhalb, der andere ausserhalb der Curve liegt. 
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Um zu entscheiden, ob ein gegebenes Polarsystem eine Ord- 
nungs-Curve hat oder nicht, brauchen wir hiernach nur zu unter- 
suchen, ob zwei von den Seiten irgend eines Polardreiecks Ord- 
nungspunkte enthalten oder nicht, oder was dasselbe ist, ob die 
geraden Gebilde, welche in diesen Seiten liegen, zu den ihnen 
zugeordneten Strahlenbüscheln entgegengesetzt oder einstimmig 
involutorisch liegen (I. Abth. pag. 119). Die Aufgabe, von einem 
Polarsysteme die Ordnungs-Curve zu construiren, gehört zu den- 
jenigen zweiten Grades und ist leicht zu lösen mittelst der Con- 
struction, durch welche in einem involutorischen geraden Gebilde 
die Ordnungspunkte gefunden werden. 

Projiciren wir ein ebenes Polarsystem 2 aus einem beliebigen 
Punkte £, welcher nicht in 2 liegt, so erhalten wir ein Polar- 
system im Strahlenbündel. Jedem Strahle des Bündels S 
ist eine Ebene desselben zugeordnet, und umgekehrt. Hat das 
ebene Polarsystem eine Ordnungs-Curve, so wird dieselbe durch 
eine Kegelfläche II. Ordnung projicirt, welche die Ordnungs- 
fläche oder Directrix des Polarsystems im Strahlenbündel 
genannt wird. Je zwei Strahlen oder Ebenen des Bündels sind in 
diesem Polarsystem einander conjugirt, wenn sie in Bezug auf die 
Ordnungsfläche desselben einander conjugirt sind, und umgekehrt. 

Wir wollen jetzt für zwei reciproke räumliche Systeme ana- 
loge Untersuchungen ausführen wie diejenigen, welche soeben für 
reciproke ebene Systeme und reciproke Strahlenbündel beendigt 
wurden. Die bisher gewonnenen Resultate werden uns dabei von 
wesentlichem Nutzen sein. Wir schliessen bei dieser Untersuchung 
den besonderen Fall vorläufig aus, in welchem jede Ebene des 
einen Systems durch den ihr entsprechenden Punkt des anderen 
hindurchgeht, indem wir später diesen Fall für sich erörtern 
wollen. 

Sei nun a eine beliebige Ebene des ersten räumlichen Systems £, 
welche nicht durch den ihr entsprechenden Punkt A Y des zweiten 
Systems Z| hindurchgeht. Dann entspricht dem ebenen System 
oc von 2 ein zu ihm reciproker Strahlenbündel A x von 2|. Wir 
können diesen Bündel durch die Ebene a in einem zweiten ebenen 
System cii schneiden, welches dann auch zu dem ersten in oc 
liegenden System reciprok ist. Jeder Punkt von oc, welcher in der 
ihm entsprechenden Geraden von o^ liegt, ist auch auf der ihm 
entsprechenden Ebene des Bündels A t enthalten, und ausserdem 
wissen wir bereits, dass alle solche Punkte, wenn überhaupt deren 
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in a vorkommen, eine Curve II. Ordnung bilden, welche auch in 
zwei Gerade zerfallen, oder sich auf eine Gerade oder auch auf 
einen einzigen Punkt reduciren kann. 

Sei ferner ß eine Ebene von 2, welche durch den ihr ent- 
sprechenden Punkt 2?j von £| hindurchgeht. Rechnen wir als- 
dann dieselbe Ebene zu Zj und bezeichnen sie demgemäss etwa 
mit 7|, so entspricht ihr in 2 ein Punkt C, welcher auf ß liegen 
mus8, Weil f X durch B x hindurchgeht. Dem Strahlenbüschel C 
von I, welcher in der Ebene ß liegt, entspricht in 2i ein ihm 
projectivischer Strahlenbüschel der Ebene -fr, dessen Mittelpunkt 
B v ist. Diese Strahlenbüschel erzeugen also eine Curve II. Ord- 
nung, welche auch in zwei Gerade zerfallen kann, und von welcher 
jeder Punkt auf den ihm entsprechenden Ebenen der reciproken 
räumlichen Systeme liegt. Denn sei P derjenige Punkt, in welchem 
ein beliebiger Strahl p des Büschels C von dem entsprechenden 
Strahle p t der Ebene* -fr geschnitten wird, so entspricht diesem 
Punkte P des Strahles p eine Ebene itj, des Systemes Si, welche 
durch den Strahl p { und damit auch durch den Punkt P selbst 
hindurchgeht. Hieraus folgt: 

„Die sämmtlichen Punkte des Raumes, welche auf den ihnen 
„entsprechenden Ebenen der reciproken Systeme liegen, sind 
„auf einer Fläche IL Ordnung enthalten; und die sämmtlichen 
„Ebenen, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, 
„bilden einen Ebenenbündel II. Ordnung." 
Denn wir haben bewiesen, dass der geometrische Ort dieser 
Punkte mit einer beliebigen Ebene a oder ß, welche überhaupt 
solche Punkte enthält, eine Curve II. Ordnung, oder zwei Gerade, 
oder eine Gerade, oder endlich einen einzigen Punkt gemein hat, 
und diese Eigenschaft kommt nur der Fläche II. Ordnung zu. 
Der Ebenenbündel IL Ordnung, welcher in der zweiten Hälfte des 
Satzes genannt wurde, entspricht in jedem der reciproken räum- 
lichen Systeme jener Fläche IL Ordnung. Durch unseren Satz ist 
die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, dass kein Punkt des Raumes 
auf den ihm entsprechenden Ebenen liege. Den unwichtigen be- 
sonderen Fall des Satzes lassen wir unerörtert, in welchem die 
Fläche IL Ordnung in zwei ebene Systeme zerfällt. 

„Zwei reciproke räumliche Systeme 2 und 2j liegen involu- 
„ torisch, wenn den Eckpunkten -4, B, C, D eines Tetraeders 
„von 2 die ihnen gegenüber liegenden Seitenflächen a t , ß], -fr, h x 
„desselben Tetraeders in 2j entsprechen." 
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Dem Schnittpunkte der Ebenen ß^ *{ l , S n d. h. dem Punkte 
A von S£, entspricht auch in 2 die Ebene BCD oder a 1? und 
ebenso entspricht jedem anderen Eckpunkte des Tetraeders die 
gegenüber liegende Seitenfläche in doppelter Weise. Daraus folgt, 
dass das ebene System a x zu dem ihm reciproken Strahlenbündel 
A involutorisch liegt; denn es hat (pag. 59) zu einem Schnitt 
desselben involutorische Lage. Jedem Punkte oder Strahle von 
otj (und ebenso von ß l7 ^ l oder 8i) entspricht also eine Ebene 
oder ein Strahl von A (resp. von i?, Coder D) in doppelter Weise. 
Und folglich muss jeder beliebigen Ebene, welche von «i, ßi, Ti, §i 
in irgend vier Geraden geschnitten wird, derjenige Punkt doppelt 
entsprechen, welcher aus A, B, C, D durch die entsprechenden 
vier Strahlen projicirt wird. 

Wir können die involutorisch liegenden räumlichen Systeme 
2 und 2^ als ein eiuziges System betrachten, in welchem jedem 
Punkte eine Ebene und jeder Geraden öine Gerade zugeordnet 
ist. Dieses System wird ein räumliches Polarsystem genannt, 
und jeder Punkt heisst der Pol der ihm zugeordneten Ebene, jede 
Gerade oder Ebene heisst die Polare des ihr zugeordneten Strahles 
resp. Punktes. Wenn das Polarsystem Punkte enthält, welche auf 
ihren Polar -Ebenen liegen, so sind dieselben (pag. 63) auf einer 
Fläche II. Ordnung enthalten, der sogenannten Ordnungsfläche 
oder Directrix des Polarsystems. Dass umgekehrt durch eine 
Fläche IL Ordnung, welche keine Kegelfläche ist, ein räumliches 
Polarsystem bestimmt wird, dessen Directrix jene Fläche ist, zeigen 
die Entwicklungen des sechsten Vortrages. Die dort (pag. 37) 
gegebene Definition conjugirter Punkte, Strahlen und Ebenen 
soll hinfort für jedes räumliche Polarsystem gelten, auch wenn 
dasselbe keine Ordnungsfläche besitzt. 

Im räumlichen Polarsystem soll ferner jedes Tetraeder, dessen 
Eckpunkte die Pole der gegenüberliegenden Seitenflächen sind, ein 
Pol-Tetraeder genannt werden; in demselben sind je zwei Eck- 
punkte einander conjugirt, und ebenso je zwei Seitenflächen oder 
je zwei Kanten. Im räumlichen Polarsystem sind unend- 
lich viele ebene Polarsysteme, polare Strahlenbündel 
und Pol-Tetraeder enthalten. Weil nämlich jeder Strahlen- 
bündel A, dessen Mittelpunkt ausserhalb des ihm zugeordneten ebenen 
Systemes a liegt, dem letzteren reciprok ist und zu demselben 
involutorische Lage hat, so erscheint die Ebene a als Träger eines 
Polarsystems, in welchem jedem Punkte die ihm conjugirte Gerade 
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zugeordnet ist; und ebenso erscheint der Punkt A als Mittelpunkt 
eines polaren Strahlenbündels. Jedes Polardreieck des ebenen 
Polarsystems wird aus dem Punkte A durch ein Polardreikant 
des polaren Strahlenbündels projicirt, und bildet mit diesem ein 
E J ol- Tetraeder des räumlichen Polarsystems. Jedes ebene Polar- 
system a, welches dem räumlichen angehört, hat auch dann einen 
Mittelpunkt und Durchmesser, wenn es keine Ordnungscurve 
besitzt. Der Mittelpunkt ist der unendlich fernen Geraden des 
Polarsystems a conjugirt, und jeder Durchmesser einem unendlich 
fernen Punkte von a. Die Durchmesser sind paarweise einander 
conjugirt, und zwei derselben stehen ausserdem auf einander senk- 
recht und heissen die Axen des Polarsystems a. Ebenso sollen 
die drei einander conjugirten Strahlen des polaren Strahlenbündels 
-4, welche paarweise auf einander senkrecht 'stehen , die Haupt- 
axen des Bündels A genannt werden, auch wenn der Bündel 
keinen Ordnungskegel besitzt. 

„Wird ein Tetraeder ABCD&te Pol-Tetraeder angenommen 
„und noch zu irgend einem Punkte JE, welcher auf keiner 
„Fläche des Tetraeders liegt, eine Ebene s zugeordnet, welche 
„durch keinen Eckpunkt des Tetraeders hindurchgeht, so ist 
„dadurch ein räumliches Polar system bestimmt. u 
Wir können nämlich zwei räumliche Systeme reciprok so aufein- 
ander beziehen, dass den fünf Punkten A, 5, C, -D, E die resp. Ebenen 
BCW, CDA, DÄB~ ÄB~C_ und e entsprechen (pag. 20). Die 
beiden Systeme liegen alsdann involutorisch (pag. 63) und bilden 
zusammen ein Polarsystem. 

Bei der Betrachtung reciproker räumlicher Systeme haben 
wir vorhin den Fall ausgeschlossen, wenn jeder beliebige Punkt P 
des einen Systemes 2 in der ihm entsprechenden Ebene nj des 
anderen 2 X liegt. Wenn dieser Fall eintritt, so liegen 
die reciproken Systeme 2 und 2! involutorisch. Denn 
zunächst kann keine Gerade g des ersten Systemes von ihrer ent- 
sprechenden g x des zweiten Systemes geschnitten werden, weil 
alsdann nur zwei Punkte des geraden Gebildes g auf den ihnen 
entsprechenden Ebenen des Büschels g Y liegen würden: nämlich 
der Schnittpunkt gg x und derjenige Punkt, welcher der Ebene 
(/i g von 2| entspricht. Wenn nun einem beliebigen Punkte P 
von 2 eine durch ihn gehende Ebene it x von 2i entspricht, 
so muss jeder Strahl g von P, welcher in dieser Ebene liegt, mit 
dem entsprechenden Strahle g x von itj zusammenfallen, weil er 
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mit ihm in derselben Ebene tz x liegen muss, ohne ihn zu schneiden: 
und es folgt daraus, dass die Ebene 7r l7 wenn sie als Verbin- 
dungs- Ebene von zwei solchen Strahlen betrachtet und zu 2 ge- 
rechnet wird, dem Punkte P von 2! als Schnittpunkt derselben 
Strahlen entsprechen muss. 

Weil hiernach jedem Punkte P eine Ebene ic t doppelt ent- 
spricht, so liegen die reeiproken räumlichen Systeme involutorisch 
und können wieder als ein einziges System aufgefasst werden. 
Wir wollen dasselbe ein Nullsystem nennen; jedem Punkte 
und jeder Geraden desselben ist eine Ebene resp. Gerade als 
Polare zugeordnet, und jeder Ebene ein Punkt als Pol. Das 
Nullsystem hat demnach folgende Haupt-P]igenschaften : 

„Im Nullsystem geht jede Ebene durch ihren Pol; jedes ebene 
„System hat mit dem ihm zugeordneten Strahlenbündel einen 
„Strahlenbüschel entsprechend gemein; jede Gerade, welche 
„mit ihrer Polare in einer Ebene liegt, fällt mit derselben 
„zusammen; jedes gerade Gebilde endlich, welches mit der 
„Axe des ihm zugeordneten Ebenenbüschels keinen Punkt ge- 
nmein hat, liegt zu diesem Ebenenbüschel perspectivisch." 
Wir wollen jede sich selbst zugeordnete Gerade einen Leit- 
strahl des Nullsystems nennen, so dass wir auch sagen können: 
„Die sämmtlichen Leitstrahlen des Nullsystemes , welche in 
„einer beliebig gegebenen Ebene Tt t liegen, bilden einen 
„Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt der Pol dieser Ebene ist." 
Sind a und a t zwei einander zugeordnete Gerade, die keine Leit- 
strahlen sind, so liegt das gerade Gebilde a perspectivisch zu dem 
ihm zugeordneten Ebenenbüschel a t , und ebenso das gerade Ge- 
bilde a Y perspectivisch zu dem Ebenenbüschel a. Daraus folgt: 
„Jeder Strahl, welcher zwei einander zugeordnete Gerade a, a t 
„des Nullsystems schneidet, ist ein Leitstrahl; und umgekehrt 
„muss jeder Leitstrahl des Nullsystems, welcher eine Gerade a 
„schneidet, auch mit der Polare a x dieser Geraden in einer 
„Ebene liegen Zwei Paare einander zugeordneter Geraden 
„sind folglich Strahlen von einer und derselben Regelschaar, 
„deren Leitschaar aus Leitstrahlen des Nullsystems besteht." 



Anmerkung. 

Bis jetzt scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass die Auf- 
gabe der Mechanik: 
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„Zwei Einzelkräfte zu construiren, welche ein gegebenes räum- 

„liches Kräftesystem völlig ersetzen" 
auf ein Nullsystem führt. Sobald nämlich ein Punkt P gegeben 
ist, durch welchen die eine Kraft gehen soll, so ist eine durch 
P gehende Ebene tc mitbestimmt, in welcher die andere Einzel- 
kraft liegen muss. Ist also eine Gerade gegeben, in welcher die 
eine Kraft wirken soll, so wirkt die andere in einer ganz be- 
stimmten zugeordneten Geraden, und beide Kräfte sind durch das 
Kräftesystem auch der Grösse nach gegeben. Wenn zwei belie- 
bige Kräfte £, Äi, die nicht in einer Ebene liegen, durch zwei 
andere Q, Q t ersetzt werden, so müssen alle vier auf einer Regel- 
fläche liegen (pag. 66). 

Der Beweis ergiebt sich leicht daraus, dass jedes gegebene 
Kräftesystem auf eine Einzelkraft E und ein Kräftepaar reducirt 
werden kann ; und zwar kann ein beliebiger Punkt P des Raumes 
als Angriffspunkt der Einzelkraft A* angenommen werden, und die 
Ebene iz des Kräftepaares darf man parallel so verschieben, dass 
sie durch den Punkt P geht. Das Kräftepaar wird von zwei 
parallelen und einander entgegengesetzten Kräften T gebildet, von 
denen wir die eine in P angreifen lassen können. Dieser letzteren 
wollen wir eine solche Grösse und Richtung (in der Ebene tu) 
geben, dass sie mit der Kraft E eine Resultirende S yon will- 
kürlich vorgeschriebener Richtung erzeugt; dadurch ist alsdann 
in it auch die zweite Kraft T des Paares der Lage, Richtung und 
Grösse nach völlig bestimmt, und ebenso die durch P gehende 
Einzelkraft S. Die Kräfte £ und T ersetzen das gegebene Kräfte- 
system, und die eine T liegt in der Ebene ir, während die andere 
S durch den in tt liegenden Punkt P hindurchgeht. 

In dem Nullsystem, welches so durch das Kräftesystem be- 
stimmt ist, entspricht die unendlich ferne Ebene dem unendlich 
fernen Punkte der Kraft E. Wenn die eine der Kräfte S und T 
in einem Leitstrahle des Nullsystemes wirken soll, so findet -man, 
dass auch die andere in diesem Leitstrahle wirkt und dass beide 
unendlich gross werden. Die Gerade, in welcher die Kraft R 
wirkt, lässt sich mit Hülfe des Nullsystems leicht so verlegen, 
dass die Ebene des zugehörigen Kräftepaares zu ihr senkrecht 
wird ; das Moment des Kräftepaares' wird dann bekanntlich ein 
Minimum. 
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Erzeugnisse von zwei collinearen Strahlenbündeln oder 

ebenen Systemen. Raumcurven und Ebenenbüschel 

dritter Ordnung. 

Durch reciproke Grundgebilde zweiter und dritter Stufe 
sind wir zu den Flächen und Ebenenbündeln II. Ordnung und 
deren wichtigsten Eigenschaften geführt worden. Betrachten wir 
jetzt die Erzeugnisse collinearer Grundgebilde, und zwar zu- 
nächst dasjenige von zwei collinearen Strahlenbündeln. Das Ge- 
setz der Reciprocität gestattet uns, die gewonnenen Resultate 
hernach auf das Erzeugniss von zwei collinearen ebenen Systemen 
sofort zu übertragen. 

Die gegebenen collinearen Bündel S und £| sollen weder 
concentrisch noch perspectivisch liegen; auch nehmen wir aus- 
drücklich an, dass sie weder eine Ebene noch auch den Strahl 
SSy entsprechend gemein haben. Denn diese speciellen Fälle sind 
theils schon früher untersucht worden, theils von geringer Bedeutung 
für uns. Je zwei homologe Ebenen der Bündel schneiden sich in einem 
Strahle, und die beiden Bündel erzeugen unendlich viele solche 
Strahlen, deren Gesammtheit wir mit dem Namen Secanten- 
system bezeichnen wollen. Diese Strahlen erfüllen den ganzen 
unendlichen Raum; denn: 

„ Durch jeden Punkt A des Raumes geht im xUlgemeinen ein 

„einziger Strahl des Secantensystemes. Wenn in einem Punkte 

„P zwei Strahlen des Systemes sich schneiden, so ist P zugleich 

„der Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel 

„S und $! und es gehen durch P unendlich viele Strahlen 

„des Secantensystems, welche eine Kegelfläche II. Ordnung 

„erfüllen." 

Dem Ebenenbüschel SA des Bündels S entspricht in S x ein zweiter 

Ebenenbüschel, dessen Axe im Allgemeinen nicht durch den Punkt 

A geht, welcher also nur eine einzige durch A gehende Ebene 

enthält. Und nur diese eine Ebene schneidet die ihr entsprechende 

des Bündels S in einem durch A gehenden Strahle des Systemes. 

Wenn aber durch einen Punkt P zwei Strahlen des Systemes 
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hindurchgehen, wenn also zwei Ebenen <z und ß von S mit den 
entsprechenden Ebenen a x und ßj des Bündels S x den Punkt P 
geme in haben, so entspricht der Geraden aß oder SP die Gerade 
et! ßi oder S x P, und P ist der Schnittpunkt von zwei homologen 
Strahlen der Bündel S und S x . Und die Strahlen des Secanten- 
systems, welche die projeetivischen Ebenenbüschel 5/ r und~/Sj~P 
mit einander erzeugen, bilden eine Kegelfläche II. Ordnung, von 
welcher P der Mittelpunkt ist. 

Es giebt unendlich viele solche Punkte P, und zu denselben 
gehören namentlich auch die Mittelpunkte der Bündel S und S x . 
Denn der Strahl SS X oder a des Bündels S wird von dem ent- 
sprechenden Strahle a x von S x im Punkte S x geschnitten; und ebenso 
ist S der Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel. 
Jede beliebige Ebene e des Büschels SS X oder a enthält aber 
noch einen dritten solchen Punkt P. Ihr entspricht nämlich im 
Bündel S x eine durch a x gehende Ebene e x ; und dem Strahle g x , 
in welchem e x von e geschnitten wird und welcher auch dem 
Bündel S x angehört, entspricht in S ein Strahl g der Ebene s, 
so dass also g und g x in einer Ebene s liegen und in dem er- 
wähnten Punkte P sich schneiden. Die sämmtlichen Strahlen des 
Bündels S x , welche von den homologen Strahlen des Bündels S 
geschnitten werden, stellen sich hiernach dar als Schnittlinien von 
homologen Ebenen der Büschel a (oder SS X ) und a x . Und weil 
diese Ebenenbüschel projeetivisch sind als einander entsprechende 
Gebilde collinearer Strahlenbündel, so folgt: 

„In jedem der collinearen Bündel S und S x liegen diejenigen 
„Strahlen, welche von ihren entsprechenden geschnitten werden, 
„in einer durch SS X gehenden Kegelfläche IL Ordnung; auch 
„gehören sie dem Secantensystem an, welches die Bündel er- 
zeugen." 

Jede durch SS X gelegte Schnitt- Ebene e trifft die beiden 
Kegelflächen II. Ordnung, auf welchen diese Strahlen liegen, noch 
in zwei von SS X verschiedenen Strahlen, die einander entsprechen 
und in einem jener bemerkenswerthen Punkte P sich schneiden. 
Dreht e sich stetig um SS X , so bewegt auch P sich stetig auf 
beiden Kegelflächen, beschreibt also eine Curve. Wenn e sich 
unbegrenzt derjenigen Ebene nähert, welche die Kegelfläche S im 
Strahle SS^ berührt, so nähert sich SP unbegrenzt dem Strahle 
SS X oder a, und P dem Punkte ^ : die Secante Sj P der von P 
beschriebenen Curve geht dabei in die Tangente a x über (I. Abth. 
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pag. 66), welche dem Strahle S~S t oder a entspricht. Die Be- 
rührungs-Ebene der einen Kegelfläche S am Strahle S S x schneidet 
somit die andere Kegelfläche S x in noch einem von JSS { ver- 
schiedenen Strahle a 1? welcher die von P beschriebene Curve in 
S x berührt. Hieraus ist zugleich ersichtlich, dass die Kegelflächen 
einander in SSi nicht berühren, sondern schneiden. 

„Zwei nicht concentrische Kegelflächen IL Ordnung, welche 
„in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte S und S x sich 
„schneiden, haben ausserdem die sämmtlichen Punkte P einer 
„gewundenen Curve Je mit einander gemein. Dieselbe geht 
„durch /Sund S { und wird eine Raumcurve dritter Ord- 
„nung genannt, weil sie mit einer Ebene höchstens drei 
„Punkte gemein hat, mindestens aber einen Punkt." 
Beziehen wir die Kegelflächen perspectivisch auf den Ebenen- 
büschel SS X und damit projeetivisch auf einander, so ist durch 
sie die collineare Verwandtschaft der Strahlenbündel S und S { 
völlig festgestellt (pag. 9). Dass sodann die Schnittpunkte P auf 
einer durch S und aS'i gehenden Curve k liegen, folgt aus der 
vorhergehenden Betrachtung. Durch jeden Strahl der Kegelfläche 
S wird nur ein einziger von S verschiedener Punkt der Curve 
projicirt, nämlich derjenige, in welchem der Strahl von dem ent- 
sprechenden Strahle der Kegelfläche S Y geschnitten wird. Also 
enthält jede durch S gehende Ebene höchstens zwei von S ver- 
schiedene Punkte der Curve, weil nicht mehr als zwei Strahlen 
der Kegelfläche S in der Ebene liegen können. Dasselbe gilt von 
einer durch S x gelegten Ebene. Eine beliebige Ebene aber, welche 
die Gerade Sfy in einem von S und S x verschiedenen Punkte A 
schneidet, hat mit den beiden Kegelflächen zwei Curven II. Ord- 
nung gemein, die sich in A schneiden, und folglich ausserdem 
noch in mindestens einem Punkte und höchstens drei Punkten 
einander treffen. Jeder solche gemeinschaftliche Punkt liegt aber 
auch auf der Raumcurve &, weil er auf beiden Kegelflächen und 
nicht auf S&i enthalten ist. Also ist bewiesen, dass jede Ebene 
mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte mit k gemein 
hat; und hieraus folgt sofort, dass k von keiner Geraden in mehr 
als zwei Punkten geschnitten wird. 

Jede Gerade, welcJie zwei Punkte P und Q der Raumkurve k 
III. Ordnung verbindet, gehört dem Secantensystem an, ivelckes von 
den collinearen Bündeln S und S| erzeugt wird. Die Curve k wird 
aus jedem ihrer Punkte durch eine Kegelfläche II Ordnung projicirt. 
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Den Strahlen SP und SQ entsprechen die resp. Strahlen S x P und 
/S| Q, und der Ebene SPQ muss demnach die Ebene S x PQ ent- 
sprechen; so dass wirklich in PQ zwei homologe Ebenen der 
Bündel S und S x sich schneiden. Jeder Strahl, welcher aus dem 
Punkte P einen anderen Punkt Q der Curve k projicirt, gehört 
somit dem Secantensystem an; und weil alle durch P gehenden 
Strahlen des Systemes auf einer Kegelfläche IL Ordnung liegen 
(pag. 68), so ist auch der zweite Theil des Satzes bewiesen. 
Nähert sich der Punkt Q auf der Curve unbegrenzt dem Punkte 
P, so nähert sich die Secante PQ der Tangente von k im Puukte P. 
In dieser Tangente schneiden sich die beiden Ebenen, welche die 
Kegelflächen S und S| in den resp. Strahlen S P und S x P be- 
rühren und folglich einander entsprechen. Also: 

„Die Tangenten der Raumcurve III. Ordnung gehören ebenfalls 
„dem Secantensystem an. In ihnen schneiden sich die homo- 
logen Berührungs-Ebenen der Kegelflächen S und S x . u 
Wenn die Raumcurve k III. Ordnung gegeben ist, so kennen 
wir auch die Kegelflächen S k und S i k II. Ordnung, durch welche 
k aus den Punkten S und S x projicirt wird, und welche durch 
den Ebenenbüschel SSj oder wenn Sie wollen durch die Curve k 
projectivisch auf einander bezogen sind. Da hiedurch auch die 
collineare Verwandtschaft der Strahlenbündel S und S x völlig 
festgestellt ist, so ist mit der Curve auch das ganze, von S und 
S x erzeugte Secantensystem gegeben. Umgekehrt ist die Curve 
k völlig bestimmt, sobald das Secantensystem gegeben ist. Es 
ist zweckmässig, diese gegenseitige Abhängigkeit der Raumcurve 
und des Secantensystems durch folgende Bezeichnung zum Aus- 
druck zu bringen: 

„Die sämmtlichen Strahlen des Secantensystems sollen Se- 
kanten der Raumcurve k III. Ordnung, und letztere 
„soll die Ordnungscurve des Secantensystems genannt 
„werden. Insbesondere nennen wir irgend einen Strahl des 
„Systems eine eigentliche Secante, eine Tangente oder eine 
„uneigentliche Secante der Curve, je nachdem derselbe in zwei 
„Punkten die Curve schneidet, sie in einem Punkte berührt, 
„oder keinen Punkt mit derselben gemein hat." 
Jede Secante der Curve k wird durch zwei einander ent- 
sprechende Ebenen der Bündel £ und S x projicirt; durch zwei 
Secanten werden also zwei Paare homologer Ebenen, und damit 
die Axen von zwei projectivischen Ebenenbüscheln bestimmt, die 
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in den collinearen Bündeln einander entsprechen. Diese Ebenen- 
büschel erzeugen eine Regelscbaar oder auch eine Kegelfläche 
IL Ordnung, welche nur Secanten der Curve k und namentlich 
auch jene beiden ersten Secanten enthält. Daher der Satz: 
„Durch die Raumcurve k III. Ordnung und zwei beliebige Se- 
kanten a und b kann stets eine Fläche II. Ordnung gelegt 
„werden. Wenn a und 6 in einem Punkte P der Curve k 
„sich schneiden, so ist die Fläche II. Ordnung eine Kegel- 
„fläche, durch welche k aus P projicirt wird. Liegen a und 6 
„nicht in einer Ebene, so ist die Fläche IL Ordnung eine 
„Regelfläche, und die eine Rege lschaar derselben, zu welcher 
„auch a und 6 gehören, besteht nur aus Secanten der Curve 
„£, während die andere Regelschaar keine Secanten enthalten 
„kann. Jeder Strahl dieser zweiten Schaar hat einen Punkt 
„mit der Raumcurve gemein." 
Da jeder Strahl der ersten Schaar mit jedem Strahle der zweiten 
in einer Ebene liegt (I. Abth. pag. 97), und diese Ebene im All- 
gemeinen und höchstens drei Punkte mit der Raumcurve gemein 
hat, von denen nur zwei auf der Secante (dem Strahle der ersten 
Schaar) liegen können, so muss der Strahl der zweiten Schaar 
den dritten Schnittpunkt enthalten. Er kann aber keine Secante 
der Curve sein, weil er von unzählig vielen Secanten, nämlich 
von Strahlen der ersten Schaar, ausserhalb der Curve geschnitten 
wird und durch keinen ausserhalb gelegenen Punkt mehr als eine 
Secante hindurchgeht. 

Die Strahlen der zweiten Schaar werden aus den Secanten 
a und b durch zwei projectivische Ebenenbüschel projicirt; oder: 
„Die Raumcume III. Ordnung wird aus beliebigen zwei ihrer 
„Secanten durch projectivische Ebenenbüschel projicirt, nämlich 
„jeder Punkt der Curve durch zwei homologe Ebenen der Büschel" 
Dieser Satz gilt offenbar auch dann, wenn die Secanten a und b 
sich auf der Curve schneiden, also mit derselben in einer Kegel- 
fläche IL Ordnung liegen. Eine Umkehrung desselben werden 
wir später kennen lernen. Wir wollen ihn zunächst zu einer 
linearen Construction von Schmiegungs- oder Krümmungs-Ebenen 
(pag. 22) der Curve benutzen. 

Sei a die Tangente der Curve im Punkte A und b eine be- 
liebige andere Secante, ferner P irgend ein von A verschiedener 
Curvenpunkt. Dann beschreiben also die Ebenen aP und bP 
zwei collineare Ebenenbüschel um a und 6, wenn P auf der Curve 
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sich fortbewegt. Nähert sich P unbegrenzt dem Punkte A, so 
geht aP über in die Schmiegungs-Ebene dieses Punktes und bP 
nähert sich unbegrenzt der Ebene b A. Sobald also die projec- 
tivische Verwandtschaft der Ebenenbüschel' a und b durch drei 
Paare entsprechender Ebenen festgestellt ist, finden wir die Schmie- 
gungs-Ebene im Punkte -4, indem wir zu der Ebene b A die ent- 
sprechende Ebene des Büschels a construiren. 

Wenn die Secante 6 durch den Punkt A hindurchgeht, er- 
halten wir eine etwas abweichende Construction. Nähert sich 
wieder der bewegliche Punkt P unbegrenzt dem Punkte A, so 
geht AP über in die Tangente a. Die Ebene bP nähert sich 
unbegrenzt der Ebene fca, gleichzeitig aber die Ebene aP der 
durch a gehenden Berührungs-Ebene derjenigen Kegelfläche II. Ord- 
nung, welche die Ebenenbüschel a und b mit einander erzeugen. Oder : 
„Die Schmiegungs-Ebene eines beliebigen Curvenpunktes A 
„geht durch die Tangente a dieses Punktes, und berührt in 
„derselben die Kegelfläche IL Ordnung, durch welche die Raum- 
curve III. Ordnung aus dem Punkte A projicirt wird." 
Wir wollen ferner auf Grund des obigen wichtigen Satzes 
durch lineare Construction und ohne Hülfe der collinearen Strahlen- 
bündel die Aufgabe lösen: 

„Aus einem beliebigen Punkte K des Raumes eine Secante an 
„die Raumcurve III. Ordnung zu ziehen." 
Wir verbinden K mit einem beliebigen Punkte P der Curve 
durch eine Gerade gr, und legen durch ff zwei Ebenen, welche die 
Raumcurve in je zwei von P verschiedenen Punkten schneiden. 
Die Verbindungslinien a und b dieser Punktenpaare liegen mit 
der Raumcurve auf einer Regelfläche, welcher auch die Gerade g 
angehört (I. Abth. pag. 99); denn g hat die drei Punkte ga, gb 
und P mit der Regelfläche gemein. Von derjenigen Regelschaar 
dieser leicht zu construirenden Fläche, zu welcher auch a und b 
gehören, geht demnach ein Strahl durch den Punkt K, und dieser 
Strahl ist die gesuchte Secante. Auch wenn letztere eine uneigent- 
liche ist, führt die angegebene Construction stets zum Ziel. 
Beiläufig folgt: 

„Durch eine Raumcurve k III. Ordnung und eine Gerade gr, 
„welche die Curve in einem Punkte P schneidet, aber keine 
„Secante ist, kann eine einzige Regelfläche gelegt werden. Die 
„eine Regelschaar dieser Fläche besteht aus Secanten der Curve, 
„der anderen gehört g an." 
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Durch die Raumcurve III. Ordnung sind also deren eigent- 
liche und uneigentliche Secanten völlig bestimmt; und je zwei 
colliueare Strahlenbündel, welche die Raumcurve erzeugen, müssen 
auch das Secautensystem erzeugen. Somit ist folgender Hauptsatz 
über derartige Secantensysteme bewiesen: 

Ein Secautensystem wird aus je zwei Punkten seiner Ordnung s- 

curve durch zwei collineare Strahlenbündel prqjicirt; nämlich 

jeder dritte Punkt der Ordnungscurve durch zwei homologe 

Strahlen der Bündel, und jeder Strahl des Systemes durch zwei 

homologe Ebenen. 

Die Mittelpunkte S und S x der ursprünglich angenommenen colli- 

nearen Bündel zeichnen sich mit anderen Worten durch Nichts 

aus vor den übrigen Punkten der Ordnungscurve; was von ihnen 

bewiesen wird, gilt auch von jedem arideren Curvenpunkte. 

Jede durch S gelegte Ebene enthält mindestens einen Strahl 
des Systemes; sie wird in demselben von der entsprechenden 
Ebene des Bündels S l geschnitten. Hat die Ebene drei Punkte 
mit der Ordnungscurve gemein, so gehören die drei Verbindungs- 
linien dieser Punkte zu dem Secantensystem ; enthält die Ebene 
ausser S nur noch einen Punkt P der Ordnungscurve, so berührt 
sie dieselbe in S oder P, und enthält nur zwei Strahlen des 
Systemes, nämlich S P und die Tangente des Berührungspunktes. 
Weil nun S ein beliebiger Punkt der Ordnungscurve ist, und 
letztere mit jeder Ebene mindestens einen Punkt gemein hat; 
weil ferner jeder Schnittpunkt von zwei Secanten auf der Ord- 
nungscurve liegt, so ergiebt sich: 

„Jede Ebene enthält genau so viele Secanten wie Punkte einer 
„Raumcurve III. Ordnung, also mindestens eine Secante und 
„höchstens drei." 

Eine Raumcurve III. Ordnung kann auch durch Regelflächen 
erzeugt werden, wie der folgende Satz lehrt: 

„Zwei Regelflächen R und R x oder eine Regelfläche R und eine 

„Kegelfläche K II. Ordnung, welche sich in einem Strahle a 

„schneiden, haben im Allgemeinen noch eine Raumcurve k III. Ord- 

„nung mit einander gemein, von welcher a eine Secante ist." 

Jede beliebig durch a gelegte Ebene schneidet die Flächen in je 

einem von a verschiedenen Strahle. Weisen wir je zwei solche 

Strahlen einander als entsprechende zu, so sind die beiden Regel- 

schaaren R und R x , denen der Strahl a nicht angehört, oder auch 

die Regelschaar R und die Kegelfläche K projeetivisch auf ein- 
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ander bezogen, weil beide auf den Ebenenbüschel a perspectivisch 
bezogen sind. Je zwei einander zugewiesene Strahlen der Flächen 
schneiden sich nun in einem Punkte der Curve k und alle diese 
Schnittpunkte werden aus einem beliebigen P unter ihnen durch 
die Strahlen einer Kegelfläche IL Ordnung projicirt. Nämlich die 
beiden projectivischen Strahlengebilde R und R x oder R und K 
werden aus dem Punkte P durch zwei projectivische Ebenenbüschel 
I. Ordnung projicirt, welche die erwähnte Kegelfläche IL Ordnung 
erzeugen. Die Curve k ist also eine Raumcurve III. Ordnung, 
wenn nicht eine oder auch jede solche durch sie gelegte Kegel- 
fläche IL Ordnung in Strahlenbüschel I. Ordnung zerfällt, was 
möglich ist. In diesem besonderen Falle kann die Raumcurve 
III. Ordnung in eine Gerade und einen Kegelschnitt oder auch 
in drei Gerade zerfallen, oder sich auf eine oder zwei Gerade 
reduciren. — Weil jeder beliebige Strahl g der Regelschaar R 
nur einen Punkt mit der Raumcurve k gemein hat, ohne k zu 
berühren, und weil durch g und k nur eine einzige Regelfläche 
hindurchgelegt werden kann, deren zweite Regelschaar aus 
Secanten der Curve bestehen muss, so ist auch a eine solche 
Secante. 

„Drei projectivische Ebenenbüschel, deren Axen a, aj, a% 
„nicht durch einen und denselben Punkt hindurchgehen, er- 
zeugen im Allgemeinen eine Raumcurve k III. Ordnung, von 
„welcher a, a 1? a 2 Secanten sind. In jedem Punkte von k 
„schneiden sich drei homologe Ebenen der Büschel." 
Nämlich der Büschel a erzeugt mit jedem der beiden anderen 
Büschel eine Kegel- oder auch eine Regelfläche, und die beiden 
so entstehenden Flächen haben die Gerade a entsprechend gemein. 
Der Satz ist hiedurch auf den vorhergehenden zurückgeführt. Er 
kann als Umkehrung eines früher (pag. 72) bewiesenen Satzes 
betrachtet werden. Durch ihn lösen wir die Aufgabe: 

„Eine Raumcurve III. Ordnung zu construiren, von welcher 

„drei Punkte P, Q, R und drei Secanten a, a lf a% gegeben 

„sind, die weder durch jene Punkte hindurchgehen, noch deren 

„Verbindungslinien schneiden." 

Wir beziehen nämlich die Ebenenbüschel a, a 1? a 2 projectivisch 

so auf einander, dass in jedem der Punkte P, Q, R drei homologe 

Ebenen der Büschel sich schneiden. Durch die Ebenenbüschel 

wird alsdann die gesuchte Curve erzeugt. Bilden die Secanten 

a \ a \t <h e * n Dreieck, so geht die Raumcurve auch durch die 
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Eckpunkte desselben, also im Ganzen durch sechs willkürlich ge- 
gebene Punkte. 

„Wenn eine Regelschaar oder Kegelfläche IL Ordnung und 
„ein Ebenenbüschel I. Ordnung projectiviscli auf einander he- 
rzogen sind, so erzeugen sie im Allgemeinen eine Raumcurve 
„III. Ordnung, von welcher die Axe a des Ebenenbüschels eine 
„Secante ist." 
Seien a x und a^ zwei beliebige, zu dem Strahlengebilde perspec- 
tivische Ebenenbüschel, so sind dieselben projectiviscli zu dem 
Ebenenbüschel a und erzeugen mit demselben die Raumcurve. 
Auch hier übergehe ich die Ausnahmefälle. 

Noch möge der folgende Satz hier Platz finden: 
„Durch sechs Punkte S, S^ A, J3, C, Z>, von denen keine vier 
„in einer Ebene liegen, kann nur eine Raumcurve III. Ord- 
„nung gelegt werden." 
Denn die beiden Kegelflächen IL Ordnung, durch welche die Curve 
aus den Punkten S und S v projicirt wird, sind durch die Strahlen, 
welche jeden dieser Punkte mit den fünf übrigen verbinden, völlig 
bestimmt. Die Curve wird wohl am leichtesten construirt, indem 
man drei der sechs Punkte durch Secanten verbindet und wie 
bei der letzten Aufgabe verfährt. Zwei Raumcurven III. Ordnung 
können also höchstens fünf Punkte mit einander gemein haben, 
ohne zusammen zu fallen. — Ganz analog ist der Satz zu be- 
weisen : 

„Eine Raumcurve III. Ordnung ist völlig bestimmt durch fünf 
„ihrer Punkte und die Tangente in einem derselben, oder durch 
„vier Punkte und die Tangenten in zwei derselben, oder durch 
„drei Punkte und deren Tangenten." 
Denn sind z. B. A, B, C drei Punkte der Curve, und a, 6, c die 
resp. Tangeuten in diesen Punkten, so muss die Kegelfläche 
IL Ordnung, durch welche die Curve aus dem Punkte A projicirt 
wird, durch die drei Strahlen a, AB und A C hindurchgehen und 
in den letzteren beiden die resp. Ebenen Ab und Ac berühren. 
Dieselbe ist also völlig bestimmt, und ebenso die Kegelfläche 
IL Ordnung, durch welche die Curve aus B oder C projicirt wird. 
Uebertragen wir jetzt die bisherigen Sätze auf das Strahlen- 
gebilde, welches zwei collineare ebene Systeme 2 und 5^ erzeugen. 
Wenn wir die speciellen Fälle, welche hierbei eintreten können, 
wieder unberücksichtigt lassen, so ergiebt sich Folgendes: 

„Zwei collineare ebene Systeme 2 und 2|, welche weder per- 
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„spectivisch noch in derselben Ebene liegen und weder ihre 
„Schnittlinie noch einen Punkt derselben entsprechend gemein 
„haben, erzeugen ein System von Strahlen, welches von dem 
„bisher betrachteten wesentlich verschieden ist, ausserdem 
„aber einen Ebenenbüschel III. Ordnung. " Jeder Strahl des 
„Systemes verbindet zwei homologe Punkte, jede Ebene des 
„Büschels III. Ordnung verbindet zwei homologe Gerade von 
„2 und 2i mit einander. Wir wollen jeden Strahl des Systemes 
„eine Axe des Ebenenbüschels III. Ordnung, letzteren aber den 
„Ordnungsbüschel des Systemes von Strahlen nennen. In einer 
„beliebigen Ebene liegt im Allgemeinen nur eine Axe des 
„Büschels III. Ordnung; nur wenn die Ebene dem Büschel 
„selbst angehört, liegen in derselben unendlich viele Axen, 
„und diese bilden einen Strahlenbüschel II. Ordnung und sind 
„die Schnittlinien der gegebenen Ebene mit den übrigen Ebenen 
„des Büschels III. Ordnung. In jeder Ebene des Büschels 
„III. Ordnung giebt es eine Axe, durch welche keine zweite 
„Ebene des Büschels hindurchgeht; dieselbe heisst der Be- 
„rührungsstrahl der Ebene, und derjenige Punkt dieser Axe, 
„welcher auf keiner zweiten Axe liegt, heisst der Berühr ungs- 
„punkt der Ebene. Durch jeden Punkt des Raumes gehen 
„höchstens drei Ebenen des Büschels, und mindestens eine, so- 
„wie eben so viele Axen des Büschels. Der Ebenenbüschel 
„III. Ordnung wird von je zwei seiner Axen in projecti vischen 
„geraden Gebilden geschnitten, nämlich jede Ebene des Büschels 
„in zwei homologen Punkten der geraden Gebilde. Das Axen- 
„system wird von je zwei Ebenen seines Ordnungsbüschels in 
„zwei collinearen ebenen Systemen geschnitten; nämlich jede 
„dritte Ebene des Ordnungsbüschels wird in zwei homologen 
„Strahlen und jeder Strahl des Axensystems in zwei homo- 
logen Punkten der collinearen Systeme geschnitten. Drei 
„projectivische gerade Gebilde, deren Träger a, a x , a^ nicht 
„in einer Ebene liegen, erzeugen im Allgemeinen einen Ebenen- 
„büschel III. Ordnung, von welchem a, a x , a^ drei Axen sind; 
„ebenso ein gerades Gebilde und eine zu ihm projectivische 
„Regelschaar. Durch sechs Ebenen, von denen keine vier durch 
„einen Punkt gehen, kann nur ein Ebenenbüschel III. Ordnung 
„gelegt werden." U. s. w. 
Wie bei den Kegelschnitten, so können wir auch bei den 
Raumcurven III. Ordnung mehrere Arten unterscheiden je nach der 
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Anzahl und Lage ihrer unendlich fernen Punkte. Wir können 
die Tangente eines unendlich fernen Punktes seine Asymptote, 
und die Schmiegungs-Ebene desselben seine Asymptoten-Ebene 
nennen. Aus jedem ihrer unendlich fernen Punkte wird die Raum- 
curve III. Ordnung durch eine Cylinderfläche IL Ordnung proji- 
cirt. Die Raumcurve wird von der unendlich fernen Ebene ent- 
weder in drei Punkten geschnitten, oder sie hat mit derselben 
nur einen Schnittpunkt gemein, oder sie wird von ihr in einem 
Punkte geschnitten und in einem anderen berührt, oder endlich 
die unendlich ferne Ebene schmiegt sich ihr in einem Punkte an. 
Wir erhalten demnach vier Arten von Raumcurven III. Ordnung, 
welchen Seydewitz folgende Namen gegeben hat: 

1) Die räumliche Hyperbel. Sie hat drei unendlich ferne 
Punkte, deren Asymptoten und Asymptoten -Ebenen in end- 
licher Entfernung liegen. In ihr schneiden sich drei hyper- 
bolische Cylinder, deren Asymptoten- Ebenen paarweise ein- 
ander parallel sind. 

2) Die räumliche Ellipse. Sie besitzt einen unendlich fernen 
Punkt mit einer Asymptote und einer Asymptoten-Ebene in 
endlicher Entfernung. Durch dieselbe kann nur ein einziger, 
und zwar ein elliptischer Cylinder gelegt werden. 

3) Die parabolische Hyperbel besitzt zwei unendlich ferne 
Punkte, von deren Asymptoten die eine unendlich fern liegt, 
die andere dagegen nebst den beiden Asymptoten -Ebenen 
in endlicher Entfernung. Durch die parabolische Hyperbel 
kann ein parabolischer und ein hyperbolischer Cylinder ge- 
legt werden. 

4) Die räumliche Parabel enthält nur einen unendlich fernen 
Punkt, dessen Asymptote und Asymptoten -Ebene unendlich 
fern liegen. Durch dieselbe kann nur ein einziger, nämlich 
ein parabolischer Cylinder gelegt werden. 
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Projectivische Beziehungen und Polarität der Raum- 
curven und Ebenenbüschel dritter Ordnung. 



Die meisten bisher aufgestellten Sätze über Raumcurven und 
Ebenenbüschel III. Ordnung lassen sich weit einfacher aussprechen, 
wenn wir den Begriff der projectivischen Verwandtschaft auf 
diese Gebilde ausdehnen. Zu dem Ende stellen wir folgende 
Definition auf: 



Vier Punkte einer Raumcurve 
k III. Ordnung sollen vier har- 
monische Punkte genannt wer- 
den, wenn sie aus irgend einer 
und folglich (pag. 72) aus jeder 
Secante der Curve durch vier 
harmonische Ebenen, also auch 
aus jedem Punkte S der Curve 
durch vier harmonische Strahlen 
der Kegelfläche S k II. Ordnung 
projicirt werden. 



Vier Ebenen eines Büschels K 
III. Ordnung sollen vier har- 
monische Ebenen genannt wer- 
den, wenn sie von irgend einer 
und folglich von jeder Axe des 
Büschels in vier harmonischen 
Punkten, also auch von jeder 
Ebene a des Büschels in vier 
harmonischen Strahlen des 
Büschels oK IL Ordnung ge- 
schnitten werden. 



Ausserdem wollen wir die Raumcurve und den Ebenenbüschel 
III. Ordnung mit dem Namen Elementargebilde III. Ord- 
nung bezeichnen. Auch auf sie finden dann ohne Weiteres die 
allgemeinen Definitionen und Sätze Anwendung, welche früher 
(I. Abth. pag. 103 und 104) für die Elementargebilde I. und II. Ord- 
nung ausgesprochen wurden; z. B. 

„Zwei projectivische Raumcurven III. Ordnung, die in einander 
„liegen, haben entweder alle ihre Punkte, oder höchstens zwei 
„derselben entsprechend gemein." 

Die Raumcurve k III. Ordnung wird aus jeder Secante a 
durch einen zu k perspectivischen Ebenenbüschel und aus jedem 
ihrer Punkte S durch eine zu ihr perspectivische Kegelfläche Sk 
IL Ordnung projicirt. Zwei zu k perspectivische Ebenenbüschel 
a und a x erzeugen eine zu der Curve perspectivische Kegelfläche 
oder Regelschaar, je nachdem sie sich schneiden oder nicht. Viele 
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von den früheren Sätzen können jetzt wie folgt zusammengefasst 
werden : 



Alle Ebenenbüschel , Kegel- 
flächen IL Ordnung und Regei- 
8chaaren } welche zu einer Raum- 
curve III. Ordnung perspectivisch 
liegen, sind zu einander projec- 
tivisch. 



Alle geraden Gebilde, Strahlen- 
büschel IL Ordnung und Regel- 
schaaren, tcelche zu einem Ebenen- 
büschel III. Ordnung perspec- 
tivisch liegen, sind zu einander 
prqjectivisch. 



Sollen zwei Raumcurven k und k x III. Ordnung projectivisch 
so auf einander bezogen werden, dass den Punkten A, B, C von 
k die resp. Punkte A x , B x , C x von k x entsprechen, so beziehe 
man irgend zwei Ebenenbüschel, von denen der eine u zu der 
Curve k und der andere v x zu der Curve k x perspectivisch liegt, 
in der Weise projectivisch auf einander, dass den Ebenen uA, 
uB, uC des ersteren die resp. Ebenen v x A x , v x B x , v x C x des 
letzteren entsprechen. Je zwei Punkte der Curven entsprechen 
sodann einander, wenn sie durch zwei homologe Ebenen der Büschel 
projicirt werden. Die projectivischen Raumcurven sind zugleich 
homologe Gebilde von zwei collinearen räumlichen Systemen. Denn 
seien Z>, E, F drei neue Punkte der Curve &, denen in k x die 
Punkte Z> l7 E x , F x entsprechen, so können wir zwei räumliche 
Systeme 2 und 2 X collinear so auf einander beziehen, dass den 
fünf Punkten A, 5, (7, Z>, E von 2 die resp. fünf Punkte A x , B x , 
Cj, />!, E Y von 2i entsprechen. Dem Ebenenbüschel AB (CDEF) 
entspricht dann der ihm projectivische Ebenenbüschel A x B x 
(C x D x E x F x ), also auch der Ebene A B Fyou 2 die Ebene A x B x F x 
von 2j ; und ebenso lässt sich zeigen , dass jeder anderen Ebene 
von 2, welche den Punkt F mit irgend zwei der Punkte A, B, 
C, Z>, E verbindet, diejenige Ebene von l x entspricht, durch welche 
F x mit den entsprechenden zwei der Punkte A x , B Xi Q, D x , E x 
verbunden wird. Da sonach der Punkt F von 2 als Schnittpunkt 
von drei jener Ebenen dem Punkte F x von 2 X als Schnittpunkt 
der homologen drei Ebenen entspricht, so muss auch der Curve 
&, auf welcher die sechs Punkte A, B, C y Z), E, F liegen, die 
Curve &i entsprechen, welche die homologen sechs Punkte A x , 
B x , Q, Z> 1? E x , F x mit einander verbinden; denn durch sechs 
Punkte des Raumes kann nur eine Raumcurve III. Ordnung gelegt 
werden. 

Eine involutorische Raumcurve III. Ordnung wird aus jedem 
ihrer Punkte durch eine involutorische Kegelfläche IL Ordnung 



Projectivische Beziehungen der Raumcurven dritter Ordnung. 81 

projicirt, und je zwei einander zugeordnete Strahlen der letzteren 
liegen demnach mit einer Geraden gr, welche durch den Mittelpunkt 
der Kegelfläche geht, aber nicht auf derselben enthalten ist, in 
einer Ebene (I. Abth. pag. 118). Je zwei einander zugeordnete 
Punkte der Raumcurve liegen also ebenfalls mit g in einer Ebene ; 
und die Verbindungslinien dieser Punktenpaare gehören einer 
Regelschaar von Secanten an, von welcher g ein Leitstrahl ist. 
Wenn die in volu torische Curve zwei Ordnungspunkte besitzt, so 
gehören die Tangenten derselben ebenfalls jener Regelschaar an; 
sie trennen in der Regelschaar die eigentlichen Secanten von den 
uneigentlichen. Beiläufig folgt mit Berücksichtigung früherer 
Sätze (pag. 72): 

„Wird durch eine Raumcurve III. Ordnung eine Regelfläche 
„ gelegt, so ist jeder Strahl der einen Regelschaar dieser Fläche 
„eine Secante der Curve, während jeder Strahl der zweiten 
„Regelschaar die Curve in einem einzigen Punkte schneidet. 
„Durch die Strahlen der ersten Schaar werden die Curven- 
„punkte involutorisch gepaart; und entweder ist jeder Strahl 
„dieser Schaar eine eigentliche Secante, oder zwei derselben 
„werden von der Curve berührt und trennen die eigentlichen 
„Secanten von den uneigentlichen." 

Zu anderen wichtigen Eigenschaften der Raumcurven und 
Ebenenbüschel III. Ordnung führen uns die Lehrsätze des Pascal 
und des Brianchon. Ich schicke folgenden Satz voraus: 

„Eine Raumcurve III. Ordnung ist im Allgemeinen bestimmt, 
„wenn von ihr vier Secanten und Zwei Punkte S und S\ ge- 
ngeben sind." 
Beziehen wir nämlich die Strahlenbündel £ und S x collinear so 
auf einander, dass in jeder der vier Secanten zwei homologe 
Ebenen derselben sich schneiden, so erzeugen sie die Raumcurve. 
Damit die collineare Verwandtschaft auf eine einzige Art aus- 
führbar sei, müssen die Punkte S und S x solche Lage haben, dass 
kein Strahl derselben von irgend drei der gegebenen Secanten 
geschnitten wird. Auch darf die Gerade SS X keine der vier Se- 
canten schneiden, weil sonst die Strahlenbündel S und S x eine 
Ebene entsprechend gemein haben. Bilden drei der gegebenen 
Secanten ein Dreieck, so geht die Raumcurve III. Ordnung durch 
die Eckpunkte desselben; die Curve ist also auch bestimmt und 
leicht construirbar , wenn von derselben fünf Punkte und eine 
Secante gegeben sind. 

Heye, Geometrie der Lage. IL Q 
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möge. Ntähert sich nun S unbegrenzt dem Punkte A, so geht die 
Ebene Sa über in die Schmiegungs -Ebene des Punktes A, und 
SBC geht über in die Ebene ABC] und die Schnittlinie dieser 
beiden Ebenen muss mit AP zusammenfallen, weil sie die Gerade 
8 fortwährend schneiden soll. Ganz auf dieselbe Weise ergiebt 
sich, dass auch die Schmiegungs- Ebenen der Punkte B und C 
durch den Punkt P hindurchgehen müssen ; d. h. : 

Die Schmiegungs - Ebenen von drei beliebigen Punkten A, B, C 
einer Raumcurve III. Ordnung schneiden sich in einem Punkte 
P, der mit A, B und C in einer Ebene liegt 

Unmittelbar folgt hieraus: 
„Durch keinen Punkt P des Raumes gehen mehr als drei 
„Schmiegungs-Ebenen der Raumcurve III. Ordnung, also auch 
„durch keine Gerade mehr als zwei derselben." 
Denn gingen durch P die Schmiegungs-Ebenen von vier Curven- 
punkten A, B, C\ D, so müssten in der Ebene A BP auch die 
Punkte C und D liegen; was unmöglich ist, da die Ebene höch- 
stens drei Punkte mit der Raumcurve III. Ordnung gemein haben 
kann. — Gewöhnlich wird diesem Satze eine etwas andere Fassung 
gegeben. Man nennt nämlich eine gewundene Curve, an welche 
durch keinen Punkt mehr als n Schmiegungs-Ebenen gelegt werden 
können, eine Curve nter Glasse, und sagt demnach: 

„Die Raumcurve dritter Ordnung ist zugleich dritter Classe." 
Eine zweite unmittelbare Folgerung aus dem vorhin be- 
wiesenen Satze wird durch die erste Hälfte des Doppelsatzes aus- 
gesprochen : 



Vier Punkte einer Raumcurve 
III. Ordnung bilden ein Tetraeder, 
ihre vier Schmiegungs-Ebenen 
ein zweites Tetraeder; jedes 
dieser Tetraeder ist dem an- 
deren zugleich um- und einge- 
schrieben. 



Vier Ebenen eines Ebenen- 
büschels III. Ordnung bilden ein 
Tetraeder, ihre vier Berührungs- 
punkte ein zweites Tetraeder; 
jedes dieser Tetraeder ist dem 
anderen zugleich ein- und um- 
geschrieben. 



Mittelst dieses Satzes kann in jedem Punkte einer Raumcurve 
III. Ordnung die Schmiegungs -Ebene construirt werden, sobald 
von drei Punkten die Schmiegungs-Ebenen bekannt sind. Ausser- 
dem ergiebt sich, dass die gegenseitige Lage von vier Punkten 
einer Raumcurve III. Ordnung und ihren vier Schmiegungs-Ebenen 
dieselbe ist, wie diejenige von vier Berührungspunkten eines 
Ebenenbüschels III. Ordnung und den zugehörigen vier Ebenen 
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desselben. Diese Bemerkung führt uns zu folgendem Hauptsatze 
über die Raumcurven und Ebenenbüschel III. Ordnung: 



Die 8ämmtlichen Schmiegungs- 
Ebenen einer Raumcurve k 
III. Ordnung bilden einen Ebenen- 
büschel III. Ordnung. 



Die sdmmtlichen Berührungs- 
punkte eines Ebenenbüschels 
III. Ordnung erfüllen eine Raum- 
curve III. Ordnung. 



Seien a, ß, 7 die Schmiegungs- Ebenen der resp. Curveupunkte 
A ) B. C\ und P ihr in ABC gelegener Schnittpunkt. Wenn 
alsdann C die Raumcurve k durchläuft, so beschreibt die Ebene 
ABC einen zu k perspectivischen Ebenenbüschel AB; zugleich 
schneidet sie in jeder ihrer Lagen die Gerade aß in einem 
Punkte P, durch welchen jedesmal auch die Schmiegungs-Ebene 7 
des Punktes C hindurchgeht. Der von ABC beschriebene Ebenen- 
büschel AB ist also auch perspektivisch zu dem geraden Gebilde 
a ß, welches der Punkt a ß 7 oder P bei der gleichzeitigen Bewegung 
der Schmiegungs-Ebene y beschreibt. Vertauschen wir nun A und B 
mit irgend zwei anderen festen Curvenpunkten A l und B\ und be- 
rücksichtigen wir, dass je zwei Ebenenbüschel AB und A l B\ 
welche beide zu der Curve k perspectivisch liegen, zu einander 
projectivisch sind, so folgt: 

„Durch die Schmiegungs -Ebenen einer Raumcurve III. Ord- 
„nung werden alle geraden Gebilde, in deren Trägern je zwei 
„(a, ß oder a 1 , ß 1 ) dieser Schmiegungs-Ebenen sich schneiden, 
„projectivisch auf einander bezogen." 
Wählen wir von diesen projecti vischen geraden Gebilden irgend 
drei, die nicht in einer Ebene liegen, so erzeugen dieselben die 
sämmtlichen Schmiegungs-Ebenen ; nämlich je drei homologe Punkte 
bestimmen eine Schmiegungs-Ebene. Anderseits wissen wir be- 
reits, dass die drei geraden Gebilde einen Ebeoenbüschel 
III. Ordnung erzeugen (pag. 77); folglich ist bewiesen, dass die 
Schmiegungs-Ebenen einer Raumcurve III. Ordnung einen Ebenen- 
büschel III. Ordnung bilden. 

Dieser Satz und viele der früheren lassen eine sehr merk- 
würdige Analogie zwischen den Raumcurven III. Ordnung und 
den Kegelschnitten erkennen. Dieselbe wird noch auffallender 
dadurch, dass durch jede Raumcurve III. Ordnung ein Nullsystem 
bestimmt ist, gleichwie jeder Kegelschnitt als Ordnungscurve eines 
ebenen Polarsystems betrachtet werden kann. Nämlich: 

Eine Raumcurve k ///. Ordnung wid der Ebenenbüschel, welcher 
derselben sich anschmiegt, können als zioei einander zugeordnete 
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Gebilde eines Nullsystems betrachtet werden, in welchem jedem 
Punkte der t'vrve seine Schmiegungs - Ebene und jede Tangente 
sich selbst zugeordnet ist. Die Raumcurve k soll eine Ord- 
nungscurve des Nullsystems genannt werden, weil das letztere 
durch k völlig bestimmt ist. 
Wenn dieser Satz richtig ist, so ist durch ihn der vorhergehende 
Satz zum zweiten Male bewiesen. Denn in zwei reciproken räum- 
lichen Systemen entspricht jeder Raumcurve III. Ordnung ein 
Ebenenbüschel III. Orduung; wenn also in einem Nullsystem der 
Raumcurve III. Ordnung derjenige Ebenenbüschel zugeordnet ist, 
welcher der Curve sich anschmiegt, so ist derselbe ein Büschel 
III. Ordnung. 

Das Nullsystem, von welchem im Satze die Rede ist, kann 
aber auf folgende Art nachgewiesen werden. Seien A, B, C, D, 
23, F beliebige sechs Punkte der Raumcurve k, und a, ß, 7, 8, e, 
<p ihre resp. Schmiegungs-Ebenen. Dann können wir zwei räum- 
liche Systeme 2 und 2j reciprok so auf einander beziehen, dass 
den fünf Punkten A y B, C, Z>, E von 2 die resp. fünf Ebenen 
a, ß, 7, 6, e von £j entsprechen. Das gerade Gebilde aß von 2 X 
entspricht dann dem Ebenenbüschel A B von 2 und ist ein Schnitt 
desselben, weil drei Punkte von a ß, nämlich a ß y, a ß 8 und a ße, 
in den ihnen entsprechenden Ebenen ABC, ABD und ABE 
des Büschels AB liegen (pag. 84). Aus demselben Grunde liegt 
jeder andere Punkt von 2^ welchen irgend zwei der Ebenen a, 
ß, y, 6, e mit einander gemein haben, auf der ihm entsprechenden 
Ebene von 2. Zwei reciproke räumliche Systeme 2 und 3^ bilden 
nun entweder ein Nullsystem, so dass jeder Punkt von 5^ auf der 
ihm entsprechenden Ebene von 2 enthalten ist, oder die sämmt- 
lichen Punkte von 2|, für welche dieses stattfindet, liegen auf 
einer Fläche II. Ordnung. Das letztere kann im vorliegenden 
Falle nicht eintreten, weil sonst diese Fläche II. Ordnung mit 
jeder von den fünf Ebenen a, ß, y, 8, e vier Gerade gemein haben, 
müsste, z. B. mit a die Geraden aß, a y, a und a e, was unmög- 
lich ist. Folglich bilden die reciproken Systeme 2 und 2i ein 
Nullsystem, und jedem beliebigen Punkte F der Raumcurve k ist 
eine durch ihn hi ndurchgehende Ebene cp 1 zugeordnet. Da F in 
der Ebene ABF liegt, so muss «p 1 durch den Pol dieser Ebene 
hindurchgehen, d. h. durch den Schnittpunkt der Geraden aß 
mit der Ebene ABF] durch denselben Punkt geht aber auch die 
Schmiegungs-Ebene cp des Punktes F hindurch, und ebenso müssen 
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die Geraden ay, a8 ae, pf u. s.w. mit cp 1 dieselben Punkte ge- 
mein haben wie mit cp, und cp 1 muss also mit cp zusammenfallen. 
Jedem Curvenpunkte F ist demnach seine Schmiegungs-Ebene cp 
zugeordnet; und da die Tangente von F in cp liegt, so ist sie 
sich selbst zugeordnet und ein Leitstrahl des Nullsystemes. 

Zwei collinearen Strahlenbündeln S und S x , welche die Raum- 
curve k und deren sämmtliche Secanten erzeugen, sind in dem 
Nullsysteme zwei collineare ebene Systeme o und q y zugeordnet, 
welche den an k sich anschmiegenden Ebenenbüschel III. Ord- 
nung und dessen sämmtliche Axen erzeugen. Jeder Secante der 
Curve ist also eine Axe des Ebenen büschels zugeordnet, jede 
Tangente gehört zu dem Secantensystem der Curve, also auch, 
da sie sich selbst zugeordnet ist, zum Axensystem des Ebenen- 
büschels III. Ordnung. Beiläufig ergiebt sich hieraus: 

„Die sämmtlichen Tangenten einer Raumcurve III. Ordnung 
„werden aus jedem Punkte S der Curve durch einen Ebenen- 
„büschel IL Ordnung projicirt, und von jeder Schmiegungs- 
„Ebene o in einer Curve IL Ordnung geschnitten." 
Der erste Theil des Satzes wurde schon früher (pag. 71) bewiesen ; 
aus ihm folgt der zweite Theil. 

Die Raumcurve III. Ordnung und der sicli anschmiegende 
Ebenenbüschel III. Ordnung sind als zwei einander zugeordnete 
Gebilde des Nullsystems auch projeetivisch auf einander bezogen. 
Jedes dritte Gebilde, welches zu einem der ersteren projeetivisch 
ist, muss desshalb auch zu dem anderen projeetivisch sein. 

Für die Raumcurve III. Ordnung gilt der Satz, dass dieselbe 
durch drei ihrer Punkte S, /Sj, A und die Tangenten und Schmie- 
gungs-Ebenen von zwei derselben £, S x bestimmt ist. Denn aus 
jedem dieser beiden Punkte wird die Curve durch eine Kegel- 
fläche IL Ordnung projicirt, von welcher sich sofort drei Strahlen 
und die Berührungs- Ebenen von zwei dieser Strahlen angeben 
lassen; diese beiden Kegelflächen sind also bekannt und sie schneiden 
sich in der Raumcurve. Der reeiproke Satz würde lauten: 

„Ein Ebenenbüschel III. Ordnung ist durch drei seiner Ebenen 
„und die Berührungsstrahlen und Berührungspunkte von zwei 
„derselben bestimmt." 
Gewöhnlich aber giebt man demselben folgende Fassung: 

„Eine Raumcurve III. Ordnung ist durch zwei ihrer Punkte, 
„deren Tangenten und Schmiegungs- Ebenen und eine dritte 
„Schmiegungs-Ebene bestimmt." 
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In ähnlicher Form wollen wir für einige früher bewiesene 
Sätze die reciproken Sätze aussprechen. Wir fassen dieselben 
zusammen wie folgt: 

„Eine Raumcurve III. Ordnung ist im Allgemeinen bestimmt, 
„wenn von ihr gegeben sind: 

„1) sechs Schmiegungs-Ebenen; 2) fünf Schmiegungs-Ebenen 
„und die Tangente in einer derselben ; 3) vier Schmiegungs- 
„Ebenen und die Tangenten in zwei derselben; 4) drei 
„Schmiegungs-Ebenen und deren Tangenten; 5) zwei 
„Schmiegungs-Ebenen und vier Axen (pag. 81); 6) drei 
„Schmiegungs-Ebenen und drei Axen ; 7) fünf Schmiegungs- 
„Ebenen und eine Axe; u. s. w. u 
Die Raumcurve oder vielmehr der sich anschmiegende Ebenen- 
büschel III. Ordnung kann in jedem der genannten Fälle leicht 
construirt werden. Sind z. B. im Falle 5) die Schmiegungs- 
Ebenen 2, l x und die vier Axen a, 6, c, d gegeben, so beziehen 
wir die ebenen Systeme 2 und 2 X collinear so auf einander, dass 
jede der Axen a, fe, c, d zwei homologe Punkte von 2 und ^ 
enthält ; dann erzeugen die beiden collinearen Systeme den Ebenen- 
büschel III. Ordnung und dessen Axensystem. Die Ausnahme- 
fälle, in welchen die Construction unmöglich ist oder die Curve in 
Gerade und Kegelschnitte zerfällt, ergeben sich überall von selbst. 



Zwölfter Vortrag. 

Gonjugirte Punkte bezüglich einer Raumcurve dritter 

Ordnung. 



Wir können die Theorie der Raumcurven III. Ordnung nicht 
abschliessen , ohne noch eine Haupt-Eigenschaft derselben gebüh- 
rend hervorzuheben, von welcher wir später mehrfach Gebrauch 
machen werden. Wir haben bewiesen, dass sich in der Raum- 
curve III. Ordnung unendlich viele Regelflächen und Kegelflächen 
IL Ordnung schneiden; und zwar kann die Curve mit je zwei 
ihrer Secanten durch eine solche geradlinige Fläche II. Ordnung 
verbunden werden. Ich behaupte nun: 
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Die Polar- Ebenen eines beliebigen Punktes A in Bezug auf alle 
durch die Raumcurve k ///. Ordnung gelegten Flächen IL Ord- 
nung schneiden sich in einem und demselben Punkte A|, welcher 
auf der durch A gehenden Secante der Curve enthalten ist. 
Ist A ein Punkt der Curve, so berührt seine Tangente a die 
Curve k und desshalb auch jede durch k gelegte Fläche IL Ord- 
nung. Die sämmtlichen Polar-Ebenen des Punktes A gehen folg- 
lich in diesem Falle durch die Tangente a, und jeder beliebige 
Punkt A\ der letzteren kann als Schnittpunkt dieser Polar-Ebenen 
aufgefasst werden. Liegt dagegen A nicht auf der Raumcurve A, 
so kann durch A eine einzige Secante s an die Curve gelegt 
werden. Dieselbe kann zunächst eine eigentliche sein, welche 
zwei Punkte M und N mit der Raumcurve gemein hat; alsdann 
muss derjenige Punkt A x von s, welcher durch M und N har- 
monisch von A getrennt ist, auf allen jenen Polar-Ebenen enthalten 
sein. Die Secante « kann ferner in einem Punkte S die Curve 
k berühren; dann berührt sie in S auch jede durch k gelegte 
Fläche IL Ordnung, und die sämmtlichen Polar -Ebenen von A 
schneiden sich im Punkte S, mit welchem in diesem Falle Ai 
identisch ist. Unser Satz ist also nur noch für den letzten Fall 
zu beweisen, in welchem die Secante s eine uneigentliche ist. 

Seien F und F x irgend zwei durch k gelegte Flächen II. Ord- 
nung, von denen F eine Kegclfläche sein möge. Wir verbinden 
den Punkt A mit dem Mittelpunkte dieser Kegelfläche durch eine 
Gerade gr, und suchen zu jedem Punkte von g die Polar -Ebene 
in Bezug auf F und F x . Wir erhalten auf diese Weise eine ein- 
zige Polar-Ebene 7 bezüglich der Fläche F und einen Büschel g x 
von Polar-Ebenen in Bezug auf F x ; letzterer ist projectivisch zu 
dem geraden Gebilde g. Die sämmtlichen Secanten, welche aus 
den Punkten des geraden Gebildes g an die Raumcurve III. Ord- 
nung gezogen werden können,, bilden eine zu g perspectivische 
Regelschaar, welche von der Ebene y in einem zu g und folglich 
auch zum Ebenenbüschel g x projectivischen Punktgebilde I. oder 
IL Ordnung geschnitten wird. Wir wissen nun bereits, dass jede 
eigentliche Secante der Regelschaar mit 7 einen Punkt gemein 
hat, welcher auch auf der ihm entsprechenden Ebene von g x 
liegt; jenes Punktgebilde muss desshalb zu dem Ebenen büschel g x 
perspectivische Lage haben, weil unendlich viele Punkte desselben 
auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen. Durch den Punkt 
jli, in welchem die Secante AA X oder * von der Ebene 7 ge- 
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schnitten wird, geht folglich auch die Polar -Ebene des Punktes 
A in Bezug auf jede beliebige, durch k gelegte Fläche F Y IL 
Ordnung. 

Die zu g perspectivische Secantenschaar wird von der Ebene 
7 im Allgemeinen in einer Curve IL Ordnung geschnitten, welche 
durch den Mittelpunkt der Kegel fläche F hindurchgeht. Nur wenn 
g in der Schniiegungs-Ebene dieses Mittelpunktes liegt, und folg- 
lich die Tangente des letzteren zu der Secantenschaar gehört, 
zerfallt jene Curve IL Ordnung in zwei Gerade, von denen eine 
jene Tangente und somit die andere g l ein Leitstrahl der Se- 
cantenschaar ist. Da y die Polar -Ebene von g ist in Bezug auf 
die Kegelfläche F, so muss nämlich y die Berührungsstrahlen der 
beiden aus g an F gelegten Berührungs-Ebenen enthalten, und einer 
derselben ist jene Tangente der Raumcurve III. Ordnung. 

Wir wollen der Einfachheit wegen zwei Punkte in Hinsicht 
auf die Raumcurve k IIL Ordnung einander conjugirt 
nennen , wenn sie wie A und A x in Bezug auf jede durch k ge- 
legte Fläche IL Ordnung einander conjugirt sind. Ebenso heissen 
zwei Ebenen in Hinsicht auf einen Ebenenbüschel III. Ordnung 
einander conjugirt, wenn sie in Bezug auf jede dem Ebenen- 
büschel eingeschriebene Regelfläche oder Curve IL Ordnung ein- 
ander conjugirt sind. Aus unserer Beweisführung folgt sodann: 



Jede Verbindungslinie von 
zwei Punkten A und A x , welche 
hinsichtlich einer Raumcurve k 
III. Ordnung einander conjugirt 
sind, ist eine Secante von k. 
Schneidet die Secante AA X die 
Curve in zwei Punkten M und 
N, so sind durch diese die Punkte 
A und A x harmonisch getrennt. 
Berührt A A x die Curve, so fällt 
einer der Punkte A und A x mit 
dem Berührungspunkte zusam- 
men. Ein Punkt der Raumcurve 
ist jedem Punkte seiner Tan- 
geute, also auch sich selbst con- 
jugirt. Die Punkte einer Secante 
sind involutorisch gepaart, wenn 
je zwei conjugirte Punkte der- 



Jede Schnittlinie von zwei 
Ebenen a und a i? welche hin- 
sichtlich eines Ebenenbüschels 
IIL Ordnung einander conjugirt 
sind, ist eine Axe des Büschels. 
Gehen durch a«i zwei Ebenen 
p. und v des Ebenenbüschels 
IIL Ordnung, so sind die Ebenen 
a und ct| durch \i und v har- 
monisch getrennt. Ist aa x ein 
Berührungsstrahl des Büschels 
IIL Ordnung, so fällt eine der 
Ebenen a und a x mit der durch 
ol a x gehenden Ebene des Büschels 
zusammen. Eine Ebene des 
Büschels ist jeder Ebene ihres 
Berührungsstrahles, also auch 
sich selbst conjugirt. Die Ebenen 
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selben einander zugeordnet wer- 
den. 



„Schneidet eine Gerade 



einer Axe sind involutorisch ge- 
paart, wenn je zwei conjugirte 
Ebenen derselben einander zu- 
geordnet werden, 
die Raumcurve III. Ordnung in 
„einem einzigen Punkte P, so liegen alle diejenigen Punkte, 
„welche den Punkteu von g conjugirt sind, im Allgemeinen auf 
„einer durch P gehenden Curve IL Ordnung, dem Punkte P 
„aber sind alle Punkte seiner Tangente p conjugirt. Daraus 
„folgt, dass alle Polaren der Geraden g bezüglich der Flächen 
„IL Ordnung, welche durch die Raumcurve gelegt werden 
p% „können, sowohl die Curve IL Ordnung als auch die Tangente 
„p schneiden müssen." 

„Nur dann, wenn die Gerade g in der Schmiegungs-Ebene 
„des Punktes P liegt, sind ihren Punkten diejenigen einer an- 
„deren Geraden g l conjugirt, von welcher die Raumcurve in 
„einem Punkte P l geschnitten wird. Die Gerade g l liegt mit 
„der Tangente des Punktes P in einer Ebene y, und ebenso 
„<7 mit der Tangente von PK Auch muss g l in der Schmie- 
„guugs-Ebene des Punktes P 1 liegen, weil sonst den Punkten 
„von g 1 nicht diejenigen der Geraden g } sondern die Punkte 
„einer Curve IL Ordnung conjugirt sein würden." 
Sei l eine ganz beliebige Gerade und seien l l9 1%, Z3 ihre 
Polaren in Bezug auf irgend drei, durch die Raumcurve gelegte 
Flächen II. Ordnung. Dann bilden die Polaren der sämmtlichen 
Punkte von l drei Ebenenbüschel Z l9 1%, Z3, welche zu dem geraden 
Gebilde l und folglich auch zu einander projectivisch sind, also 
im Allgemeinen eine Raumcurve III. Ordnung erzeugen. Von 
letzterer sind l\, 1%, 1% Secanten, und jeder Punkt dieser neuen 
Raumcurve III. Ordnung ist einem Punkte von l conjugirt; also: 
„Diejenigen Punkte, welche hinsichtlich einer Raumcurve k 
„III. Ordnung den Punkten einer beliebigen Geraden l con- 
jugirt sind, liegen im Allgemeinen auf einer zweiten Raum- 
„ curve III. Ordnung, zu deren Secanten alle Polaren von l 
„bezüglich der durch k gelegten Flächen IL Ordnung gehören." 
Nur wenn l eine Secante der Raumcurve k ist oder mit k einen 
Punkt P gemein hat, erleidet dieser Satz die Ausnahmen, welche 
in den vorhergehenden Sätzen angegeben sind. 

Wird die Raumcurve k als Ordnungscurve eines Nullsystemes 
betrachtet, ist sie also dem Ebenenbüschel K III. Ordnung zu- 
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geordnet, welcher ihr sich anschmiegt, so müssen je zwei Punkten, 
welche hinsichtlich der Curve k einander conjugirt sind, zwei 
hinsichtlich des Büschels K einander conjugirte Ebenen zuge- 
ordnet sein. Hiernach können zu den letzten Sätzen leicht die reci- 
proken gebildet werden. Ich erwähne nur folgenden Satz: 

„Zu jeder Geraden g, welche die Raumcurve k in einem Punkte 
„P schneidet und in der Schmiegungs- Ebene dieses Punktes 
„liegt, kann eine Gerade g l construirt werden, welche eben- 
falls von k in einem Punkte P 1 geschnitten wird und in der 
„Schmiegungs-Ebene von P 1 liegt, und zwar so, dass nicht nur 
„jedem Punkte von g ein Punkt von g l hinsichtlich der Curve k 
„conjugirt ist, sondern auch jeder Ebene von g eine Ebene von g l 
„hinsichtlich des Büschels K. u 
Der erste Theil des Satzes wurde schon vorhin bewiesen; aus 
ihm folgt dei* letzte Theil, wenn man erwägt, dass g und g l in 
dem Nullsysteme sich selbst zugeordnet sind. 

Die Theorie der conjugirten Punkte lässt noch viele schöne 
Anwendungen zu, von denen ich nur die folgende anführe: 

„Den sämmtlichen Punkten einer Ebene 7 sind hinsichtlich 
„der Raumcurve k die sämmtlichen Punkte einer krummen 
„Fläche T conjugirt. Dieselbe hat mit einer Geraden Z, die 
„nicht ganz in ihr liegt, höchstens drei Punkte gemein, wess- 
„halb sie auch eine Fläche III. Ordnung genannt wird; denn 
„den Punkten von l sind diejenigen einer Raumcurve III. Ord- 
„nung conjugirt, welche mit der Ebene 7 höchstens drei Punkte 
„gemein hat und nur in besonderen Fällen in Gerade und 
„Kegelschnitte ausarten kann. Die Fläche T geht durch die 
„Raumcurve &, weil 7 von jeder Tangente dieser Curve einen 
„Punkt enthält; sie geht ausserdem durch alle Raumcurven 
„III. Ordnung, welche den Geraden der Ebene 7 conjugirt 
„sind. Ist A ein gemeinschaftlicher Punkt von 7 und der 
„Raumcurve &, so geht T durch die Tangente von A; jeder 
„durch A gehenden Geraden von 7 ist eine Curve II. Ordnung 
„conjugirt, welche auf der Fläche T III. Ordnung enthalten 
„ist, und letztere kann sonach auch durch eine veränderliche 
„Curve II. Ordnung beschrieben werden. Die Schmiegungs- 
„Ebene des Punktes A wird von 7 in einer Geraden geschnitten, 
„welcher eine auf T gelegene Gerade conjugirt ist. Die Fläche 
„r geht durch jede in 7 enthaltene Secante der Raumcurve k. u 
„Hat beispielsweise die Ebene 7 drei Punkte A, JS, C mit 
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„der Raumcurve k gemein, so schneidet sie die Fläche T in 
„den drei Secanten AB, BC und CA; auch muss T die Tan- 
genten der Punkte A, B, C enthalten. Und wenn mit P 
„derjenige Punkt von y bezeichnet wird, in welchen die Schmie- 
„gungs - Ebenen der Punkte A, B, C sich schneiden, so geht 
„die Fläche F III. Ordnung durch die drei Geraden, deren 
„Punkte denjenigen von PA, PB und PC conjugirt sind. 
„Diese drei Geraden müssen sich in dem zu P conjugirten 
„Punkte schneiden und in der zu y conjugirten Ebene liegen. — 
„Schmiegt die Ebene 7 sich der Raumcurve k an in einem 
„Punkte A, so ist die Fläche T eine geradlinige Fläche III. Ord- 
„nung, d. h. sie kann durch Bewegung einer Geraden beschrieben 
„werden." 

Diesen Bemerkungen über die vorliegende Fläche III. Ord- 
nung könnten uoch manche andere hinzugefügt werden; sie er- 
geben sich unmittelbar aus den vorhergehenden Sätzen. 

Ich schliesse diesen Vortrag mit dem Beweise des wichtigen 
Satzes : 

Eine Raumcurve k III. Ordnung kann mit einer Secante s 
durch unendlich viele geradlinige Flächen II. Ordnung verbun- 
den werden; durch jeden ausserhalb k und s gelegenen Punkt 
P geht eine einzige dieser Flächen, deren Gesammtheit ein 
Flächenbüschel heissen möge. Die Polar-Ebenen jedes belie- 
bigen Punktes A in Bezug auf alle Flächen des Büschels schneiden 
sich in einer und derselben Geraden. 
Durch den Punkt P geht eine Secante p der Curve k, und p bestimmt 
mit der Secante s eine durch k gehende Regelfläche oder Kegelfläche 
IL Ordnung, welche dem Flächenbüschel angehört und den Punkt 
P enthält. Um auch den letzten Theil des Satzes zu beweisen, 
unterscheiden wir drei Fälle. Zunächst möge A auf der Raum- 
curve k enthalten sein; dann schneiden sich in der Tangente von 
A die Polar -Ebenen dieses Punktes in Bezug auf alle durch k 
gelegten Flächen IL Ordnung. Liegt ferner der Punkt A auf 
der Secante s, durch welche alle Flächen des Büschels hindurch- 
gehen sollen, so berühren seine Polar-Ebenen in A die zugehörigen 
Flächen des Büschels und müssen desshalb sämmtlich durch die 
Secante s gehen. Wenn endlich der Punkt A weder auf der 
Curve k noch auf der Secante s liegt, so müssen seine sämmt- 
lichen Polar -Ebenen zunächst durch den ihm conjugirten Punkt 
A x hindurchgehen. Einen zweiten gemeinschaftlichen Punkt A 2 
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der Polar-Ebenen von A können wir in der Ebene A 8 sofort con- 
struiren, falls diese Ebene weder durch die Secante AA X hin- 
durchgeht, noch die Raumcurve k in einem Punkte von * berührt 
und in einem zweiten schneidet. Denn die Ebene As schneidet 
alsdann die Raumcurve in einem Punkte J/, welcher ausserhalb 
der Secanten AA X und * liegt, und A 2 ist derjenige Punkt der 
Geraden A M, welcher durch M und * harmonisch von A getrennt, 
also dem Punkte A conjugirt ist in Bezug auf alle Flächen des 
Büschels. Die Polar- Ebenen von A müssen folglich durch die 
Gerade A x A 2 gehen , und der Satz ist bewiesen für jeden Punkt 
A, dessen Secante AA X nicht von s in einem Curvenpunkte ge- 
schnitten wird, und welcher auch nicht auf einer durch * gehen- 
den Berührungs-Ebene der Curve k enthalten ist. Je nachdem 8 
eine uneigentliche oder eigentliche Secante ist, müssen wir somit 
den Beweis noch führen für keine oder für diejenigen Punkte, 
welche auf den beiden Kegelflächen des Büschels oder auf den 
beiden durch * gehenden Berührungs-Ebenen von k enthalten sind. 
Sei nun A auf einer dieser beiden Kegelflächen oder Be- 
rührungs-Ebenen gelegen, und g eine beliebige durch A gehende 
Gerade, seien ferner F x ^ F 2 , F$ irgend drei Flächen des Büschels. 
Die Polar-Ebenen der sämmtlichen Punkte von g hinsichtlich der 
Flächen F u F 2 und ^3 bilden drei zu dem geraden Gebilde g 
und folglich auch zu einander projectivische Ebenenbüschel g x , 
g 2 und <7 3 . Für unendlich viele Punkte der Geraden g ist nun 
schon der Satz bewiesen, dass ihre Polar-Ebenen hinsichtlich des 
Büschels in einer und derselben Geraden sich schneiden; also 
müssen die Ebenenbüschel g x , g 2 und g$ ein und dasselbe 
Strahlengebilde I. oder IL Ordnung mit einander erzeugen., und 
zwar im Allgemeinen eine Regelschaar, zu welcher die Ebenen- 
büschel perspectivisch liegen, und die Polar- Ebenen des Punktes 
A müssen ebenfalls in einer und derselben Geraden sich schneiden. 
Zugleich ergiebt sich: 

„Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden g, so be- 
schreibt im Allgemeinen die Gerade, in welcher seine Polar- 
„ Ebenen in Bezug auf die Flächen des Büschels sich schneiden, 
„eine Regelschaar; die Polaren der Geraden g sind Leitstrahlen 
„dieser Regelschaar." 

Der Flächenbüschel wird von einer beliebigen Ebene in einem 
Büschel von Curven IL Ordnung geschnitten. Derselbe hat, 
wie aus dem soeben Bewiesenen sich ergiebt, folgende Eigenschaften: 
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„Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Kegelschnitt des 
„Büschels. Die Polaren jedes beliebigen Punktes in Bezug 
„auf sämmtliche Kegelschnitte des Büschels gehen durch einen 
„und denselben Punkt. Wenn irgend zwei Kegelschnitte des 
„Büschels sich in irgend einem Punkte schnöden oder be- 
nrühren, so müssen in diesem Punkte alle Curven des Büschels 
„sich schneiden resp. berühren; denn ein solcher Punkt liegt 
„auf allen seinen Polaren, und diese vereinigen sich im letz- 
teren Falle mit der gemeinschaftlichen Tangente der Curven." 
Andere Eigenschaften der Kegelschnittbüschel werden wir durch 
die geometrischen Verwandtschaften zweiten Grades kennen 
lernen. 



Dreizehnter Vortrag. 



Projectmsche Verwandtschaft zwischen einem ebenen 

System und dem Secantensystem einer Raumcurve 

dritter Ordnung. Geometrische Verwandtschaften 

zweiten Grades. 



Wir haben im eilften Vortrage der ersten Abtheilung zwischen 
den Curven, Kegelflächen, Strahlen- und Ebenenbüscheln II. Ordnung, 
den Regeischaaren und den Grundgebilden der ersten Stufe eine 
projectivische Verwandtschaft aufgestellt, welche uns zu vielen 
interessanten Eigenschaften dieser Elementargebilde geführt hat. 
In ähnlicher Weise können nun auch die Secanten Systeme von Raum- 
curven III. Ordnung u. die Axensysteme von Ebenenbüscheln III. Ord- 
nung aufeinander und auf die Grundgebilde der zweiten Stufe projec- 
tivisch bezogen werden. Ich beschränke mich hier darauf, die projec- 
tivische Verwandtschaft zwischen dem Secantensystem einer Raum- 
curve k III. Ordnung und einem ebenen Systeme 2| eingehend zu 
untersuchen. 

Um nun jeder Secante der Curve k einen bestimmten Punkt 
von 2i als entsprechenden zuzuweisen, projiciren wir zunächst 
das Secantensystem aus irgend zwei Punkten S und T der Curve 
durch zwei collineare Strahlenbündel, und beziehen auf diese das 
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ebene System 2| reciprok. Alsdann entspricht zugleich jedem 
Punkte A v von 2j diejenige Secante a von k, in welcher die 
beiden dem A Y entsprechenden Ebenen der collinearen Bündel £ und 
T sich schneiden. Und umgekehrt kann zu jeder Secante a von k 
der entsprechende Punkt A x von 2 Y sofort gefunden werden, weil 
A x denjenigen beiden homologen Ebenen von S und T entspricht, 
welche in a sich schneiden. Einem geraden Gebilde g x von 2 X ent- 
sprechen in S und Tzwei zu g Y und folglich zu einander projectivische 
Ebenenbüschel, welche eine zu g } projectivische Kegelfläche II. Ord- 
nung oder Regelschaar erzeugen, und zwar eine Kegelfläche II. Ord- 
nung nur dann, wenn die beiden Strahlen von S und !T, welche 
der Geraden g x von 2i entsprechen, sich auf der Raumcurve k 
schneiden. Die Curve k wird aus S und ebenso aus T durch 
eine Kegelfläche IL Ordnung projicirt, welcher in 2, ein Strahlen- 
büschel II. Ordnung, also der Tangente nbüschel eines Kegelschnitts 
*i entspricht; die Tangenten von k werden aus S durch die Be- 
rührungs - Ebenen jener Kegelfläche IL Ordnung projicirt, ihnen 
entsprechen desshalb die Punkte des Kegelschnitts X|. Einem 
geraden Gebilde g x von i\ entspricht also in dem Secantensystem 
nur dann eine Kegelfläche IL Ordnung, wenn es den Kegelschnitt 
xi berührt; in jedem anderen Falle entspricht ihm eine Kegel- 
fläche, d. h. die eine Regelschaar dieser Fläche. Dreht sich das 
gerade Gebilde g l in H x um einen festen Punkt A t , so beschreibt 
gleichzeitig die ihm entsprechende Fläche II. Ordnung einen 
Flächenbüschel; denn sie ändert in der Weise ihre Lage, dass 
sie stets durch die Raumcurve k und eine feste, dem A x ent- 
sprechende Secante a hindurchgeht. Umgekehrt entspricht jeder 
durch k gehenden Kegelfläche IL Ordnung oder Regelfläche eine 
Gerade in l x und jedem durch k gehenden Flächenbüschel ein 
Strahlenbüschel I. Ordnung. Denn seien a und b irgend zwei 
Secanten von &, welche einer solchen Fläche II. Ordnung ange- 
hören und resp. A x und B x die entsprechenden Punkte von 2| ; 
dann muss jene Fläche IL Ordnung mit derjenigen Fläche iden- 
tisch sein, welche dem geraden Gebilde A V B X entspricht, weil 
durch die Raumcurve III. Ordnung und zwei ihrer Secanten, wie 
a und 6, nur eine einzige Fläche IL Ordnung gelegt werden 
kann. 

Kurz zusammengefasst lauten die bisherigen Ergebnisse wie 
folgt: 

„Das Secantensystem der Raumcurve k III. Ordnung und das 



Verwandtschaft zwischen einem ebenen und einem Secanten-System. 97 

„ebene System ^ sind so auf einander bezogen, dass jeder 
„Secante von k ein einziger Punkt von 2j entspricht, jeder 
„durch k gelegten Fläche IL Ordnung ein zu ihr projectivisches 
„gerades Gebilde von S 2 und jedem Büschel solcher Flächen 
„IL Ordnung ein Büschel von geraden Gebilden. Den Tan- 
„genten und Punkten der Raumcurve k entsprechen in 2 X die 
„Punkte und Tangenten eines Kegelschnitts x x . Einem ge- 
raden Gebilde g Y von 2i entspricht in dem Secantensystem eine 
„zu g x projectivische Kegelfläche IL Ordnung oder Regelschaar, 
„je nachdem g{ den Kegelschnitt y. x ' berührt oder nicht be- 
rührt. Jedem ausserhalb xj gelegenen Punkte von 2 f ent- 
spricht demnach eine eigentliche Secante von &, denn durch 
„diese Secante lassen sich zwei zu k perspectivische Kegel- 
nflächen IL Ordnung legen; jedem innerhalb x x gelegenen 
„Punkte von 2! entspricht dagegen eine uneigentliche Secante 
„von k, welche mit k keinen Punkt gemein hat, weil durch 
„den innerhalb x 2 gelegenen Punkt keine Tangente an xj 
„gezogen werden kann." 
Wir wollen nun in 2 X einen beliebigen Kegelschnitt cp x an- 
nehmen, und die gegenseitige Lage der sämmtlichen Secanten 
untersuchen, welche den Punkten von <pi entsprechen. In den 
zu 2i reciproken Strahlenbündeln S und T entsprechen dem 
Kegelschnitt <p A zwei zu ihm und folglich auch zu einander pro- 
jectivische Ebenenbüschel IL Ordnung, durch welche alle jene 
Secanten erzeugt werden. Und da jeder stetigen Aufeinander- 
folge von Ebenen des einen Büschels eine stetige Aufeinander- 
folge von Ebenen des anderen entspricht, so müssen auch die 
Secanten stetig auf einander folgen, also auf einer Fläche F 
liegen. Zwei derartige Flächen können höchstens vier Secanten 
mit einander gemein haben, weil die ihnen entsprechenden Kegel- 
schnitte von 2 X höchstens vier gemeinschaftliche Punkte besitzen 
können. Fällt der Kegelschnitt <p x mit dem vorhin hervorge- 
hobenen Kegelschnitt x x zusammen, so geht- die geradlinige Fläche 
F durch die sämmtlichen Tangenten der Raumcurve k. In jedem 
anderen Falle enthält F höchstens vier Tangenten von A, welche 
den gemeinschaftlichen Punkten von <pj und xj entsprechen. Der 
Kegelschnitt cp t kann unendlich viele oder auch alle Tangenten 
des Kegelschnitts xi in zwei Punkten schneiden; jedem solchen 
Punktenpaare entsprechen in der Fläche F zwei Secanten, welche 
sich in einem, der Tangente entsprechenden Punkte der Raum- 
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curve k schneiden, so dass die Fläche F in diesem Punkte sich 
selbst schneidet. 

Einen speciellen Fall der Fläche F erhalten wir, wenn wir 
im Raum eine beliebige Gerade g annehmen, die keine Secante 
der Raumcurve k ist, und aus jedem Punkte von greine Secante 
an die Curve k III. Ordnung ziehen. Schneidet g die Curve in 
einem Punkte P, so erfüllen alle diese Secanten die Kegelfläche 
Pk und eine Regelfläche, auf welcher auch die Gerade g liegt; 
und ihnen entsprechen in £| zwei gerade Gebilde, von denen das 
eine den Kegelschnitt X£ berührt. Hat aber die Gerade g keinen 
Punkt mit der Raumcurve III. Ordnung gemein, so können die 
von g ausgehenden Secanten folgendermassen mittelst der colli- 
nearen Strahlenbündel S und T construirt werden. Wir proji- 
ciren das gerade Gebilde g aus dem Punkte S durch einen 
Strahlenbüschel, und suchen zu diesem im Bündel Tden entsprechen- 
den Strahlenbüschel, welcher ebenfalls zu dem geraden Gebilde g 
projeetivisch ist. Verbinden wir jeden Strahl des letzteren Büschels 
mit dem ihm entsprechenden Punkte von g durch eine Ebene, so 
erhalten wir einen Ebenenbüschel II. Ordnung. Jede Ebene des- 
selben hat mit der entsprechenden Ebene des Bündels S einen 
Punkt von g und folglich die durch diesen Punkt gehende Secante 
der Raumcurve gemein, so dass die von g ausgehenden Secanten 
durch zwei projeetivische Ebenenbüschel IL Ordnung S und T 
erzeugt werden. Sie erfüllen demnach eine geradlinige Fläche G 
und entsprechen den sämmtlichen Punkten eines in 2| liegenden 
Kegelschnitts *yii welcher zu jenen Ebenenbüscheln und folglich 
auch zu dem geraden Gebilde g projeetivisch ist. Durch die Ge- 
rade g können im Allgemeinen unzählig viele Ebenen gelegt wer- 
den, welche je drei Secanten der Raumcurve enthalten. Es giebt 
desshalb in £| unzählig viele Dreiecke, welche jenen Secanten- 
Dreiseiten entsprechen und folglich dem Kegelschnitt ^ einge- 
schrieben und zugleich dem Kegelschnitt xi umschrieben sind. 
Zu beachten ist noch, dass die Mittelpunkte der Bündel S und T 
zwei ganz beliebige Punkte der Raumcurve k sind. 

Die Flächen G und F haben nun, wie schon bemerkt, höch- 
stens vier Secanten mit einander gemein, weil die ihnen ent- 
sprechenden Kegelschnitte 71 und cp t in l x höchstens vier gemein- 
schaftliche Punkte besitzen; und die beliebig gewählte Gerade g 
kann desshalb mit F höchstens vier, auf jenen Secanten liegende 
Punkte gemein haben, d. h. die Fläche F ist von der vierten 
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Ordnung. Wenn g die Raumcurve k in einem Punkte P schneidet, 
so hat sie ausser P höchstens zwei Punkte mit der Fläche F ge- 
mein; denn denjenigen Secanten, welche von g ausserhalb des 
Punktes P getroffen werden, entsprechen in 2| die Punkte einer 
Geraden, welche mit dem Kegelschnitt cp t nicht mehr als zwei 
Punkte gemein hat, und es liegen sonach höchstens zwei dieser 
Secanten auf der Fläche F IV. Ordnung. Eine beliebige Secante 
8 liegt entweder ganz auf der Fläche F, oder sie hat mit F keinen 
ausserhalb k befindlichen Punkt gemein, weil durch jeden solchen 
Punkt nur eine Secante an die Raumcurve k gezogen werden 
kann. 

Unsere Untersuchungen führen also zu folgenden Ergebnissen : 
„Die sämmtlichen Secanten der Raumcurve k III. Ordnung, 
„welche den Punkten eines beliebigen Kegelschnitts cp x von 2i 
„entsprechen, werden aus jedem Punkte der Raumcurve durch 
„einen zu ©£ projeetivischen Ebenenbüschel II. Ordnung proji- 
„cirt. Sie liegen in einer Fläche F IV. Ordnung, welche mit 
„einer beliebigen Geraden g, die nicht auf ihr liegt, höchstens 
„vier Punkte gemein hat, und wenn g die Raumcurve schneidet, 
„ausser dem Schnittpunkte höchstens noch zwei Punkte. Die 
„Fläche F wird von keiner Secante in einem ausserhalb der 
„Raumcurve k gelegenen Punkte geschnitten. Sie kann mit 
„derjenigen Fläche zusammenfallen, auf welcher die sämmt- 
„lichen Tangenten von k liegen; in einem anderen speciellen 
„Falle G kann sie von einer beweglichen Secante beschrieben 
„werden, die an einer beliebigen Nicht -Secante g hingleitet, 
„und sie zerfällt alsdann in eine Kegelfläche IL Ordnung Pk 
„und eine Regelfläche, wenn g einen Punkt P mit der Curve 
v k gemein hat. Die Fläche F hat mit keiner anderen solchen 
„Fläche IV. Ordnung mehr als vier Secanten gemein und ent- 
„hält desshalb auch höchstens vier Tangenten von Ar, wenn 
„nicht alle Tangenten. Sie schneidet sich selbst in jedem auf 
„ihr liegenden Theile der Raumcurve &, so dass letztere als 
„Doppelcurve der Fläche aufzufassen ist. Von einer belie- 
bigen Ebene e wird folglich die Fläche F in einer Curve 
„IV. Ordnung geschnitten; und letztere hat jeden gemein- 
schaftlichen Punkt P von k und e zum Doppelpunkt, indem 
„keine durch P gelegte Gerade in mehr als zwei von P ver- 
schiedenen Punkten die Curve treffen kann. Geht die Ebene 
„s durch eine Secante a, welche auf der Fläche F liegt, so 
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„schneidet sie die Fläche ausserdem in einer Curve III. Ord- 
nung, die einen auf k liegenden Doppelpunkt besitzt und 
„durch jeden gemeinschaftlichen Punkt von a und k hindurch- 
geht. Wenn endlich die Ebene e zwei Secanten a und b mit 
„der Fläche F gemein hat, so schneidet sie die Fläche noch 
„in einer Curve IL Ordnung, welche von a und b in je einem 
„Punkte der Raumcurve k getroffen wird; in dem vorhin er- 
mähnten speciellen Falle G der Fläche F zerfällt die Curve 
„IL Ordnung in die Gerade g und eine Secante." 
Schneiden wir das Secantensystem der Raumcurve k III. Ord- 
nung durch eine beliebige Ebene 2, so erhalten wir ein ebenes 
System, welches auf das ursprünglich gegebene System 2^ in sehr 
bemerkenswerther Weise bezogen ist. Jedem Punkte von 2| ent- 
spricht eine Secante von k, also auch deren Schnittpunkt iu 2; 
jeder Geraden von H t entspricht in dem Secantensystem eine 
Fläche IL Ordnung, welche durch die Raumcurve k geht, und 
daher in 2 ein Kegelschnitt, welcher alle gemeinschaftlichen Punkte 
von k und 2 enthält; jedem Strahleubüschel I. Ordnung von 2! 
entspricht in dem Secantensystem ein Flächenbüschel IL Ordnung 
und folglich in 2 ein Kegelschnittbüschel. Ich will diese Ver- 
wandtschaft der ebenen Systeme 2 und 2 { eine geometrische 
Verwandtschaft zweiten Grades nennen zum Unterschied 
von den Verwandtschaften der Collineation und der Reciprocität, 
die auch als geometrische Verwandtschaften ersten Grades 
bezeichnet werden könnten. Auch bei der collinearen Verwandt- 
schaft ebener Systeme entspricht jedem Punkte ein Punkt; jeder 
Geraden aber entspricht eine Gerade, und nicht wie bei der Ver- 
wandtschaft zweiten Grades ein Kegelschnitt. 

Aus der geometrischen Verwandtschaft zweiten Grades lassen 
sich sofort einige Haupt -Eigenschaften der Kegelschnittbüschel 
ableiten. Sei A t der Mittelpunkt eines in 2| liegenden Strahlen- 
büschels, und A der entsprechende Punkt von 2, durch welchen 
alle Curven des zugehörigen Kegelschnittbüschels hindurchgehen 
müssen, sei ferner g eine beliebige Gerade des Systemes 2. Wenn 
alsdann g weder einen Punkt mit der Raumcurve k gemein hat, 
noch eine Secante von k ist, so entsprechen den sämmtlichen Se- 
canten von &, die von den Punkten des geraden Gebildes g aus- 
gehen, die sämmtlichen Punkte eines in 2| liegenden und zu g 
projecti vischen Kegelschnitts ?|. Derselbe geht nicht durch A u 
wenn g nicht durch den Punkt A hindurchgeht; in diesem Falle 
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werden also die Punkte des Kegelschnitts yj durch den Strahlen- 
büschel A Y , und folglich diejenigen des geraden Gebildes g durch 
den Kegelschnittbüschel A involutorisch gepaart. Wenn das ge- 
rade Gebilde g in einem Punkte U die Raumcurve k schneidet, 
so hat es mit den Kegelschnitten des Büschels noch je einen von U 
verschiedenen Punkt gemein; den Secanten aber, welche ausser- 
halb des Punktes U von g getroffen werden, entsprechen in 2, x 
die sämmtlichen Punkte eines zu g projectivischen geraden Ge- 
bildes g v Wenn endlich g durch den Punkt A hindurchgeht, so 
hat das gerade Gebilde ebenfalls mit den Kegelschnitten des Büschels 
noch je einen Punkt gemein, der von A verschieden ist; ihm ent- 
spricht in 2j ein durch A x gehender und zu g projectivischer 
Kegelschnitt y|. Da nun alle in 2 t liegenden geraden Gebilde^ 
und alle durch A t gehenden Kegelschnitte yi durch den Sirahlen- 
büschel A { projectivisch auf einander bezogen werden, so folgt: 
Durch den Kegelschnittbüschel werden alle geraden Gebilde g, 
welche je einen gemeinschaftlichen Punkt der Kegelschnitte ent- 
halten, projectivisch auf einander bezogen, so dass auf jedem 
Kegelschnitt eine Gruppe homologer Punkte der geraden Gebilde 
liegt. Jede Gerade, welche durch keinen solchen gemeinschaft- 
lichen Punkt hindurchgeht, wird von dem Kegelschnittbüschel in 
einem involutorischen geraden Gebilde geschnitten, so dass je 
zwei einander zugeordnete Punkte dieses Gebildes auf einem und 
demselben Kegelschnitt des Büschels liegen. 
Aus dem zweiten dieser Sätze folgt, dass der Büschel durch 
irgend zwei seiner Kegelschnitte völlig bestimmt ist. Um nämlich 
einen beliebigen dritten , durch einen gegebenen Punkt P gehen- 
den Kegelschnitt des Büschels zu construiren, legen wir durch P 
Strahlen, welche die gegebenen beiden Kegelschnitte ot und ß in 
je zwei Punkten schneiden. Da a und ß bei der vorliegenden 
Art von Büscheln mindestens einen gemeinschaftlichen Punkt 
haben, so sind offenbar unendlich viele solche Strahlen möglich. 
Die beiden Punktenpaare, in welchen ein solcher Strahl * von a 
und ß geschnitten wird, bestimmen in s ein involu torisches gerades 
Gebilde; und suchen wir in diesem den zu P zugeordneten Punkt, 
so liegt derselbe auf dem durch P gehenden Kegelschnitt des 
Büschels. Sind von dem Büschel drei Kegelschnitte gegeben, 60 
kann ein beliebiger vierter auch mittelst des ersten der obigen 
Sätze sehr leicht construirt werden. 

Am Schlüsse des letzten Vortrages fanden wir: 
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Die sämmtlichen Kegelschnitte des Büschels schneiden oder be- 
rühren sich in jedem Punkte, in welchem irgend zwei von ihnen 
sich schneiden oder berühren; durch jeden anderen Punkt der 
Ebene geht ein einziger Kegelschnitt des Büschels (pag. 93). 
Die Polaren jedes beliebigen Punktes K in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büscfiels gehen durch einen und denselben Punkt K l . 
Jedem Punkte K der Ebene ist demnach hinsichtlich aller Kegel- 
schnitte des Büschels der Punkt K l conjugirt, welchen die Polaren 
von K mit einander gemein haben. Die Polarßn der sämmtlichen 
Punkte eines geraden Gebildes g in Bezug auf irgend zwei Kegel- 
schnitte a und ß bilden nun aber zwei zu g und folglich auch zu 
einander projectivische Strahlenbüschel; und da diese einen Kegel- 
schnitt y erzeugen, welcher durch die Mittelpunkte der Strahlen- 
büschel/ d. h. durch die Pole von g hindurchgeht, so folgt : 

„Den Punkten eines geraden Gebildes g sind hinsichtlich des 
„Kegelschnittbüschels die sämmtlichen Punkte eines zu g pro- 
„jectivischen Kegelschnitts y coujugirt, auf welchem auch die 
„Pole der Geraden g in Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels 
„enthalten sind." 
Das Secantensystem der Eaumcurve k III. Ordnung dachten 
wir uns erzeugt durch zwei zu einander collineare und zu dem 
ebenen Systeme 2j reciproke Strahlenbündel S und T, deren 
Mittelpunkte ganz beliebig auf k angenommen werden konnten. 
Diese Bündel werden von der Ebene 2 in zwei zu l x reciproken 
ebenen Systemen geschnitten; die geometrische Verwandtschaft 
zweiten Grades kann desshalb auch ohne Hülfe der Raumcurve 
k auf folgende Art zwischen den ebenen Systemen 2 und 2| auf- 
gestellt werden. Wir beziehen 2 und 2j in doppelter Weise reci- 
prok auf einander, so dass jedem Punkte des einen Systemes zwei 
Gerade in dem anderen entsprechen, und weisen alsdann je zwei 
Punkte der Systeme einander zu, von denen jeder auf den beiden 
Geraden liegt, die dem anderen Punkte entsprechen. Jedem ge- 
raden Gebilde des einen Systemes entsprechen in dem anderen 
zwei Strahlenbüschel und folglich auch der Kegelschnitt, welchen 
diese Büschel mit einander erzeugen, und welcher zu dem geraden 
Gebilde projectivisch ist. Wir erkennen auf diesem Wege, dass 
das eine System 2 zu dem anderen 1 Y ganz dieselben Beziehungen 
hat, wie das letztere 2 X zu dem ersteren 2, dass also die vor- 
liegende Verwandtschaft zweiten Grades gleich der collinearen und 
der reciproken Verwandtschaft eine durchaus wechselseitige ist. 
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In der Ebene 2, durch welche wir das Secantensystem der 
Raumcurve k geschnitten haben, liegen auch einzelne Secanten 
und Punkte von Je, nämlich höchstens drei Punkte und drei Se- 
canten und mindestens ein Punkt und eine Secante. Die sämmt- 
lichen Punkte einer solchen Secante u entsprechen einem und 
demselben Punkte U x des ebenen Systemes Z v ; und einem solchen 
gemeinschaftlichen Punkte U von 2 und k entsprechen in Jüj die 
sämmtlichen Punkte einer Geraden «|, welcher in dem Secanten- 
system die Kegelfläche Uk II. Ordnung entspricht. Die Punkte 
U und U Y bilden also eine Ausnahme von der Regel, nach welcher 
jedem Punkte des einen Systemes ein einziger Punkt des anderen 
entspricht. Wir wollen sie Hauptpunkte der ebenen Systeme 
nennen, und die ihnen entsprechenden Geraden sollen Haupt- 
linien heissen. In jeder Ebene 2 liegen (pag. 74) eben so viele 
Punkte wie Secanten der Raumcurve HI. Ordnung; also: 

„Das ebene System 2 enthält eben so viele Hauptlinien wie 
„Hauptpunkte, also mindestens eine und höchstens drei; genau 
„so viele wie 2 besitzt auch 2 lt weil jedem Hauptpunkte des 
„einen Systemes eine Hauptlinie des anderen entspricht. Die 
„Verbindungslinie von zwei Hauptpunkten eines Systemes ist 
„eine Hauptlinie desselben und der Schnittpunkt von zwei 
„Hauptlinien ist ein Hauptpunkt. 44 
Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass jede Verbindungs- 
linie von zwei Punkten der Raumcurve k III. Ordnung eine Secante 
derselben ist, und jeder Schnittpunkt von zwei Secanten auf der 
Üurve liegt. 

Jedem geraden Gebilde von ^ entspricht in dem Secanten- 
system der Raumcurve k eine durch k gehende Fläche IL Ord- 
nung; und wir wissen, dass die Punkte einer beliebigen Secante 
paarweise einander conjugirt sind in Bezug auf alle durch k 
gelegten Flächen II. Ordnung. Die Kegelschnitte in 2, welche 
den geraden Gebilden von 2 X entsprechen, liegen nun aber auf 
diesen Flächen II. Ordnung, so dass sich ergiebt: 

„Die Kegelschnitte des einen Systemes 2, welche den Geraden 
„des anderen ly entsprechen, gehen durch alle Hauptpunkte 
„von 2; und jedem Punkte einer Hauptlinie von 2 ist ein 
„Punkt derselben Hauptlinie conjugirt hinsichtlich aller jener 
„Kegelschnitte." 
Analoges gilt für die Kegelschnitte von 2|, welche den Geraden 
von 2 entsprechen. 
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Einem beliebigen Kegelschnitt cpi von 2 t entspricht (pag. 99) 
in 2 eine Curve <p IV. Ordnung, welche jeden Hauptpunkt von 2 
zum Doppelpunkt hat. Geht cpi durch einen Hauptpunkt von 2|, 
so zerfällt cp in eine Hauptlinie von 2 und eine Curve III. Ord- 
nung mit einem Doppelpunkt. Geht <p r durch zwei Hauptpunkte 
von 2|, so zerfällt cp in zwei Hauptlinien von 2 und eine Curve 
IL Ordnung. Denken wir uns die geometrische Verwandtschaft 
zwischen 2 und 2i dadurch hergestellt, dass diese beiden Systeme 
in doppelter Weise reciprok auf einander bezogen wurden, so 
entsprechen dem Kegelschnitt <p£ von 2i zwei Strahlenbüschel 
IL Ordnung in 2, so wie die Curve, auf welcher je zwei homo- 
loge Strahlen dieser Büschel sich schneiden. D. h.: 

„Zwei projectivische Strahlenbüschel IL Ordnung, die in derselben 
„Ebene liegen, erzeugen im Allgemeinen eine Curve IV. Ord- 
„nung mit höchstens drei Doppelpunkten und mindestens einem 
„solchen. Diese Curve kann aber zerfallen in eine Gerade 
„und eine Curve III. Ordnung mit einem Doppelpunkt, oder 
„in zwei Gerade und einen Kegelschnitt, oder endlich in vier 
„Gerade." 

Sei U ein Hauptpunkt und g ein beliebiges durch ihn gehen- 
des gerades Gebilde von 2. Dann zerfällt der dem g entsprechende 
Kegelschnitt von 2! in die Hauptlinie t*|, welche dem Punkte U 
entspricht, und in ein zu g projectivisches gerades Gebilde g v 
Denn alle Secanten der Raumcurve &, welche von g ausserhalb 
des Punktes U getroffen werden, bilden eine Regelschaar, und 
dieser entspricht in 2i jenes gerade Gebilde g x . Die Gerade g x 
muss durch einen Hauptpunkt U x der Ebene 2i hindurchgehen; 
denn weil g ein Leitstrahl der Regelschaar ist, so liegt ein Strahl 
u derselben in der durch g gehenden Ebene 2, und der dem u 
entsprechende Hauptpunkt U x ist desshalb auf g x enthalten. Den 
8ämmtlichen durch U gehenden Geraden g von 2 müssen dem- 
nach die sämmtlichen durch U x gehenden Geraden g x von 2 X 
entsprechen. Wir wollen die Punkte U und U x zwei einander 
zugeordnete Hauptpunkte der Systeme nennen. Die Büschel 
U und U x sind projectivisch; denn einem beliebigen geraden Ge- 
bilde a von 2 entspricht in 2 l ein zu a projectivischer, durch 
U x gehender Kegelschnitt a x , und die Büschel U und U x liegen 
perspectivisch zu resp. a und otj. Also: 

„Die Hauptpunkte der Systeme 2 und 2i sind paarweise ein- 
ander zugeordnet, so dass jedem geraden Gebilde g von 2, 
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„welches durch einen Hauptpunkt U hindurchgeht, ein zu g 
„projectivisches gerades Gebilde g r von 2 Y entspricht, welches 
„durch den zugeordneten Hauptpunkt l\ hindurchgeht. Die 
„Büschel U und U x sind zu einander projectivisch in An- 
sehung ihrer einander entsprechenden Geraden." 
Wir können die ebenen Systeme in eine solche Lage zu ein- 
ander bringen, dass die Büschel U und l\ perspectivisch liegen, 
d. h. Schnitte eines und desselben Ebenenbüschels sind. Sei z 
die durch U und U Y gehende Axe dieses Ebenenbüschels; dann 
liegen je zwei einander entsprechende Punkte der Systeme mit z 
in einer Ebene. Projiciren wir die SyRteme 2 und £j beziehungs- 
weise aus zwei beliebigen, auf z liegenden Punkten S und S x , so 
erhalten wir zwei geometrisch verwandte Strahlenbündel. Je zwei 
einander entsprechende Strahlen dieser Bündel liegen mit z in 
einer Ebene und schneiden einander; und alle so entstehenden 
Schnittpunkte sind auf einer durch S und S x gehenden Fläche 
enthalten, welche mit jeder Ebene der Bündel S und S Y einen 
Kegelschnitt gemein hat, also eine Fläche U. Ordnung sein muss. 
Geht nämlich eine beliebige Ebene durch Sfy, so enthält sie 
zwei projeetivische Strahlenbüschel der Bündel S und fi^, und 
diese Strahlenbüschel erzeugen jenen Kegelschnitt. Geht die 
Ebene nur durch den Punkt S, so enthält sie von S einen Strahlen- 
büschel, welchem im Bündel S x eine durch S t U x gehende Kegel- 
fläche H. Ordnung entspricht, und letztere hat mit der Ebene den 
erwähnten, durch S gehenden Kegelschnitt gemein. Ist u die 
Hauptlinie von 2, welche dem Hauptpunkte U x von 2 X entspricht, 
so ist Su die Berührungs-Ebene der Fläche II. Ordnung im Punkte 
S; denn jeder in Su liegende Strahl von S entspricht dem ge- 
meinschaftlichen Hauptstrahle S t S der Bündel und berührt in S 
die Fläche. Man kann sich auf diese Weise mittelst der Flächen 
IL Ordnung eine sehr einfache und deutliche Vorstellung von der 
geometrischen Verwandtschaft zweiten Grades machen. 

Zwischen ebenen Systemen lassen sich noch zwei andere geo- 
metrische Verwandtschaften zweiten Grades aufstellen, die gleich 
der bisher untersuchten sofort auf Strahlenbündel übertragen 
werden können. Wir erhalten sie am Einfachsten, indem wir 
eines oder auch jedes der geometrisch verwandten Systeme 2 und 
£ 1 durch ein reeiprokes ebenes System ersetzen. Alsdann ent- 
spricht im Allgemeinen entweder jedem Punkt von 2 ein Strahl 
von I l9 jedem geraden Gebilde g von 2 ein zu g projeetivischer 
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Strahlenbüschel II. Ordnung von 2! und jedem Strahlenbüschel 
A x I. Ordnung von 2j ein zu A t projectivischer Kegelschnitt von 
2; oder es entspricht jedem Strahle von 2 ein Strahl von 2i und 
jedem Strahlenbüschel I. Ordnung von 2 oder 2! ein Büschel 
IL Ordnung in resp. 2| oder 2. Wenn 2 und 2 t eine Fläche 
II. Ordnung berühren, so erhalten wir z. B. die letzte Art der 
geometrischen Verwandtschaft, indem wir je zwei Strahlen der 
Systeme einander zuweisen, die in irgend einer Berührungs-Ebene 
der Fläche enthalten sind. 



Vierzehnter Vortrag. 

Collineare Systeme, welche in einander liegen. Invo- 
lutorische Systeme in der Ebene und im Räume. 



Zwei collineare Systeme 2 und 2|, die in derselben Ebene 
liegen, haben alle ihre Elemente entsprechend gemein oder sind 
identisch, sobald sie ein Viereck entsprechend gemein haben 
(pag. 13); sie liegen perspectivisch , d. h. sie haben ein gerades 
Gebilde und einen Strahlenbüschel entsprechend gemein, sobald 
sie drei Punkte einer Geraden oder auch drei Strahlen eines Punktes 
entsprechend gemein haben (pag. 16). Wie viele Punkte und 
Strahlen haben sie entsprechend gemein, wenn sie weder identisch 
sind, noch perspectivisch liegen? 

Um diese Frage zu entscheiden, nehmen wir ausserhalb der 
Ebene, in welcher die colli nearen Systeme 2 und 2i liegen, zwei 
beliebige Punkte S und Ä, an, deren Verbindungslinie weder 
einen Punkt noch einen Strahl trifft, der in den Systemen sich 
selbst"" entspricht. Projiciren wir sodann die Systeme 2 und 2i 
aus den resp. Punkten S und Sj, so werden diese zu Mittelpunkten 
von zwei collinearen Strahlenbündeln, welche eine Raumcurve 
III. Ordnung erzeugen Und jeder Punkt, welchen 2 und 2i ent- 
sprechend gemein haben, liegt auf dieser Raumcurve, denn er ist 
der Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel S und 
S t ; ebenso ist jeder Strahl, welchen 2 und 2i entsprechend ge- 
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mein haben, eine Secante der Raumcurve III. Ordnung. Wir er- 
halten somit den Satz (vergl. pag. 70 und 74): 

Zwei collineare ebene Systeme, die auf einander, aber nicht 
perspectivisch liegen, haben entweder die Eckpunkte und Seiten 
eine« Dreiecks, oder zwei Punkte und zwei Gerade (von denen 
die eine jene beiden Punkte verbindet und in einem derselben 
von der anderen Geraden geschnitten wird), oder endlich einen 
Punkt und eine Gerade entsprechend gemein. 
Diese drei Fälle treten ein, je nachdem die Raumcurve III. Ord- 
nung mit der Ebene der collinearen Systeme drei oder zwei 
Punkte oder einen Punkt gemein hat. 

Zwei collineare Strahlenbündel, die concentrisch, aber nicht 
perspectivisch liegen, haben also entweder die Kanten und Seiten 
eines Dreikants, oder zwei Strahlen und zwei Ebenen, oder einen 
Strahl und eine Ebene entsprechend gemein. Dieser Satz folgt 
aus dem vorhergehenden mittelst des Gesetzes der Reciprocität, 
oder auch, indem man die collinearen Bündel durch eine Ebene 
in zwei collinearen Systemen schneidet. Ebenso folgt: Sind im 
Räume gegeben ein ebenes System 2 und ein zu demselben colli- 
nearer Strahlenbündel S, so gehen im Allgemeinen mindestens 
ein Strahl und eine Ebene, und höchstens drei Strahlen und drei 
Ebenen von S durch die ihnen entsprechenden Elemente von 2; 
doch kann auch 2 zu einem Schnitt von S, oder zu S selbst 
perspectivisch liegen. 

Zwei collineare räumliche Systeme haben alle ihre Elemente 
entsprechend gemein oder sind identisch, sobald sie fünf Punkte 
entsprechend gemein haben, von denen keine vier in einer Ebene 
liegen (pag. 21); sie liegen perspectivisch, d. h. sie haben einen 
Strahlenbündel und ein ebenes System entsprechend gemein, so- 
bald sie ein ebenes Viereck oder auch ein Vierkant entsprechend 
gemein haben (pag. 19 und 24). Wenn zwei collineare räumliche 
Systeme 2 und 2i ein Tetraeder AB CD entsprechend gemein haben, 
und wenn ausserdem irgend einem Punkte P von 2, welcher in 
keiner Fläche des Tetraeders liegt, ein Punkt P t von üj entspricht, 
so können folgende Fälle eintreten: Wenn die Gerade PP X durch 
einen Eckpunkt A des Tetraeders hindurchgeht, so haben die 
Systeme vier Strahlen und folglich alle Elemente des Bündels A 
und ebenso das ebene System BCD entsprechend gemein, und 
liegen perspectivisch. Werden zwei Gegenkanten AB und CD 
des Tetraeders von der Geraden PP t geschnitten, 60 haben die 
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collinearen Systeme drei und folglich alle durch AB oder CD 
gehenden Ebenen, also auch alle auf diesen Kanten liegenden 
Punkte entsprechend gemein, so wie jeden Strahl, welcher sowohl 
von AB als auch von CD geschnitten wird. Schneidet PP V nur 
eine Kante AB des Tetraeders, so haben die Systeme drei und 
folglich alle durch AB gehenden Ebenen, also auch jeden auf 
CD liegenden Punkt entsprechend gemein, ausserdem aber die 
Ebenen Ä CD und BCD so wie jeden durch A oder B gehen- 
den Strahl dieser Ebenen. Wenn endlich die Gerade PP X mit 
keiner Kante des Tetraeders in einer Ebene liegt, so haben die 
collinearen Systeme nur die Eckpunkte, Kanten und Seiten des 
Tetraeders AB CD entsprechend gemein. 

Wir wollen nicht alle übrigen Fälle aufzählen, in denen zwei 
collineare räumliche Systeme einzelne oder auch unendlich viele 
Elemente entsprechend gemein haben, sondern uns mit folgenden 
Bemerkungen begnügen. Es kann der Fall eintreten (und die 
geschaart-involutorischen Systeme werden uns ein Beispiel hierfür 
liefern), dass die Systeme keinen Punkt und keine Ebene ent- 
sprechend gemein haben; wenn aber ein Punkt S des Systemes 
2 mit dem entsprechenden Punkte fy von 2 X zusammenfallt, so 
haben die collinearen Strahlenbündel aS und S x und folglich auch 
die räumlichen Systeme noch mindestens einen Strahl und eine 
Ebene entsprechend gemein. Ebenso wenn eine Ebene et von 2 
mit der entsprechenden Ebene a x von l x zusammenfällt, so haben 
die räumlichen Systeme mindestens einen Punkt und einen Strahl 
der Ebene a entsprechend gemein (pag. 107); denn a erscheint 
als Träger von zwei collinearen ebenen Systemen, die in den 
räumlichen Systemen einander entsprechen. 

Zwei collineare Gebilde können auch involutorische Lage 
haben, so dass jedem Elemente ein anderes doppelt entspricht. 
Die Gebilde haben alsdann unendlich viele Elemente entsprechend 
gemein, namentlich jeden Strahl, welcher irgend zwei homologe 
Punkte der Gebilde mit einander verbindet, oder in welchem 
irgend zwei homologe Ebenen sich schneiden. Denn wenn (Fig. 15) 
einem Punkte, den wir mit A oder B x bezeichnen wollen, je nach- 
dem er zu dem einen oder dem anderen der collinearen Gebilde 
gerechnet wird, zwei zusammenfallende Punkte A x und B ent- 
sprechen, so fällt auch die Gerade AB des ersten Gebildes mit 
ihrer entsprechenden A x B x zusammen. Liegen zwei collineare 
ebene Systeme involutorisch, so haben dieselben sonach unend- 
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lieh viele Strahlen entsprechend geraein und folglich perspec- 
tivische Lage. Je zwei homologe Punkte derselben liegen in einer 
Geraden mit dem Collineationscentrum S, welches in diesem Falle 
das Involutionscentrum heissen soll; und je zwei homologe 
Strahlen schneiden sich auf der Collineationsaxe w, welche in 
diesem Falle auch wohl Involutionsaxe genannt wird. Jede, 
durch das Involutionscentrum S 'gehende Gerade ist der Träger 
eines involutorischen geraden Gebildes, von welchem S und der 
auf u liegende Punkt die Ordnungspunkte sind; und ebenso ist 
jeder Punkt der Collineationsaxe u der Mittelpunkt eines invo- 
lutorischen Strahlenbüschels, von welchem u und der durch S 
gehende Strahl die Ordnungsstrahlen sind. Durch das Collineations- 
centrum und die Collineationsaxe sind also je zwei homologe 
Punkte oder Strahlen der Systeme harmonisch von einander ge- 
trennt. 

Zwei collineare Systeme 2 und 2 1? welche in derselben Ebene 
liegen, haben involutorische Lage, sobald irgend zwei Punkten 
AB X und CD X (Fig. 15) zwei andere Punkte A x B und C x D, die 
mit jenen ein Viereck bilden, in doppelter Weise entsprechen. 
Nämlich die Gerade AB entspricht der Geraden A x B x , d. h. sich 
selbst; und da in ihr die Punkte AB X und A x B einander doppelt 
entsprechen, so sind ihre sämmtlichen Punkte involutorisch ge- 
paart (I. Abth. pag. 117). Das Nämliche gilt von der Geraden 
CD oder C\D X . Die Geraden AB und CD schneiden sich in 
einem Punkte S, welcher sich selbst entspricht und in jedem der 
involutorischen geraden Gebilde AB und CD ein Ordnungspunkt 
ist. Jede beliebige Gerade der Ebene, die nicht durch S geht, 
schneidet die Geraden AB und CD in zwei Punkten; ihr ent- 
spricht folglich diejenige' Gerade doppelt, welche die zugeordneten 
beiden Punkte von A B und CD mit einander verbindet. Und je 
zwei Punkte der Systeme müssen einander doppelt entsprechen, 
weil sie als Schnittpunkte von Geraden angesehen werden können, 
die einander doppelt entsprechen. Der Schnittpunkt S von AB 
und CD ist das Involutions- Centrum, und die Gerade tt, auf 
welcher die übrigen Gegenseiten des vollständigen Vierecks 
AB CD sich paarweise schneiden, ist die Involutions - Axe der 
Systeme. 

Betrachten wir die involutorisch liegenden Systeme als ein ein- 
ziges System, dessen Punkte und Strahlen paarweise einander zuge- 
ordnet sind, so soll dasselbe ein involutorisches ebenes System 
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genannt werden. Die soeben gewonnenen Ergebnisse lassen sich 
dann wie folgt zusammenstellen : 

„In einem involutorischen ebenen Systeme liegen je zwei ein- 
ander zugeordnete Punkte mit dem Involutionscentrum in 
„einer Geraden und sind durch dieses und die Involutionsaxe 
„harmonisch getrennt; je zwei einander zugeordnete Strahlen 
„schneiden sich auf der Involutionsaxe, und sind durch diese 
„und das Involutionscentrum harmonisch getrennt. Um die 
„Elemente eines ebenen Systemes involutorisch zu paaren, kann 
„man irgend zwei Punkten P und Q zwei beliebige andere . 
„Pj und Q| zuordnen, welche mit P und Q ein Viereck bilden; 
„oder man kann das Iuvolutionscentrum S und die Involutions- 
„axe u willkürlich in der Ebene annehmen." 
Jede Curve KA L , welche durch zwei Punkte K und L der 
Involutionsaxe begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Curve 
KA X L eine involutorische Curve. Ebenso erhalten wir eine 
involutorische Curve , wenn wir zu einer Curve S AK oder auch 
PAP\, welche entweder vom Involutionscentrum S und einem 
Punkte K der Involutionsaxe, oder auch von zwei einander zuge- 
ordneten Punkten P und P t begrenzt ist, die zugeordnete Curve 
SAi K oder P { A x P hinzufügen. Ein beliebiger Kegelschnitt z. B. 
erscheint als involutorische Curve, wenn ein beliebiger innerhalb 
oder ausserhalb desselben gelegener Punkt S als Involutions- 
centrum und dessen Polare u als Involutionsaxe angenommen 
wird. Der unendlich fernen Geraden ist, beiläufig bemerkt, eine 
zu u parallele Gerade g zugeordnet, welche den Abstand von S und 
u halbirt. Der Kegelschnitt ist also eine Hyperbel, Parabel oder 
Ellipse, je nachdem er mit der Geraden g zwei Punkte M und 
N) oder einen Punkt P oder keinen Punkt gemein hat; und im 
ersten Fall sind die Asymptoten zu SM und SN parallel, im 
zweiten ist S P ein Durchmesser der Parabel. Hiedurch ist sehr 
einfach die Aufgabe gelöst: 

„Zu entscheiden, ob ein Kegelschnitt, von welchem nur ein 

„begrenztes Stück gegeben ist, eine Hyperbel, Parabel oder 

„Ellipse ist." 

Ein involutorisches ebenes System wird aus jedem nicht in 

ihm gelegenen Punkte durch einen involutorischen Strahlenbündel 

projicirt. Die Ihvolutions- Ebene dieses Bündels geht durch die 

Involutionsaxe u des ebenen Systemes, und die Involutionsaxe 

des Bündels geht durch das Involutionscentrum S des Systemes. 
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Zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2] haben invo- 
lutorische Lage, wenn zwei ebene Systeme et und a t derselben, 
die nicht auf einander liegen, einander doppelt entsprechen, d. h. 
jedem Elemente des einen a ein Element des anderen ot| doppelt 
entspricht. Denn jeder beliebigen Ebene, welche die beiden 
ebenen Systeme a und cq in den Geraden g und l schneidet, 
entspricht alsdann diejenige Ebene doppelt, welche die zugeord- 
neten Geraden </ t und l x der resp. Ebenen ot| und a mit einander 
verbindet; und da jeder Punkt oder Strahl des Raumes als Schnitt 
von drei oder zwei solchen Ebenen betrachtet werden kann, so 
entspricht ihm der Schnittpunkt oder die Schnittlinie der zuge- 
ordneten Ebenen in doppelter Weise. Weil somit jedem Elemente, 
ein anderes doppelt entspricht, so können wir auch die involu- 
torisch liegenden räumlichen Systeme als ein einziges involutorisches 
System auffassen, dessen Elemente paarweise einander zugeord- 
net sind. 

Jeder Strahl, welcher zwei einander zugeordnete Punkte des 
involutorischen Systemes mit einander verbindet, oder in welchem 
zwei einander zugeordnete Ebenen sich schneiden, fällt mit dem 
ihm entsprechenden Strahle zusammen, ist also sich selbst zuge- 
ordnet. Dieses gilt auch von der Geraden s, in welcher die ein- 
ander zugeordnete Ebene a und a| sich schneiden. Wir erhalten 
nun zwei wesentlich verschiedene Arten involutorischer Systeme, 
je nachdem in der Geraden s jeder Punkt mit seinem zugeord- 
neten zusammenfällt oder nicht. 

Im ersteren Falle haben die ebenen Systeme a und * x das 
gerade Gebilde 8 entsprechend gemein; sie liegen folglich perspec- 
tivisch, und erzeugen einen Strahlenbündel £, dessen sämmtliche 
Strahlen und Ebenen sich selbst zugeordnet sind, weil sie je 
zwei einander zugeordnete Elemente von a und o^ mit einander 
verbinden. Die collinearen räumlichen Systeme 2 und l x haben 
den Strahlenbündel S und folglich noch ein ebenes System T 
entsprechend gemein, sie liegen perspectivisch; in dem von ihnen 
gebildeten involutorischen System ist somit ebenfalls jedes Element 
der Ebene Y sich selbst zugeordnet. Ein involutorisches System 
dieser Art wird ein perspectivisch-involutorisches genannt; 
und der Punkt S, mit welchem je zwei zugeordnete Punkte des 
Systemes in einer Geraden und je zwei zugeordnete Gerade in 
einer Ebene liegen müssen, heisst das Involutions-Centrum, 
die Ebene Y dagegen, auf welcher je zwei einander zugeordnete 
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Strahlen oder Ebenen sich schneiden müssen, heisst die Invo- 
lutions-Ebene des Systemes. Wir können die Haupt-Eigen- 
schaften dieser Art von involutorischen Systemen wie folgt zu- 
sammenfassen : 

„Im perspectivisch- involutorischen Systeme ist jede durch das In- 
„volutionscentrum £ gehende Gerade oder Ebene und jeder in 
„der Involutions- Ebene T liegende Punkt oder Strahl sich 
„selbst zugeordnet. Jede durch S gehende Ebene igt der 
„Träger eines involutorischen ebenen Systemes, dessen Invo- 
„lutionscentrum der Punkt S ist, und welches von T in seiner 
„Involutionsaxe geschnitten wird; ebenso ist jeder auf X liegende 
„Punkt der Mittelpunkt eines involutorischen Strahlenbündels, 
„dessen Involutionsebene T ist und dessen Involutionsaxe durch 
„S hindurchgeht. Hieraus folgt, dass je zwei einander zuge- 
ordnete Punkte, Strahlen oder Ebenen durch das Involutions- 
„centrum S und die Involutionsebene T harmonisch getrennt 
„sind. Um die Elemente des Raumes involutorisch zu paaren, 
„kann man das Involutionscentrum S und die Involutionsebene 
„T willkürlich annehmen, oder auch S und zwei einander zu- 
geordnete Ebenen a und a l} oder T und zwei einander zuge- 
ordnete Punkte A und A x . a 

Jede gewundene Curve, welche entweder von zwei Punkten 
K und L der Involutionsebene, oder von zwei einander zugeord- 
neten Punkten A und A l , oder endlich vom Involutionscentrum 
S und einem Punkte K der Involutionsebene begrenzt wird, bildet 
mit der ihr zugeordneten Curve eine sogenannte involutorische 
Raum curve. Jede Fläche, welche von einer involutorischen oder 
auch von einer sich selbst zugeordneten Curve begrenzt wird, 
bildet mit der ihr zugeordneten Fläche eine involutorische 
Fläche. Z. B. eine beliebige Fläche F II. Ordnung erscheint als 
involutorische Fläche, wenn irgend eine sie nicht berührende 
Ebene Y als Involutionsebene, und deren Pol S als Involutions- 
centrum angenommen wird. Die Fläche F ist ein Hyperboloid 
oder ein Paraboloid oder endlich ein Ellipsoid, je nachdem sie 
von der zu T parallelen Ebene y> welche den Abstand von S und 
T halbirt, in einer Curve k geschnitten oder in einem Punkte P 
berührt oder gar nicht getroffen wird; denn jedem gemeinschaft- 
lichen Punkte P von F und y ist auf dem Strahle SP ein un- 
endlich ferner Punkt der Fläche F zugeordnet, weil 7 und die 
unendlich ferne Ebene einander entsprechen. Im. Falle des Hyper- 
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boloides ist also die Kegelfläche Sk dem Asymptotenkegel parallel; 
im Falle des Paraboloides ist SP ein Durchmesser desselben. 

Wir wollen jetzt die zweite Art der involutorischen räum- 
lichen Systeme untersuchen, das sogenannte geschaart-invo- 
lutorische System. Je zwei einander zugeordnete ebene Systeme 
a und a x desselben haben nicht alle Punkte ihrer Schnittlinie 8 
entsprechend gemein, obgleich diese Gerade sich selbst zugeordnet 
ist; vielmehr sind die Punkte von s einander paarweise zugeord- 
net, also involutorisch gepaart. Das involutorische gerade Ge- 
bilde s hat entweder zwei Ordnungspunkte ?7, V oder keine sich 
selbst zugeordneten Punkte. Im letzteren Falle giebt es keine 
sich selbst zugeordnete Ebene, weil dieselbe von der Geraden 8 
in einem sich selbst zugeordneten Punkte geschnitten werden 
müsste, wenn sie nicht durch s hindurchgeht; wäre aber eine 
durch s gehende Ebene sich selbst zugeordnet, so müsste sie der 
Träger eines involutorischen Systemes sein, dessen Involutionsaxe 
mit s einen sich selbst zugeordneten Punkt gemein hätte. Auch 
giebt es in diesem Falle keinen sich selbst zugeordneten Punkt^ 
weil derselbe aus 8 durch eine sich selbst zugeordnete Ebene 
projicirt werden müsste. Wenn dagegen das involutorische gerade 
Gebilde s zwei Ordnungspunkte U und V besitzt, die also in dem 
involutorischen Systeme sich selbst zugeordnet sind, so giebt es 
zwei durch resp. U und V gehende Gerade u und i?, deren sämmt- 
liche Punkte und Ebenen sich selbst zugeordnet sind und welche 
die Involutionsaxen des Systemes genannt werden sollen. Seien 
nämlich A und A x irgend zwei einander zugeordnete Punkte der 
Ebenen a und ai, welche nicht auf der Geraden 8 liegen ; dann ist die 
Gerade AA X und folglich auch jede der Ebenen JJAA X und VÄAi 
sich selbst zugeordnet. Diese Ebenen sind die Träger von zwei 
involutorischen ebenen Systemen, weil ihre Punkte involutorisch 
gepaart sind, und da ihre Involutionscentra U v und V x mit A 
und A x auf einer Geraden liegen, so müssen ihre resp. Invo- 
lutionsaxen u und v durch die sich selbst zugeordneten Punkte U 
und V gehen und mit den Geraden Ü V x und V U x zusammenfallen. 

Die Punkte U x und V x sind als Ordnungspunkte des involu- 
torischen geraden Gebildes A A x durch die einander zugeordneten 
Punkte A und A x harmonisch getrennt; und hieraus ist leicht 
zu erkennen, dass u und v einander nicht schneiden können. 
Und weil nun jeder Punkt der Involutionsaxen u und v sich 
selbst zugeordnet ist, so gilt dasselbe von jedem Strahle, welcher 

Heye, Geometrie der Lage. IL g 
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zwei Punkte von « und v mit einander verbindet, sowie von jeder 
Ebene, welche durch eine dieser Axen hindurchgeht und also 
dieselbe mit einem sich selbst zugeordneten Punkte der anderen 
Axe verbindet. 

Wir können diese Ergebnisse wie folgt zusammenstellen: 
„Ein geschaart-involutorisches System hat entweder gar keine 
„Punkte und Ebenen, die sich selbst zugeordnet sind, oder es 
„besitzt zwei Involutions-Axeu u und v, die nicht in einer 
„Ebene liegen und deren sämmtliche Punkte und Ebenen 
„sich selbst zugeordnet sind. Jede durch eine dieser 
„Involutions-Axen gehende Ebene ist der Träger eines invo- 
„lutorischen ebenen Systemes, dessen Involutions-Centrum auf 
„der anderen Axe liegt; und jeder auf einer der Involutions- 
„Axen liegende Punkt ist der Mittelpunkt eines involu torischen 
„Strahlenbündels, dessen Involutions - Ebene durch die andere 
„Axe hindurchgeht. Daraus folgt, dass je zwei einander zu- 
ngeordnete Punkte, Gerade oder Ebenen durch die Involutions- 
„Axen u und v harmonisch getrennt sind. Die Verbindungs- 
linie von beliebigen zwei einander zugeordneten Punkten A, 
r) A l und ebenso die Schnittlinie von beliebigen zwei einander 
„zugeordneten Ebenen a und ai ist sich selbst zugeordnet und 
„schneidet beide Involutions-Axen." 

Wir wollen der Kürze wegen jeden sich selbst zugeordneten 
Strahl einen Leitstrahl des geschaart-involutorischen Systemes 
nennen, so dass jede Verbindungslinie von zwei einander zuge- 
ordneten Punkten und jede Schnittlinie von zwei einander zuge- 
ordneten Ebenen ein Leitstrahl ist. 

„Wenn zwei Leitstrahlen a, b sich schneiden, so ist ihr Schnitt- 
punkt ab und ebenso ihre Ebene ab sich selbst zugeordnet, 
„und der erstere liegt auf einer der beiden Involutions-Axen 
„«, v, während die letztere durch die andere Involutions -Axe 
„hindurchgeht. In einem geschaart-involutorischen Systeme, 
„welches keine sich selbst zugeordneten Punkte besitzt, geht 
„also durch jeden Punkt A nur ein Leitstrahl AA V , und eben- 
„so liegt in jeder Ebene ot nur ein Leitstrahl aa !? in welchem 
„die Ebene et von der ihr zugeordneten Ebene a x geschnitten 
„wird. Die sämmtlichen Leitstrahlen, welche von zwei ein- 
ander zugeordneten und nicht in einer Ebene liegenden Ge- 
nraden g, g x geschnitten werden, bilden eine Regelschaar; 
„dieselbe wird sowohl von den projeeti vischen geraden Ge- 
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„bilden <7, g } , als auch von den projecti vischen Ebenenbüscheln 
„<7, g x erzeugt. Diese Regelschaar ist die Leitschaar von 
„ einer zweiten Regelschaar, zu welcher auch g und g x ge- 
„hören, und deren Strahlen involutorisch gepaart sind, weil 
„je zwei zugeordnete Strahlen einander in doppelter Weise 
„entsprechen. Durch drei Leitstrahlen a, 6, c, von denen 
„keine zwei sich schneiden, ist eine Regelschaar bestimmt, 
„deren sämmtliche Strahlen aus Leitstrahlen des Systemes 
„bestehen; denn jeder Geraden g, welche von a, b und c gleich- 
zeitig geschnitten wird, ist eine eben solche Gerade g x zuge- 
ordnet, und die projectivischen geraden Gebilde g und g x 
.erzeugen jene Regelschaar abc. u 

Die perspectivisch- und die geschaart-involutorischen Systeme 
unterscheiden sich hauptsächlich durch Folgendes. In den er- 
steren wird ein Strahl, der nicht sich selbst zugeordnet ist, stets 
von dem ihm zugeordneten Strahle geschnitten; in den letzteren 
Systemen nur dann, wenn der Strahl mit einer der Involutions- 
Axen in einer Ebene liegt. In einem perspectivisch-involutorischen 
Systeme ist jeder sich selbst zugeordnete Strahl entweder der 
Träger eines involutorischen geraden Gebildes, und alsdann ist 
jede durch ihn gehende Ebene sich selbst zugeordnet und geht 
durch das Collineations - Centrum ; oder er ist der Träger eines 
involutorischen Ebenenbüschels, und in diesem Falle ist jeder 
seiner Punkte sich selbst zugeordnet und in der Collineations- 
Ebene gelegen. Dagegen ist im geschaart-involutorischen Systeme 
jeder Leitstrahl der Träger eines involutorischen geraden Gebildes 
und eines involutorischen Ebenenbüschels; und nur wenn der 
Leitstrahl eine der beiden Involutions-Axen des Systemes ist, 
muss jeder Punkt und jede Ebene desselben sich selbst zugeord- 
net sein. 

Eine beliebige Fläche F IL Ordnung erscheint als involu- 
torische Fläche eines geschaart-involutorischen Systemes, wenn 
irgend eine Gerade w, welche die Fläche nicht berührt, und die 
Polare v derselben als Involutions-Axen des Systemes angenommen 
werden. Je zwei Punkte A und A v der Fläche, deren Verbindungs- 
linie AA V sowohl von u als auch von v geschnitten wird, sind 
durch u und v, d. h. durch die beiden auf u und v liegenden 
Schnittpunkte, harmonisch getrennt. 



8* 
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Fünfzehnter Vortrag. 

Strahlencomplexe, welche von collinearen räumlichen 
Systemen erzengt werden. 



Zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2 X , welche nicht 
perspectivisch liegen, erzeugen einen Strahlencomplex, welchem 
jede Schnittlinie von zwei homologen Ebenen und jede Verbin- 
dungslinie von zwei homologen Punkten angehört. Die Elemente 
dieses Strahlencomplexes will ich die Ordnungsstrafen der ge- 
gebenen collinearen Systeme nennen; ihre Vertheiluug im 
unendlichen Räume, so wie ihre Abhängigkeit von einander und 
von der collinearen Verwandtschaft der Systeme 2 und 2i bilden 
den Gegenstand dieses Vortrages. 

Zunächst können wir die Ordnungsstrahlen collinearer Systeme 
auch wie folgt definiren: 

„In zwei collinearen räumlichen Systemen 2 und 2 y soll jeder 
„Strahl s, welcher mit seinem entsprechenden 8 } in einer 
„Ebene liegt, ein Ordnungsstrahl genannt werden. In jedem 
„Ordnungsstrahle liegen zwei einander entsprechende Punkte 
„und schneiden sich zwei homologe Ebenen der collinearen 
„Systeme." 
Wirklich stimmt diese zweite Definition mit der ersten völlig 
überein. Sind nämlich P und P, zwei homologe Punkte der Sy- 
steme 51 und Zi, so entspricht dem Strahle s von 2, welcher P 
mit P x verbindet, ein durch P x gehender Strahl 8 V von 2|, weil 
8 durch P geht; und 8 liegt folglich mit s Y in einer Ebene, da 
beide den Punkt P x enthalten. Sind anderseits iz und iU| zwei 
homologe Ebenen von Z und 2|, so entspricht dem Strahle tc^! 
oder 8 von 2 ein Strahl s x von 2i, und weil 8 in tt liegt, so muss 
#1 in K| liegen; also sind auch in diesem Falle 8 und 8 X in einer 
Ebene tzi enthalten. Wenn umgekehrt ein Strahl 8 von 2 mit 
dem entsprechenden Strahle 8 y von 2! einen Punkt P v gemein 
hat, so entspricht diesem Punkte P x von * t ein Punkt P von », 
und s ist folglich die Verbindungslinie von zwei homologen Punkten 
P und P x der. collinearen Systeme; ebenso entspricht der Ebene 
iz x von *|, welche diesen Strahl mit s verbindet, eine Ebene iz 
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von «, oder 8 ist die Schnittlinie von zwei homologen Ebeuen der 
Systeme. 

Die beiden collinearen Systeme können, wie wir gesehen 
haben, einzelne oder auch unendlich viele Punkte und Ebenen 
entsprechend gemein haben. Jeder solche Punkt soll ein Haupt- 
punkt, und jede sich selbst entsprechende Ebene eine Haupt- 
ebene der Systeme genannt werden. Jeder Strahl eines Haupt- 
punktes hat mit seinem entsprechenden diesen Hauptpunkt gemein, 
und jede Gerade einer Hauptebene wird mit ihrer entsprechen- 
den durch diese Haupt-Ebene verbunden; oder: 

Jeder durch einen Hauptpunkt gehende oder in einer Hauptebene 
liegende Strahl ist ein Ordnung sstrahl. 

Da je zwei Strahlenbündel P und P x und je zwei ebene Sy- 
steme, die in den räumlichen Systemen 2 und 2! einander ent- 
sprechen, ebenfalls collinear sein müssen, so können wir auf Grund 
des zehnten Vortrages folgenden Satz aufstellen: 



Die Ordnungsstrahlen, durch 
welche die Punkte einer Ebene 
7t mit den homologen Punkten 
der entsprechenden Ebene tti 
verbunden werden, sind zugleich 
die sämmtlichen Axen eines 
Ebenenbüschels III. Ordnung. 



Die Ordnungsstrahlen , in 
welchen die Ebenen eines 
Strahlenbündels P von den ho- 
mologen Ebenen des entsprechen- 
den Bündels P A geschnitten wer- 
den, sind zugleich die sämmt- 
lichen Secanten einer Raumcurve 
III. Ordnung. 

Dieser Satz erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn links ent- 
weder der Strahl PP X sich selbst entspricht oder in einer Haupt- 
ebene liegt, und wenn rechts der Strahl tttti entweder mit seinem 
entsprechenden zusammenfällt oder durch einen Hauptpunkt hin- 
durchgeht. Damit dieser Ausnahmefall, welcher auch im zehnten 
Vortrage ausdrücklich ausgeschlossen wurde, nicht zur Regel 
werde , wollen wir von jetzt an voraussetzen , dass weder jeder 
Ordnungsstrahl sich selbst entspreche, noch auch durch jeden 
Punkt des Raumes eine Haupt-Ebene hindurchgehe. Wir schliessen 
durch diese Annahme nur gewisse specielle Fälle aus, die wenig 
Interesse bieten; namentlich die Fälle, in welchen die collinearen 
Systeme einen Ebenenbüschel entsprechend gemein haben, oder 
auch involutorisch liegen. 



Alle durch einen Punkt P 
gehenden Ordnungsstrahlen bil- 
den eine Kegelfläche IL Ordnung, 



Alle in einer Ebene ir liegen- 
den Ordnungsstrahlen bilden 
einen Strahlenbüschel II. Ord- 
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welche der Ordnungskegel 
des Punktes P heissen soll. 



nung, welcher der Ordnungs- 
strahlenbüschel der Ebene tz 
heissen soll. 

Durch die Kegelfläche II. Ordnung wird nämlich aus dem Punkte 
P die Raumcurve III. Ordnung projicirt, welche der Strahlenbündel 
P mit dem ihm entsprechenden Bündel P x erzeugt, und deren 
sämmtliche Secanten zugleich Ordnungsstrahlen sind. Auch dieser 
Satz erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn P auf einer sich 
selbst entsprechenden Geraden oder Ebene liegt, oder wenn tz 
durch einen sich selbst entsprechenden Strahl oder Punkt hin- 
durchgeht. 

„Wenn ein Strahlenbüschel S I. Ordnung mehr als zwei 
„Ordnungsstrahlen enthält, so ist jedes Element desselben ein 
„Ordnungsstrahl, und sein Mittelpunkt liegt in einer Haupt- 
„Ebene, während gleichzeitig seine Ebene durch einen Haupt- 
punkt hindurchgeht." 
Dem Strahlenbüschel S von 2 entspricht in 2^ ein Büschel S|. 
Liegen nun diese Büschel entweder in einer Ebene, oder concen- 
trisch, oder perspectivisch , so wird jeder Strahl des Büschels S 
von dem entsprechenden Strahle des Büschels S x geschnitten; die 
durch den Mittelpunkt S gehenden Ordnungsstrahlen bilden also keine 
Kegeliläche, und die in der Ebene des Büschels liegenden Ordnungs- 
strahlen bilden keinen Büschel II. Ordnung. In diesen drei Fällen muss 
also der Mittelpunkt S auf einer Haupt-Ebene liegen und die Ebene 
S durch einen Hauptpunkt gehen, wie schon bei dem vorhergehenden 
Satze angeführt wurde. Findet keiner der genannten drei Fälle Statt, 
so sind in dem Ebenenbüschel SS Xl durch welchen der Strahlen- 
büschel S aus dem Punkte S l projicirt wird, höchstens zwei 
Ebenen enthalten, welche durch die ihnen entsprechenden Strahlen 
des Büschels Sj hindurchgehen. (I. Abth. pag. 45.) 



Zwei Ordnungskegel P und Q, 
welche sich in einem Ordnungs- 
8trahh P Q schneiden, haben 
ausserdem eine Raumcurve III. 
Ordnung k mit einander gemein, 
deren sämmtliche Secanten aus 
Ordnungsstrahlen bestehen. Diese 
Curve soll eine Ordnungscurve 
des Strahlencomplexes genannt 
werden. 



Zwei Ordnungsbüschel, welche 
die Schnittlinie ihrer Ebenen mit 
einander gemein haben, erzeugen 
im Allgemeinen einen Ebenen- 
büschel III. Ordnung, dessen 
sämmtliche Axen aus Ordnungs- 
strahlen bestehen. Dieser Büschel 
soll ein Ordnungs - Ebenen- 
büschel des Strahlencomplexes ge- 
nannt werden. 
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Es mögen die Ordnungskegel P, Q und ihre Schnittcurve k als 
Gebilde von 2 betrachtet werden, denen im Systeme 2 X die ana- 
logen Gebilde P x , Q x und k x entsprechen. Der Ordnungsstrahl 
PQ liegt mit dem entsprechenden Strahl P x Q x in einer Ebene, 
und folglich haben auch die Ordnungsstrahlen PPi und Q Q x 
einen Punkt Z x mit einander gemein, welcher den Curven k und 
k x angehört. Seien nun R und R x irgend zwei einander ent- 
sprechende Punkte von k und \ ; dann müssen die Geraden 
PR und Q R, weil sie den Ordnungskegeln P und Q angehören, 
von den resp. entsprechenden Geraden P x R x und Q, R x geschnitten 
werden. Die Ebenen PR R x P x und Q R R x Q x gehen aber beide 
durch den Punkt Z l% und folglich geht auch ihre Schnittlinie 
RR X durch Z x . Also jeder Strahl, welcher Z x mit irgend einem 
Punkte von k x verbindet , geht auch durch den entsprechenden 
Punkt von k und ist folglich ein Ordnungsstrahl. Dem Ordnungs- 
kegel Z x &! von 2! , durch welchen k x aus Z x projicirt wird, ent- 
spricht ein Ordnungskegel Zk von 2, welcher gleich Z x durch 
die Curve k geht, weil Z x k x die Curve k x enthält; und die Ord- 
nungsstrahlen, welche die collinearen Strahlenbündel Z und Z x 
mit einander erzeugen, sind sonach die sämmtlichen Secanten der 
Ordnungscurve k. Dem vorigen Satze links kann hiernach der 
folgende hinzugefügt werden: 

„Auf jeder Ordnungscurve k des Strahlencomplexes giebt es zwei 
„einander entsprechende Punkte Z und Z 1? durch deren homologe 
„Ebenen die sämmtlichen Secanten der Curve erzeugt werden." 
Es werde eine beliebige andere Ordnungscurve l durch zwei 
einander entsprechende Strahlenbündel Y und Y x erzeugt; dann 
haben k und l jede Secante mit einander gemein, in welcher 
irgend eine Ebene des Büschels YZ von der entsprechenden 
Ebene des Büschels Y x Z x geschnitten wird. Da diese Ebenen- 
büschel projectivisch sind, so gilt aber der Satz: 



Die sämmtlichen Ordnungs- 
strahlen, welche von zwei homo- 
logen Ebenenbüscheln der colli- 
nearen Systeme erzeugt werden, 
bilden eine Kegelfläche II. Ord- 
nung oder eine Regelschaar, je 
nachdem die Axen der Büschel 
Ordnungsstrahlen sind, also sich 
schneiden, oder nicht. 



Die sämmtlichen Ordnungs- 
strahlen, welche von zwei homo- 
logen geraden Gebilden der colli- 
nearen Systeme erzeugt werden, 
bilden einen Strahlenbüschel 
IL Ordnung oder eine Regel- 
schaar, je nachdem die Träger 
der geraden Gebilde Ordnungs- 
strahlen sind oder nicht. 
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Folglich ist der wichtige Satz bewiesen: 
Die gemeinschaftlichen Secan- I Die gemeinschaftlichen Axen 
ten von zwei beliebigen Ordnungs- ! von zwei beliebigen Ordnungs- 
curven k und 1 bilden entweder ' Ebenenbüscheln bilden entweder 



eine KegelfläcJie IL Ordnung oder 
eine Regelschaar. 



einen Strahlenbüschel IL Ordnung 
oder eine Regelschaar. 



Wir können auch sagen: Durch zwei beliebige Ordnungscurven 
k und l kann stets eine geradlinige Fläche IL Ordnung gelegt 
werden. 

Beiläufig ergiebt sich leicht die Anzahl der Hauptpunkte und 
Hauptebenen des Strahlencomplexes. Jeder durch einen Hauptpunkt 
gehende Strahl ist ein Ordnungsstrahl; also: 



Jeder Ordnungskegel geht 
durch die sämmtlichen Haupt- 
punkte des Strahlencomplexes; 
die Hauptpunkte liegen folglich 
auch auf jeder Ordnungscurve, 
in welcher irgend zwei Ordnungs- 
kegel sich schneiden. 



Jeder Ordnungs - Strahlen- 
büschel hat mit den sämmt- 
lichen Hauptebenen je einen 
Strahl gemein ; die Hauptebenen 
gehören folglich auch jedem 
Ordnungs - Ebenenbüschel an, 
welchen irgend zwei Ordnungs- 
Strahlenbüschel erzeugen. 
Werden nun auf einem Ordnungskegel P, dessen Mittelpunkt nicht 
sich selbst entspricht, zwei Ordnungscurven construirt, so können 
dieselben ausser dem Punkte P nicht mehr als vier Punkte A, B. 
C, D, mit einander gemein haben, weil sie sonst zusammenfallen 
würden (pag. 76) ; d.h.: 

„Der Strahlencomplex hat höchstens vier Hauptpunkte A, B, 
„C, D und höchstens vier Hauptebenen ABC, ABD, ACD 
»xxndlTCD.« — 

Natürlich können auch weniger als vier, es können unter Um- 
ständen gar keine Hauptpunkte und Hauptebenen vorhanden sein. 
Wenn aber vier Hauptpunkte vorkommen, so bilden dieselben ein 
Haupt-Tetraeder und die Flächen dieses Tetraeders sind zu- 
gleich die Hauptebenen des Strahlencomplexes. 

Ein Strahlencomiüex ist völlig bestimmt, sobald von demselben 
irgend zwei Ordnungscurven k und 1 gegeben sind. 
Der Ordnungskegel jedes auf k oder l gelegenen Punktes ist durch 
die Ordnungscurven völlig bestimmt; je zwei solche Ordnungs- 
kegel, deren Mittelpunkte auf einer der gemeinschaftlichen Secanten 
von k und l liegen, schneiden sich aber in einer neuen, von k 
und l verschiedenen Ordnungscurve, und mittelst der gegebenen 
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lassen sich somit unendlich viele neue Ordnungscurven finden. 
Jede derselben hat mit einer beliebig angenommenen Ebene rc 
mindestens eine Secante gemein, welche zu dem Ordnungs-Strahlen- 
büschel der Ebene gehört; und da dieser ein Büschel II. Ord- 
nung ist, so ist er schon durch fünf seiner Strahlen bestimmt 
und construirbar. Durch k und l sind also auch die Ordnungs- 
strahlen jeder beliebigen Ebene ir gegeben, und folglich alle Ord- 
nungsstrahlen des Complexes. 

Ein Strahlencomplex ist völlig bestimmt, sobald von demselben 

das Haupt - Tetraeder A B C 1 ) find ein Strahl s gegeben ist, 

welcher keine Kante des Tetraeders schneidet 
Der Ordnungskegel jedes auf s gelegenen Punktes P ist durch 
seine fünf Strahlen s, PA, PB, PC und PD gegeben; je zwei 
solche Ordnungskegel schneiden sich aber in einer Ordnungscurve, 
und dieser Satz lässt sich sonach ohne Weiteres auf den vorher- 
gehenden zurückführen. — Wird der Ordnungsstrahl s von der 
Haupt- Ebene BCD im Punkte S geschnitten, so ist jeder Strahl 
des in der Ebene As gelegenen Büschels S ein Ordnungsstrahl, 
weil dieser Büschel drei Ordnungsstrahlen enthält, nämlich SA. 
s und seinen in der Haupt- Ebene BCD gelegenen Strahl. Wir 
schliessen daraus: 



Zwei Ordnungskegel , deren 
Mittelpunkte mit einem Haupt- 
punkte A in einer Geraden liegen, 
werden von der gegenüber liegen- 
den Haupt- Ebene B CD in einer 
und derselben Curve 11. Ordnung 
geschnitten. 



Zwei Ordnungsstrahlenbüschel, 
deren Ebenen sich auf einer 
Haupt -Ebene BCD schneiden, 



werden aus dem gegenüber- 
liegenden Hauptpunkte A durch 
einen und denselben Ebenen- 
büschel II. Ordnung projicirt. 
„Zu jeder Geraden g } welche durch einen Hauptpunkt A geht 
„und in einer Haupt-Ebene Ä CD liegt, kann eine Gerade h 
„construirt werden, welche in der Haupt-Ebene BCD liegt 
„und durch den Hauptpunkt B geht, so dass jeder Strahl, 
„welcher sowohl von g als auch von h geschnitten wird, ein 
„Ordnungsstrahl ist." 
Diese Sätze erleichtern bedeutend die Construction eines Strahlen- 
complexes, von welchem das Haupt-Tetraeder A BCD und ausser- 
dem irgend ein Ordnungstrahl s gegeben ist, welcher keine Kante 
des Tetraeders schneidet. 

W 7 ir können für diesen Fall auch leicht zwei räumliche Systeme 
colli near so auf einander beziehen, dass sie den gegebenen Strahlen- 
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complex erzeugen. Denn seien P und P x zwei ausserhalb der 
Haupt- Ebenen gelegene Punkte des Strahles «, so brauchen wir 
die Systeme nur so collinear auf einander zu beziehen, dass den 
fünf Punkten A, ZJ, C, Z), P des einen die resp. Punkte -Ä, fi, 
C\ Z), P } des anderen entsprechen. Alsdann entsprechen die vier 
Punkte A, -B, G 1 , D sich selbst und sind Hauptpunkte, und der 
Strahl 8 ist ein Ordnungsstrahl, weil er zwei homologe Punkte 
der collinearen Systeme mit einander verbindet; und folglich ist 
der Strahlencomplex, welchen die collinearen Systeme erzeugen, 
kein anderer als der gegebene. Da wir P und P v ganz beliebig 
auf * angenommen haben, so lassen sich zwei räumliche Systeme 
auf unendlich viele Arten collinear auf einander beziehen, so dass 
sie den Strahlencomplex erzeugen. 

Dieses wichtige Ergebniss lässt sich auch folgendermassen 
ableiten, möge nun der Strahlencomplex ein Haupt-Tetraeder be- 
sitzen, oder nicht. Wir können den Satz aufstellen: 

SoUen zwei räumliche Systeme collinear auf einander bezogen 
werden, so dass sie einen gegebenen Strahlencomplex erzeugen, so 
kann man irgend zwei Punkte P und P x , die auf einem Ordnungs- 
strahle liegen^ oder irgend zwei Ebenen, die sich in einem Ord- 
nungsstrahle schneiden, oder endlich irgend zwei in einer Ebene 
gelegene Ordnungsstrahlen als entsprechende einander zuweisen* 
Dadurch ist aber zu jedem Elemente des einen räumlichen Systemes 
das entsprechende Element des anderen völlig bestimmt. 
Die Punkte P und P,, die in den räumlichen Systemen 2 und 2i 
einander entsprechen sollen, sind die Mittelpunkte von zwei 
Strahlenbündeln, deren collineare Verwandtschaft durch den ge- 
gebenen Strahlencomplex festgestellt wird. Nämlich jeder Ord- 
nungsstrahl von P liegt mit dem entsprechenden des Bündels P t 
in einer Ebene; und die Ordnungskegel P und P|, welche den 
Strahl P/\ und also noch eine durch P und P x gehende Raum- 
curve k III. Ordnung mit einander gemein haben, sind also in 
der Weise projectivisch auf einander zu beziehen, dass je zwei 
homologe Strahlen derselben sich auf der Ordnungscurve k schneiden. 
Dadurch sind zugleich die Strahlenbündel P und P x collinear auf 
einander bezogen, so dass je zwei homologe Ebenen derselben eine 
Secante von k mit einander gemein haben. 

Sei nun l irgend eine von k verschiedene Ordnungscurve des 
Strahlencomplexes , und seien Q und Q x die noch unbekannten 
Mittelpunkte der collinearen Strahlenbündel von 2 und 2 X , durch 
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welche die sämmtlichen Secanten der Raumcurve l III. Ordnung 
erzeugt werden (pag. 119). Die gemeinschaftlichen Secanten von 
k und l bilden entweder eine Regelschaar oder eine Kegelfläche 
II. Ordnung, und werden folglich aus Pund P x durch zwei Ebenen- 
büschel projicirt. Die Axen dieser Ebenenbüschel sind entweder 
Leitstrahlen jener Regelschaar oder Strahlen jener Kegelfläche, 
und haben nur je einen (von der Spitze der Kegelfläche ver- 
schiedenen) Punkt mit der Curve l gemein (pag. 72). Wir müssen 
diese Punkte als Mittelpunkte der gesuchten Strahlenbündel Q 
und Q x annehmen, so dass PQ und P x Q i die Axen jener Ebenen- 
büschel sind. Beziehen wir nämlich die beiden Strahlenbündel, 
welche diese beiden Punkte Q und Q x zu Mittelpunkten haben, 
collinear so auf einander, dass je zwei homologe Ebenen der- 
selben sich in einer Secante der Ordnungscurve l schneiden, so 
entspricht dem gemeinschaftlichen Ebenenbüschel PQ der Bündel 
P und Q der gemeinschaftliche Ebenenbüschel P x Q x der Bündel 
P x und Q x ; und dieses ist nothwendig und hinreichend, damit 
durch die Bündel P und Q von 2 und die ihnen collinearen 
Bündel P x und Q x von 2 X auch die räumlichen Systeme 2 und 
2i collinear auf einander bezogen werden (vergl. pag. 20). Der 
von 2 und 2 X erzeugte Strahlencomplex ist, wie verlangt wird, 
identisch mit dem gegebenen, weil es mit letzterem alle Secanten 
der Ordnungscurven k und l gemein hat (pag. 120). 
Beiläufig ergiebt sich noch aus dem Beweise: 
„Zwei beliebige Raumcurven III. Ordnung k und Z, deren ge- 
meinschaftliche Secanten entweder eine Regelschaar oder eine 
„Kegelfläche II. Ordnung bilden, können stets als Ordnungs- 
„curven eines durch sie bestimmten Strahlencomplexes betrachtet 
„ werden. u 

Werden nicht zwei Punkte P und P x eines Ordnungsstrahles, 
sondern irgend zwei sich schneidende Ordnungsstrahlen s und «j, 
oder auch irgend zwei Ebenen tc und t: x als homologe Elemente 
der collinearen Systeme 2 und 2 X angenommen, so können wir 
diese Fälle sofort auf den zuerst betrachteten zurückfuhren. 
Nämlich jedem Punkte P von 8 entspricht derjenige Punkt P x 
von «!, welcher mit P durch einen dritten Ordnungsstrahl der 
Ebene 88± verbunden wird; und weil der in «s, liegende Ord- 
nungs-Strahlenbüschel als Theil des Strahlencomplexes gegeben ist, 
so kann zu P der entsprechende Punkt P x sofort gefunden werden. 
Ebenso kann zu jedem Ordnungsstrahle s der Ebene n der ent- 
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sprechende Strahl «j von 7:1 leicht gefunden werden, da beide 
sich auf der Geraden H7T| schneiden müssen; dem Schnitt- 
punkte P von zwei Ordnungsstrafen der Ebene tc entspricht aber 
der Schnittpunkt I\ der homologen Ordnungsstrahlen von i: i . 

Construiren wir zu einem räumlichen Systeme 2 alle mög- 
lichen collinearen Systeme, welche mit 2 einen gegebenen Complex 
von Ordnungsstrahlen erzeugen, so liegen die sämmtlichen Punkte, 
welche einem gegebenen Punkte P von 2 entsprechen , auf dem 
Ordnungskegel P, weil jeder derselben mit P durch einen Ord- 
nungsstrahl verbunden ist; die sämmtlichen Ebenen, welche einer 
gegebenen tc von 2 entsprechen, gehen durch die Ordnungsstrahlen 
der Ebene ir; von den Ordnungsstrahlen, welche einem gegebenen 
Ordnungsstrahle s von 2 entsprechen und also denselben schneiden, 
bilden alle diejenigen, welche durch einen beliebigen Punkt von 
8 gehen, eine Kegelfläche II. Ordnung, und diejenigen, welche in 
einer beliebigen Ebene von 8 liegen, einen Strahlenbüschel II. Ordnung. 

Je zwei dieser zu 2 collinearen räumlichen Systeme sind auch 
zu einander collinear; sie erzeugen jedoch nur in besonderen 
Fällen denselben Strahlencomplex mit einander, welchen jedes von 
ihnen mit 2 erzeugt. Sollen nämlich je zwei der collinearen 
Systeme 2, 2| und 22 einen gegebenen Strahlencomplex erzeugen, 
und sind P, P 1? P 2 drei homologe Punkte, ti, 7^, tt 2 drei homo- 
loge Ebenen, und 0, *i, *fc drei homologe Ordnungsstrahlen von 
resp, 2, 2| und 22, so inuss Folgendes eintreten: Die homo- 
logen Punkte P, Pj, P 2 liegen entweder auf einem und dem- 
selben Ordnungsstrahle oder auf einer und derselben Ordnungs- 
curve, weil die Ordnungskegel P und P x die resp. Ordnungsstrafen 
PP2 und P v P 2 enthalten, also beide durch P 2 gehen, und ausser- 
dem den Ordnungsstrahl PP| mit einander gemein haben; ebenso 
liegen die homologen Ebenen tt, 7^, tt 2 entweder in einem und 
demselben Ordnungs-Ebenenbüschel, weil jede ihrer drei Schnitt- 
linien ein Ordnungsstrahl sein muss, oder sie schneiden sich in 
einem und demselben Ordnungsstrahlfc; endlich müssen die homo- 
logen Ordnungsstrahlen s, sj, s^, von denen jeder die beiden an- 
deren schueiden soll, entweder in einer und derselben Ebene 
liegen und zwar in dem Ordnungs- Strahlenbüschel dieser Ebene, 
oder sie müssen durch einen und denselben Punkt gehen und 
folglich einem Ordnungskegel angehören. Die Möglichkeit dieser 
beiden Fälle springt aus dem Beweise des Satzes (pag. 122) in 
die Augen; also: 
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Wertteil zu einem räumlichen Systeme 2 alle diejenigen colli- 
nearen Systeme construirt, welche nicht bloss mit 2, sondeiii 
auch paarweise mit einander einen gegebenen Strahlencomplex 
erzeugen, so findet einer der folgenden beiden Fälle Statt: 

1) Entweder bildet jede Ebene von 2 mit allen ihr entsprechen- 
den Ebenen einen Büschel L Ordnung, dessen Axe ein Ord- 
nungsstrahl ist, und jeder Punkt von 2 bildet mit seinen 
homologen Punkten eine Ordnungscurve . sowie jeder Ord- 
nungsstrahl mit seinen homologen einen Ordnungskegel des 
Stroh lensy stemes ; 

2) Oder jede Ebene van 2 bildet mit den ihr entsprechenden 
Ebenen einen Ordnungs- Ebenenbüschel, jeder Punkt von 2 
liegt mit allen seinen homologen Punkten auf einem Ord- 
nungsstrafe^ und jeder Ordnungsstrahl von 2 bildet mit 
seinen homologen Strahlen einen Ordnungs- Strahlenbüschel. 



Sechzehnter Vortrag. 



FlächenMschel zweiter Ordnung. Raumcurven und 
EbenenMschel vierter Ordnnng. 



Die Sätze des letzten Vortrages gewinnen an Anschaulichkeit 
und Bedeutsamkeit, wenn wir sie bei der Untersuchung der Flächen 
IL Ordnung in Anwendung bringen. Zu dem Ende betrachten 
wir zwei räumliche Polarsysteme, als deren Ordnungsflächen zwei 
beliebige Flächen IL Ordnung und <t> t angenommen werden 
können, die weder Kegelflächen sind noch in Ebenen zerfallen. 
Jeder Punkt des Raumes hat alsdann zwei Polar -Ebenen, jede 
Ebene hat zwei Pole und jede Gerade zwei Polaren. 

Eine Gerade g soll ein Ordnungsstrahl der Polarsysteme 
genannt werden, wenn ihre beiden Polaren in einer Ebene y 
liegen, also auch einen Punkt G mit einander gemein haben. 
Jedem Ordnungsstrahle g ist hiernach in beiden Polarsystemen 
sowohl eine Ebene y als auch ein Punkt G conjugirt; auf g liegen 
die beiden Pole der Ebene Yi und in g schneiden sich die beiden 
Polar-Ebenen des Punktes G. Daraus folgt: 
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„Die beiden Polaren g v und g 2 eines Ordnungsstrahles g sind 
„ebenfalls Ordnungsstrahlen der Polarsysteme. u 
Denn suchen wir etwa zu g v die beiden Polaren, so fallt die eine 
mit g zusammen, die andere liegt mit g in einer Ebene, nämlich 
in der Polar-Ebene von 6r, weil g i durch G hindurchgeht. 

„Die Ordnungsstrahlen , welche den Punkten (resp. den 
„Ebenen) einer Geraden a in beiden Polarsystemen conjugirt 
„sind, bilden entweder eine Kegelfläche (resp. einen Strahlen- 
„büschel) II. Ordnung, oder eine Regelschaar, je nachdem die 
„Gerade a ein Ordnungsstrahl ist oder nicht." 
Im ersten Fall schneiden sich die Polaren a x und a^ von a, im 
zweiten nicht; dem geraden Gebilde a entsprechen aber in den 
Polarsystemen zwei zu a und folglich zu einander projectivische 
Ebenenbüschel a v und a^, und dem Ebenenbüschel a entsprechen zwei 
gerade Gebilde a x und a^, welche mit einander die im Satze genann- 
ten Strahlengebilde erzeugen. Ganz analog wird der Satz bewiesen : 



Die 8ämmtlichen Ordnungs- 
strahlen, welche den Punkten eines 



Die 8ämmtlichen Ordnungs- 
strahlen, welche den Ebenen eines 



ebenen Systemes conjugirt sind, j Strahlenbündels conjugirt sind, 

bestehen im Allgemeinen aus den bestehen im Allgemeinen aus den 

Secanten einer Raumcurve HL I Axen eines Ebenenbüschels III. 

Ordnung. \ Ordnung. 

Eine Ausnahme tritt z. B. links nur dann ein, wenn das ebene 

System einen Punkt oder Strahl enthält, dessen beide Polaren 

zusammenfallen. 

Die Ordnungsstrahlen von zwei räumlichen Polarsystemen 
bilden einen Strahlencomplex, welcher auch durch zwei collineare 
räumliche Systeme erzeugt werden kann, für welchen also alle 
Sätze des letzten Vortrages gelten. 
Weisen wir die beiden Polar-Ebenen jedes Punktes einander als 
entsprechende zu, ebenso die beiden Polaren jeder Geraden und 
die beiden Pole jeder Ebene, so sind dadurch zwei räumliche 
Systeme 2 X und 2^ collinear auf einander bezogen, so dass sie 
die sämmtlichen Ordnungsstrahlen erzeugen. Nämlich die räum- 
lichen Systeme 2 t und 2 2 sind collinear, weil sie zu einem und 
demselben dritten 2, mit welchem sie die beiden Polarsysteme 
bilden, reciprok sind; und sie erzeugen die Ordnungsstrahlen der 
Polarsysteme, weil jede Gerade, welche die beiden Pole einer 
Ebene verbindet, oder in welcher die beiden Polar -Ebenen eines 
Punktes sich schneiden, ein Ordnungsstrahl ist. 
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Jeder Hauptpunkt des Strahlencomplexes ist somit in beiden 
Polarsystemen der Pol von einer und derselben Haupt -Ebene; 
und wenn der Strahlencomplex ein Haupt-Tetraeder besitzt, so ist 
dasselbe ein gemeinschaftliches Pol-Tetraeder beider Polarsysteme, 
indem jeder Eckpunkt von der ihm gegenüberliegenden Fläche der 
Pol ist. Wie im fünfzehnten Vortrage wollen wir alle speciellen 
Fälle ausschliessen, in welchen der Strahlencomplex mehr als vier 
Hauptpunkte besitzt, also annehmen: 

Die beiden Polar Systeme sollen höchstens ein Pol-Tetraeder A B C D 
mit einander gemein haben, so dass von keinem fünften Punkte 
die beiden Polar-Ebenen zusammenfallen. 



Den Strahlen eines Ordnungs- 
kegels P sind die Punkte einer 
Geraden p und die Ebenen eines 
Büschels III. Ordnung conjugirt. 



Den Strahlen eines Ordnungs- 
Strahlenbüschels sind die Ebenen 
eines Ebenenbüschels I. Ord- 
nuug und die Punkte einer 
Raumcurve III. Ordnung conju- 
girt. 

Seien tc und iz l die Polar-Ebenen des Punktes P und sei p deren 
Schnittlinie; dann liegen die Polaren jedes durch P gehenden 
Ordnungsstrahles in resp. tc und ir 1 , und da sie sich schneiden 
müssen, so liegt ihr gemeinschaftlicher Punkt in der Geraden p. 
Dem Ordnungskegel P entsprechen also zwei in resp. rc und 7: 1 
liegende Strahlenbüschel IL Ordnung, welche zu einander projec- 
tivisch sind und das gerade Gebilde p, ausserdem aber einen 
Ebenenbüschel HI. Ordnung erzeugen, dessen Elemente den Ord- 
nungsstrahlen von P conjugirt sind. 



Den Punkten einer Ordnungs- 
curve k sind die Ordnungsstrahlen 
eines ebenen Systemes x conjugirt, 
und den sämmtlichen Secanten 
von k die Prunkte von x. 



Den Ebenen eines Ordnungs- 
Ebenenbüschels e sind die Ord- 
nungsstrahlen eines Punktes E 
conjugirt, und den sämmtlichen 
Axen von s die Ebenen des Bün- 
dels E. 

Dieser Satz folgt aus einem früheren (pag. 119), kann aber auch 
direct bewiesen werden. Seien P, Q, R irgend drei Punkte der 
Ordnungscurve &, und seien M und M l die Pole der Ebene PQR. 
Dann müssen die beiden Polaren der Geraden PQ durch resp. 
M und M l gehen und sich schneiden, weil PQ ein Ordnungsstrahl 
ist, und dasselbe gilt von den Polaren der Geraden QR und RP. 
Dem Dreieck PQR entsprechen also in den beiden Polarsystemen 
zwei Dreikante M und M \ deren homologe Kanten sich paarweise 
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schneiden; und die homologen Seitenflächen derselben, welche von 
den Polar-Ebenen der Punkte P, Q, R gebildet werden, schneiden 
sich in den drei zu P, Q und R conjugirten Geraden, welche 
folglich ein Dreieck bilden. Wo also auch der Punkt R auf der 
Ordnungscurve k liegen möge, die ihm conjugirte Gerade r muss 
stets mit den beiden zu P und Q conjugirten Geraden in einer 
und derselben Ebene x liegen, also dem Ordnungsbüschel dieser 
Ebene angehören; und zugleich folgt aus dem vorhergehenden 
Satze, dass jeder durch R gehende Ordnungsstrahl einem Punkte 
von r conjugirt ist. Die Raumcurve III. Ordnung, deren sämmt- 
liche Secanten den Punkten des ebenen Systemes x conjugirt 
sind (pag. 126), ist folglich mit der Ordnungscurve k identisch, 
da sie alle ihre eigentlichen Secanten mit k gemein hat. 

Wir bewiesen vorhin, dass die Ordnungsstrafen von zwei 
räumlichen Polarsystemen durch zwei collineare Systeme 5^ und 
5^ erzougt werden, welche zu einem und demselben dritten Sy- 
steme 2 reciprok sind und mit diesem die beiden Polarsysteme 
bilden. Construiren wir jetzt ein viertes räumliches System 2 3 , 
welches zu 2j und 22 collinear ist und mit jedem dieser Systeme 
die gegebenen Ordnungsstrahlen erzeugt, so müssen (pag. 125) 
entweder je drei homologe Ebenen von 2 1? 2 2 und 2 3 in einem 
und demselben Ordnungsstrahle sicli schneiden, oder je drei homo- 
loge Punkte derselben liegen auf einem und demselben Ordnungs- 
strahle. In beiden Fällen lässt sich beweisen, dass auch 2 3 zu 
dem ihm reciproken Systeme 2 involutorische Lage hat und mit 
letzterem ein drittes Polarsystem bildet. 

Im ersteren Falle entsprechen jedem Punkte P von 2 drei 
Ebenen tcj, tu 2 und tt 3 in resp. 2i, 22 und 2 3 , welche sich in 
einem und demselben Ordnungsstrahle schneiden; und jedem 
Punkte -ß des letzteren entsprechen drei Ebenen p l9 p 2 und p 3 , 
welche sich in einem durch P gehenden Ordnungsstrahle schneiden 
müssen, weil P und R in den gegebenen beiden Polarsystemen 
einander conjugirt sind. Da also auch in 2 3 jedem der Punkte 
P und R von 2 eine durch den anderen gehende Ebene entspricht, 
so liegt das gerade Gebilde PR von 2 involutorisch zu dem ihm 
entsprechenden Ebenenbüschel 7r 3 p 3 von 2 3 . Ist in 2 ein ebenes 
System e gegeben, welchem in 2 3 ein Strahlenbündel E$ entspricht, 
dessen Mittelpunkt nicht in s liegt, so können auf diese Weise 
in s unendlich viele gerade Gebilde angegeben werden, welche zu 
den entsprechenden Ebeneubüscheln von E$ involutorische Lage 
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haben; woraus folgt (pag. 59), dass e und JS3 involutorisch liegen. 
Und weil dieses für jedes solche ebene System von 2 und den 
entsprechenden Strahlenbündel von 2 3 gilt, so haben auch E und 
£3 involutorische Lage, wie behauptet wurde. — Für den zweiten 
der beiden genannten Fälle, welcher aus dem ersteren auch 
mittelst des Gesetzes der Reciprocität sich ergiebt, kann der 
directe Beweis auf analoge Weise geführt werden. 

Mit Berücksichtigung der letzten Sätze des fünfzehnten Vor- 
trages (pag. 125) ergiebt sich hieraus Folgendes: 

Werden zu zwei gegebenen räumlichen Polarsystemen alle die- 
jenigen Polar Systeme construirt, von denen jedes mit einem der 
übrigen oder der gegebenen denselben Complex von Ordnungs- 
strahlen erzeugt, wie die gegebenen Polarsysteme unter einander, 
so tritt einer der folgenden beiden Fälle ein: 

1) Entweder schneiden sich die Polar -Ebenen jedes beliebigen 
Punktes in einem und demselben Ordnungsstrahle; die Pole 
jeder beliebigen Ebene erfüllen im Allgemeinen eine Raum- 
curve III. Ordnung, deren sämmtliche Secanten aus Ord- 
nungsstrahlen bestehen, und die Polaren jedes Ordnungs- 
strahles bilden eine Kegelfläche IL Ordnung; 

2) Oder die Polar-Ebenen jedes Punktes bilden im Allgemeinen 
einen Ebenenbüschel IIL Ordnung, dessen sämmtliche Axen 
aus Ordnungsstrahlen bestehen; die Pole jeder Ebene liegen 
auf einem und demselben Ordnungsstrahle, und die Polaren 
jedes Ordnungsstrahles bilden einen Strahlenbüschel IL Ord- 
nung. 

Die Ordnungsflächen der Polarsysteme wollen wir unter den 
Namen Flächenbüschel und Flächenschaar II. Ordnung zu- 
sammenfassen; und zwar wollen wir sagen, sie bilden im ersteren 
Falle einfenFlächenbüschel IL Ordnung, und im letzteren eine 
Flächenschaar IL Ordnung. Weil in beiden Fällen durch 
zwei Polarsysteme alle übrigen völlig bestimmt sind, so folgt: 

Durch zwei Flächen IL Ordnung ist ein Flächenbüschel und 

eine Flächenschaar IL Ordnung bestimmt. 
Da im ersteren Falle die Polar -Ebenen eines beliebigen 
Punktes P einen Ebenenbüschel I. Ordnung bilden, von welchem 
also im Allgemeinen eine einzige Ebene ir durch P hindurchgeht, 
so liegt P auf der Ordnungsfläche desjenigen Polarsystems, in 
welchem P der Pol von tt ist; nur wenn der Punkt P auf der 
Axe jenes Ebenenbüschels und folglich auch auf jeder seiner 

Reye, Geometrie der Lage. II. 9 
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Polar -Ebenen liegt, muss die Ordnungsfläche eines jeden der 
Polarsysteme durch P hindurchgehen. Die Pole jeder Ebene e 
liegen im Allgemeinen auf einer Raumcurve HI. Ordnung; und 
weil diese höchstens drei Punkte und mindestens einen Punkt 
mit e gemein hat, so giebt es unter den Polarsystemen höchstens 
drei und mindestens eine, deren Ordnungsflächen die Ebene e, 
und zwar in jenen Punkten, berühren. Also: 



Von einem Flächenbüschel 
II. Ordnung geht durch einen be- 
liebigen Punkt P nur eine ein- 
zige Fläche, falls nicht P auf 
jeder Fläche des Büschels liegt. 
Eine beliebige Ebene e wird von 
höchstens drei Flächen des 
Büschels und von mindestens 
einer derselben berührt. 



Von einer Flächenschaar 
II. Ordnung wird nur eine ein- 
zige Fläche von einer beliebigen 
Ebene ir berührt, wenn nicht 
jede Fläche der Schaar von n 
berührt wird. Durch einen be- 
liebigen Punkt gehen höchstens 
drei Flächen der Schaar, und 
mindestens eine. 



Wenn zwei Flächen II. Ordnung sich schneiden, so geht hier- 
nach jede Fläche des durch sie bestimmten Flächenbüschels 
durch die Schnittcurve hindurch. Diese Schnittcurve ist im All- 
gemeinen eine Raumcurve IV. Ordnung, welche mit keiner 
Ebene mehr als vier, also auch mit keiner Geraden mehr als 
zwei Punkte gemein hat. Nämlich die beiden Flächen II. Ord- 
nung werden von einer Ebene in zwei Curven II. Ordnung ge- 
schnitten, welche mit einander höchstens vier Punkte gemein 
haben, wenn sie nicht völlig zusammenfallen. Die Gurve IV. Ord- 
nung kann, wie wir gesehen haben (pag. 29 und 74), auch in 
zwei Kegelschnitte, oder in eine Gerade und eine Raumcurve 
III. Ordnung, oder in lauter Gerade zerfallen; wir wollen hier 
auf diese speciellen Fälle nicht näher eingehen. — Die gemein- 
schaftlichen Berührung8- Ebenen von zwei Flächen U. Ordnung 
bilden im Allgemeinen einen Ebenenbüschel IV. Ordnung, 
von welchem durch keinen Punkt P mehr als vier Ebenen hin- 
durchgehen. Nämlich die beiden Kegelflächen IL Ordnung, welche 
aus dem Punkte P den gegebenen Flächen II. Ordnung umschrieben 
werden können, haben höchstens vier gemeinschaftliche Berührungs- 
Ebenen, wenn sie nicht völlig zusammenfallen. — Ueber diese 
Raumcurven und Ebenenbüschel IV. Ordnung giebt uns der vorige 
Doppelsatz folgende Aufschlüsse: 



Durch eine Raumcurve k 
IV. Ordnung, in welcher zwei 



Einem Ebenenbüschel IV. Ord- 
nung, welcher zwei Flächen 



Flächenbüschel II. Ordnung und Raumcurven IV. Ordnung. 
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Flächen IL Ordnung F und F t 
sich schneiden, und durch einen 
beliebigen ausserhalb k gelege- 
nen Punkt P kann eine Fläche 
II. Ordnung F 2 gelegt werden. 
Dieselbe gehört zu dem von 
F und Fj bestimmten Flächen- 
büschel II. Ordnung. 



IL Ordnung F und F x um- 
schrieben ist, kann eine dritte 
Fläche II. Ordnung F 2 einge- 
schrieben werden, welche noch 
eine beliebige ausserhalb des 
Ebenenbüschels gegebene Ebene 
berührt. Die Fläche F 2 gehört 
zu der von F und F* bestimm- 



ten Flächenschaar. 
Wählen wir links den Punkt P so, dass er mit zwei Punkten 
der Curve k in einer Geraden g liegt, so wird die Fläche F 2 eine 
geradlinige, weil sie drei und folglich alle Punkte von g enthält. 
Jede durch g gelegte Ebene, welche von k in zwei neuen Punkten 
Q und R geschnitten wird, hat mit F 2 ausser g die Gerade QR 
gemein; denn diese Gerade hat ausser den Punkten Q und R 
noch einen Punkt von g mit der Fläche F 2 gemein und liegt 
desshalb ganz in F 2 . Also: 

„Alle Secanten QR der ßaumeurve IV. Ordnung, welche von 
„einer gegebenen Secante g ausserhalb der Curve geschnitten 
„werden, gehören entweder einer Regelschaar an oder einer 
„Kegelfläche IL Ordnung." 

Liegen jene Secanten auf einer Kegelfläche IL Ordnung, so 
ist der Mittelpunkt A derselben ein Hauptpunkt des Strahlen- 
systems; denn auf jeder Secante giebt es einen Punkt, welcher 
von A durch zwei Punkte der Curve IV. Ordnung, und folglich 
durch jede der Flächen F und F l harmonisch getrennt ist, und 
alle diese vierten harmonischen Punkte befinden sich in der Polar- 
Ebene des Punktes A in Bezug auf jede der Flächen F und F v 
Umgekehrt: 

Wenn zwei Flächen II. Ordnung, die ein gemeinschaftliches 
Pol-Tetraeder AB CD besitzen, 



einem Ebenenbüschel IV. Ord- 
nung eingeschrieben sind, so 
wird dieser von jeder Seiten- 
fläche des Pol -Tetraeders in 
einem Strahlenbüschel IL Ord- 
nung geschnitten. 
Nämlich jede Gerade, welche den Eckpunkt A mit irgend einem 
Punkte Q der Curve k verbindet, enthält noch einen zweiten 
Punkt R der Curve; und zwar sind Q und R harmonisch ge- 

9* 



sich in einer Raumcurve k 
IV. Ordnung schneiden, so wird 
diese aus jedem Eckpunkte des 
Pol-Tetraeders durch eine Kegel- 
fläche IL Ordnung projicirt. 
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trennt durch den Punkt A und seine Polar-Ebene BCD. Eine 
durch A gehende Secante g wird also von jeder anderen Secante, 
welche mit g in einer Ebene liegt, aber keinen Punkt der Curve 
Je mit g gemein hat, im Punkte A geschnitten. 



Zwei Raumcurven IV. Ord- 
nung, k und Z, haben höchstens 
acht Punkte mit einander gemein. 



Zwei Ebenenbüschel IV. Ord- 
nung haben höchstens acht 
Ebenen mit einander gemein. 



Seien P, Q und R irgend drei gemeinschaftliche Punkte der 
Raumcurven U und Z, dann kann die gemeinschaftliche Secante 
PQ mit den beiden Curven durch zwei geradlinige Flächen 
II. Ordnung verbunden werden (pag. 131), welche ausser der Secante 
PQ nur noch eine Raumcurve III. Ordnung gemein haben können. 
Diese Raumcurve III. Ordnung, von welcher PQ eine Secante 
ist (pag. 74), muss durch -ß und jeden anderen, von P und Q 
verschiedenen, gemeinschaftlichen Punkt von Je und l hindurch- 
gehen. Nun liefert uns aber die Secante PR auf ganz dieselbe 
Weise eine zweite Raumcurve III. Ordnung, welche ebenfalls durch 
alle, von P, Q und R verschiedenen Schnittpunkte der Curven k und 
l hindurchgeht. Zwei Raumcurven III. Ordnung, die nicht iden- 
tisch sind, haben aber höchstens fünf Punkte mit einander gemein ; 
also giebt es ausser P, Q und R noch höchstens fünf Punkte, 
welche auf beiden Raumcurven IV. Ordnung gleichzeitig liegen. 
Zugleich folgt aus dem Beweise: 

„Wenn zwei Raumcur.ven IV. Ordnung acht gemeinschaftliche 
„Punkte besitzen, und man verbindet sechs derselben durch 
„eine Raumcurve III. Ordnung, und die beiden letzten durch 
„eine Gerade, so ist diese Gerade eine Secante der Raum- 
„curve HI. Ordnung." 

Wenn in dem Beweise des vorhergehenden Satzes statt der 
Raumcurve IV. Ordnung l eine Raumcurve III. Ordnung nebst 
einer ihrer Secanten angenommen wird, so ergiebt sich auf dem- 
selben Wege: 

„Eine Raumcurve III. Ordnung hat mit einer Raumcurve 
„IV. Ordnung höchstens sechs Punkte gemein." 
Eine Raumcurve III. Ordnung wird daher von einer nicht durch 
sie hindurchgehenden Fläche II. Ordnung in höchstens sechs 
Punkten geschnitten. 



Drei Flächen IL Ordnung, 
welche weder eine Gerade, noch 
eine Curve //., HL oder IV. Ord- 



Drei Flächen IL Ordnung, 
deren gemeinschaftliche Beruh- 
rungsebenen weder einen Büschel 
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nung mit einander gemein haben, 
besitzen höchstens acht gemein- 
schaftliche Punkte, 



L, IL, III. noch IV. Ordnung 
bilden, besitzen höchstens acht 
gemeinschaftliche Berührungs- 
Ebenen. 

Denn wenn eine der drei Flächen IL Ordnung von den beiden 
übrigen in Raumcurven IV. Ordnung geschnitten wird, so ist der 
Satz links eine unmittelbare Folge der vorhergehenden. Zerfällt aber 
eine oder jede der beiden Schnittcurven in Gerade oder Kegel- 
schnitte, oder in eine Gerade und eine Raumcurve III. Ordnung, 
so ergiebt sich der sehr leichte Beweis des Satzes theils aus dem 
Vorhergehenden, theils aus den bekanntesten Eigenschaften der 
Curven II., III. und IV. Ordnung. 



Durch neun Punkte des Raumes 
kann im Allgemeinen nur eine 
einzige Fläche IL Ordnung ge- 
legt werden. 



An neun Berührung 8 -Ebenen 
kann im Allgemeinen nur eine 
einzige Fläche IL Ordnung ge- 
legt werden. 



Gehen (links) mehrere Flächen IL Ordnung durch die gegebenen 
neun Punkte, so liegen diese auf einer Raumcurve IV. Ordnung, 
in welcher irgend zwei von jenen Flächen sich schneiden, und die 
auch in Linien von niedrigerer Ordnung zerfallen kann. Uebrigens 
muss bemerkt werden, dass bei besonderer Lage der neun 
Punkte, z. B. wenn sechs derselben in einer Ebene liegen, die 
Fläche IL Ordnung in ein System von zwei Ebenen ausarten 
kann. 

Durch acht beliebige Punkte des Raumes, von denen keine 
fünf in einer Ebene und keine drei in einer Geraden liegen, 
kann im Allgemeinen eine einzige Raumcurve IV. Ordnung gelegt 
werden; denn wenn zwei solche Curven in jenen acht Punkten 
sich schneiden, so haben die Punkte eine besondere Lage, indem 
jede Raumcurve III. Ordnung, welche durch sechs derselben hin- 
durchgeht, die Verbindungslinie der beiden letzten Punkte zur 
Secante hat. Wir können die Raumcurve IV. Ordnung als con- 
struirt ansehen, sobald irgend zwei Flächen II. Ordnung gegeben 
sind, welche sich in derselben schneiden; und solche Flächen er- 
halten wir durch Lösung der folgenden Aufgabe: 

„Durch acht beliebig gegebene Punkte, von denen keine sechs 
„in einer Ebene und keine vier in einer Geraden liegen, Regel- 
nflächen zu legen." 
Liegen irgend drei der gegebenen Punkte in einer Geraden g, so 
gehört dieselbe jeder der verlangten Regelflächen an. Wenn 
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gleichzeitig die übrigen fünf in einer Ebene e liegen, also auf 
einem Kegelschnitt x, der auch aus zwei Geraden bestehen kann, 
und weon der Schnittpunkt von g und e dem Kegelschnitt x nicht 
angehört , so zerfällt jede durch die acht Punkte gelegte Fläche 
IL Ordnung in zwei Ebenen, von denen e die eine ist; denn e 
hat mit der Fläche II. Ordnung sechs Punkte gemein, die nicht 
auf einem Kegelschnitt liegen. Sind die acht Punkte auf vier, 
durch einen und denselben Punkt gehenden Geraden gelegen, 
von denen die eine drei jener Punkte enthält, so liegen 
diese Geraden auf allen durch die acht Punkte gehenden Flächen 
IL Ordnung, und letztere sind Kegelflächen. In jedem anderen 
Falle lässt sich die Aufgabe wie folgt lösen: 

Im Allgemeinen können unter den acht Punkten sechs auf 
verschiedene Art so gewählt werden, dass von denselben keine 
vier in einer Ebene liegen. Wir verbinden diese sechs Punkte 
durch eine Raumcurve III. Ordnung, ziehen an dieselbe aus dem 
siebenten und achten Punkte Secanten und legen alsdann durch 
letztere und die Raumcurve III. Ordnung eine Regelfläche. Durch 
eine andere Gruppirung der gegebenen acht Punkte gelangen wir 
zu einer zweiten Regelfläche. Die verlangte Gruppirung ist nur 
dann zuweilen unausführbar, wenn die acht Punkte auf den vier 
Seiten a, i, c, d eines (sogenannten windschiefen) Vierecks liegen. 
In diesem Falle schneiden wir zwei Gegenseiten a und c des 
Vierecks durch irgend eine Gerade/, welche durch keinen der 
vier Eckpunkte hindurchgeht; die Regelschaar, welcher die drei 
Strahlen 6, d, / angehören, liegt alsdann auf einer durch alle acht 
Punkte gehenden Regelfläche. 



Durch neun beliebig gegebene 
Punkte eine Fläche IL Ordnung 
zu legen. 



An neun beliebig gegebene 
Berührungs-Ebenen eine Fläche 
II. Ordnung zu legen. 



Durch acht der gegebenen Punkte legen wir zwei Regelflächen 
F und 1\, und suchen sodann diejenige Fläche F 2 des durch F 
und Fi bestimmten Flächenbüschels, welche durch den neunten 
Punkt hindurchgeht. Wie diese Fläche F 2 am leichtesten con- 
struirt werden kann, werden wir unten (pag. 143) sehen. 
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Siebenzehnter Vortrag. 

Projectivische Beziehungen der FlächenMschel zweiter 
Ordnung und der KegelschnittbüscheL 



Im letzten Vortrage und am Ende des zwölften sind wir zu 
Büscheln von Flächen II. Ordnung gelangt, welche namentlich 
folgende Eigenschaften besitzen: 

„Die Polar -Ebenen eines beliebigen Punktes P in Bezug auf 
„alle Flächen des Büschels bilden einen Ebenenbüschel I. Ord- 
nung. Nur wenn P ein Hauptpunkt des Flächenbüschels ist, 
„fallen alle seine Polar-Ebenen zusammen." 
Wir wählen diesen Satz zum Ausgangspunkte einer Theorie der 
Flächenbüschel II. Ordnung. Durch das Reciprocitäts-Gesgtz lassen 
sich alle gefundenen Sätze unmittelbar auf die Flächenschaaren 
II. Ordnung übertragen, von welchen wir übrigens im zwanzigsten 
Vortrag noch einen besonderen Fall untersuchen werden. Bereits im 
letzten Vortrage haben wir aus obigem Satze die Folgerung ge- 
zogen, dass durch jeden Punkt des Raumes, welcher nicht allen 
Flächen des Büschels angehört, eine einzige dieser Flächen hin- 
durchgeht. 

Wir wollen von zwei Punkten sagen, sie seien einander 
conjugirt hinsichtlich des Flächenbüschels II. Ordnung, 
wenn jeder derselben auf sämmtlichen Polar-Ebenen des anderen 
liegt. Der obige Satz kann dann auch folgendermassen ausge- 
sprochen werden: 

„Zwei Punkte sind hinsichtlich des Flächenbüschels einander 
„conjugirt, sobald sie in Bezug auf irgend zwei Flächen des- 
selben conjugirt sind." 
Jedem Punkte P des Raumes sind daher die sämmtlichen Punkte 
einer Geraden p conjugirt, welche mit Hülfe von zwei beliebigen 
Flächen F und F x des Büschels construirt werden kann; nämlich 
in p schneiden sich die Polar-Ebenen des Punktes P hinsichtlich 
der beiden Flächen F und F v Beschreibt nun P ein gerades 
Gebilde </, so beschreiben seine beiden Polar -Ebenen in Bezug 
auf F und F x zwei zu g projectivische Ebenenbüschel, und die 
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zu P oonjugirte Gerade p beschreibt eine Kegelfläche IL Ordnung 
oder eine Regelschaar, je nachdem die Axen der beiden Ebenen- 
büschel sich schneiden oder nicht, je nachdem also g ein Ord- 
nungsstrahl des Flächenbüschels II. Ordnung ist oder nicht. 
Daraus folgt: 

„Die sämmtlichen Geraden, welche den Punkten eines geraden 
„Gebildes g conjugirt sind hinsichtlich des Flächenbüschels, 
„bilden eine zu g projectivische Kegelfläche IL Ordnung oder 
„Regelschaar, je nachdem die Gerade g ein Ordnungsstrahl 
„des Büschels ist oder nicht. Im ersteren Falle liegen auf 
„der Kegelfläche IL Ordnung auch die Polaren von g hinsicht- 
lich der Flächen des Büschels; im letzteren Falle sind die 
„Polaren von g zugleich Leitstrahlen der Regelschaar. Statt 
„der Kegelfläche IL Ordnung erhalten wir nur dann zwei 
„Ebenen, wenn g einen Hauptpunkt des Flächenbüschels ent- 
hält." 

Die Gerade g kann als Verbindungslinie von zwei beliebigen 
Punkten P und Q des Raumes betrachtet werden, denen zwei 
Gerade p und q conjugirt sind. Die Polare von g in Bezug auf 
eine beliebige Fläche F des Büschels liegt dann zufolge des 
letzten Satzes entweder auf einer durch p und q gehenden Kegel- 
fläche IL Ordnung oder in einer Regelschaar, von welcher p und 
q zwei Leitstrahlen sind; ausserdem wird die Polare von g aus 
p und q durch zwei Ebenen projicirt, welche von P und Q die 
Polar -Ebenen sind hinsichtlich der Fläche F. Bekanntlich aber 
wird eine Kegelfläche IL Ordnung aus je zwei ihrer Strahlen, und 
eine Regelschaar aus je zwei ihrer Leitstrahlen durch zwei projec- 
tivische Ebenenbüschel projicirt, so dass sich ergiebt: 

„Die beiden Ebenenbüschel p und q, welche von den sämmt- 
„liehen Polar -Ebenen der beliebig gegebenen Punkte P und 
„Q gebildet werden, sind projeetivisch auf einander bezogen, 
„wenn je zwei Ebenen einander zugewiesen werden, welche 
„von P und Q die Polar-Ebenen sind in Bezug auf eine und 
„dieselbe Fläche des Flächenbüschels. a 
Wir können auf diesen Satz folgende Definition gründen: 
„Vier Flächen des Büschels sollen vier harmonische 
„Flächen genannt werden, wenn die vier Polar-Ebenen eines 
„und folglich jedes beliebigen Punktes in Bezug auf diese 
„Flächen einen harmonischen Ebenenbüschel bilden." 
Natürlich sind auch hier die Hauptpunkte des Flächenbüschels 
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ausgenommen, weil deren Polar -Ebenen zusammenfallen. Wir 
können nunmehr auf die Flächenbüschel II. Ordnung die allge- 
meine Definition der projectivischen Verwandtschaft anwenden 
(I. Abth. pag. 42), können sie also auf beliebige Elementargebilde 
projectivisch beziehen. Bilden z. B. die Polar -Ebenen eines 
Punktes P hinsichtlich des Flächenbüschels einen Ebenenbüschel 
I. Ordnung p, und weisen wir jeder Fläche F des Flächenbüschels 
diejenige Ebene von p zu, welche zum Punkte P die Polar-Ebene 
ist in Bezug auf F, so ist der Flächenbüschel projectivisch auf 
den Ebenenbüschel p bezogen. Und mit Hülfe des letzteren kann 
der Flächenbüschel auch auf jedes andere Elementargebilde pro- 
jectivisch bezogen werden. Ohne Weiteres ergiebt sich u. A.: 
„Die Polaren einer Geraden hinsichtlich des Flächenbüschels 
„bilden eine zu letzterem projectivische Kegelfläche IL Ord- 
nung oder Regelschaar." 

Die Pole einer beliebigen Ebene hinsichtlich des Flächen- 
büschels construiren wir, indem wir die Eckpunkte P, Q, R eines 
Dreiecks in der Ebene annehmen und deren Polar-Ebenen bezüg- 
lich jeder Fläche des Büschels zum Durchschnitt bringen. Die 
drei Ebenenbüschel, welche von diesen Polar -Ebenen gebildet 
werden, sind zu dem Flächenbüschel und zu einander projectivisch; 
also: 

„Die Pole einer beliebigen Ebene hinsichtlich des Flächen- 
nbüschels II. Ordnung bilden im Allgemeinen eine zu dem 
„letzteren projectivische Raumcurve III. Ordnung. Den Punkten 
„der Ebene sind die Secanten der Raumcurve conjugirt 
„(pag. 75).« 
Zu demselben Resultat gelangen wir auch, wenn wir zu jedem 
Punkte der Ebene die Polar -Ebenen bestimmen in Bezug auf 
irgend zwei Flächen des Büschels. Wir erhalten dann zwei colli- 
neare Strahlenbündel, welche die Raumcurve III. Ordnung und 
deren Secantensystem erzeugen. Geht die Ebene durch einen 
Hauptpunkt des Büschels, so tritt eine Ausnahme von dem Satze 
ein. Sei R dieser Hauptpunkt und p seine Polar-Ebene hinsicht- 
lich aller Flächen des Büschels. Dann erzeugen die beiden Büschel 
von Polar-Ebenen der Punkte P und Q eine zum Flächenbüschel 
projectivische Kegelfläche II. Ordnung oder Regelschaar, welche 
mit p die sämmtlichen Pole der gegebenen Ebene gemein hat; 
also: 

„Die Pole einer Ebene, welche durch einen Hauptpunkt des 
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„Flächenbüschels geht, bilden einen zum Büschel projectivischen 
„Kegelschnitt." 
Auch hier tritt wieder eine leiqht zu erkennende Ausnahme ein, 
wenn die Ebene zwei Hauptpunkte enthält, oder wenn sie eine 
Haupt-Ebene des Büschels ist. 

Aus dem vorhergehenden Satze haben wir bereits im letzten 
Vortrage den Schluss gezogen, dass jede Ebene von mindestens 
einer Fläche und von höchstens drei Flächen des Büschels berührt 
wird. — Liegt die gegebene Ebene im Unendlichen, so fallen ihre 
Pole mit den Mittelpunkten der Flächen IL Ordnung zusammen; 
oder: 

„Die Mittelpunkte aller Flächen des Büschels liegen auf einer 
„Raumcurve III. Ordnung oder auf einem Kegelschnitt, je 
„nachdem der Büschel keinen oder einen unendlich fernen 
„Hauptpunkt besitzt. Im Allgemeinen enthält desshalb der 
„Flächenbüschel IL Ordnung höchstens drei Paraboloide und 
„mindestens ein solches." 

Der Schnitt des Flächenbüschels IL Ordnung mit einer be- 
liebigen Ebene soll wieder ein Kegelschnittbüschel genannt 
werden. Für den Fall, dass die sämmtlichen Flächen eine Raum- 
curve III. Ordnung und eine Secante derselben mit einander ge- 
mein haben, erhalten wir Kegelschnittbüschel, deren sämmtliche 
Kegelschnitte mindestens einen Punkt mit einander gemein haben, 
und welche bereits früher (pag. 101 und 102) eingehend unter- 
sucht wurden. Im Allgemeinen braucht aber dieser Fall nicht 
einzutreten; denn auch die Flächen eines Flächenbüschels besitzen 
nicht immer gemeinschaftliche Punkte. Dagegen gelten (pag. 135) 
für alle Kegelschnittbüschel die schon bekannten Sätze, dass durch 
einen beliebigen Punkt ihrer Ebene entweder jeder Kegelschnitt des 
Büschels oder nur einer hindurchgeht, und dass zwei Punkte in 
Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels einander conjugirt sind, 
sobald sie in Bezug auf irgend zwei derselben einander conjugirt 
sind. Wir können noch folgende Sätze hinzufügen (pag. 136): 
„Die sämmtlichen Punkte, welche hinsichtlich des Kegelschnitt- 
Büschels einem geraden Gebilde g conjugirt sind, bilden im 
„Allgemeinen einen zu g projectivischen Kegelschnitt. Auf 
„demselben liegen auch die Pole der Geraden g hinsichtlich 
„des Büschels. Die Polaren von zwei beliebigen Punkten P 
„und Q der Ebene hinsichtlich der sämmtlichen Kegelschnitte 
„bilden zwei Strahlenbüschel I. Ordnung. Dieselben sind 
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„projectivisch auf einander bezogen, wenn je zwei Strahlen ein- 
ander entsprechen, welche von P und Q die Polaren sind in 
„Bezug auf einen und denselben Kegelschnitt des Curven- 
„büschels." 

Vier Kegelschnitte eines Curvenbüschels IL Ordnung sollen 
vier harmonische Kegelschnitte genannt werden, wenn sie 
auf vier harmonischen Flächen eines Flächenbüschels IL Ordnung 
liegen. Die Polaren eines beliebigen Punktes der Ebene hinsicht- 
lich der vier harmonischen Kegelschnitte bilden einen harmonischen 
Strahlenbüschel, wenn sie nicht ausnahmsweise zusammenfallen. 
Im Allgemeinen besitzt die Ebene eines Kegelschnittbüschels min- 
destens einen Punkt und höchstens drei Punkte, für welche die 
sämmtlichen Polaren sich vereinigen; nämlich da die sämmtlichen 
Geraden, welche hinsichtlich des Flächenbüschels IL Ordnung den 
sämmtlichen Punkten der Ebene conjugirt sind, im Allgemeinen 
aus den Secanten einer Raumcurve III. Ordnung bestehen, so 
liegen in der Ebene höchstens drei derselben und mindestens eine. 
Den Kegelschnittbüschel können wir auf ein beliebiges Ele- 
mentargebilde projectivisch beziehen, so dass je vier harmonischen 
Kegelschnitten des ersteren stets vier harmonische Elemente des 
letzteren entsprechen. Wird z. B. von den sämmtlichen Polaren 
eines Punktes eine jede demjenigen Kegelschnitt des Büschels 
zugewiesen, in Bezug auf welchen sie dem Punkte zugeordnet ist, 
so ist der von den Polaren gebildete Strahlenbüschel projectivisch 
auf den Kegelschnittbüschel bezogen; und mittelst eines solchen 
Strahlenbüschels kann dann auch jedes andere Elementargebilde 
projectivisch auf den Kegelschnittbüschel bezogen werden. Der 
letztere ist auch zu jedem Flächenbüschel IL Ordnung projec- 
tivisch, von welchem er ein Schnitt ist; denn je vier harmonischen 
Kegelschnitten des Curvenbüschels entsprechen die vier durch sie 
hindurchgehenden harmonischen Flächen des Flächenbüschels. Hier 
kann jedoch der beachtenswerte Fall eintreten, dass nicht jede 
der Flächen IL Ordnung von der Ebene des Curvenbüschels ge- 
schnitten wird ; so dass freilich jedem Kegelschnitt dieses Büschels 
eine der Flächen IL Ordnung entspricht, nicht aber jeder dieser 
Flächen einer von den Kegelschnitten. Alsdann sind die Strahlen- 
büschel, welche von den Polaren beliebiger Punkte in Bezug auf 
die Kegelschnitte gebildet werden, unvollständig und bestehen nur 
aus Winkeln; für diese Winkel gelten jedoch die vorhin ange- 
gebenen projectivischen Beziehungen. Und diejenigen Flächen 
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II. Ordnung, welche von der Ebene des Kegelschnittbüschels nicht 
getroffen werden, bestimmen gleichwohl in dieser Ebene ein Polar- 
system, welches zwar keine Ordnungscurve besitzt, aber in vieler 
Hinsicht eine Curve II. Ordnung vollständig vertritt. Uebrigens 
kann der genannte Fall nur dann eintreten, wenn die Kegel- 
schnitte keine gemeinschaftlichen funkte besitzen. 

Haben die sämmtlichen Flächen eines Flächenbüschels II. Ord- 
nung einen Punkt U mit einander gemein, so wird eine beliebige 
durch U gelegte Gerade g, die auf keiner der Flächen enthalten 
ist, von denselben in je einem von £7 verschiedenen Punkte ge- 
schnitten, und umgekehrt muss durch jeden solchen Punkt von g 
eine einzige Fläche des Büschels hindurchgehen. Ich behaupte nun: 
„Wenn an jeder Fläche des Büschels in ihrem von U ver- 
schiedenen Schnittpunkte mit der Geraden g eine Berührungs- 
„ Ebene construirt wird, so bilden alle diese Berühr ungs- 
„ Ebenen einen Ebenenbüschel I. oder IL Ordnung, welcher zu 
„dem geraden Gebilde g perspectivisch liegt." 
Jede dieser Berührungs-Ebenen verbindet einen Punkt von g mit 
der ihm conjugirten Geraden. Ferner bilden alle Geraden, welche 
den Punkten von g conjugirt sind, eine zu g projectivische Kegel- 
fläche IL Ordnung oder Kegelschaar (pag. 136), und der Punkt 
U liegt auf dem ihm conjugirten Strahle dieses Gebildes. Im 
Falle der Kegelfläche H. Ordnung folgt daher der Satz aus einem 
früher bewiesenen (I. Abth. pag. 111). Im Falle der % Regeischaar 
verbinden wir drei beliebige Punkte A> B, C des geraden Ge- 
bildes g mit den ihnen conjugirten Geraden durch Ebenen, die 
sich in einem Punkte S schneiden werden. Die Regelschaar wird 
aus S durch einen Ebenenbüschel I. oder IL Ordnung projicirt, 
welcher auch zu dem geraden Gebilde g projectivisch sein muss 
und zu demselben perspectivische Lage hat, weil vier Ebenen des 
Büschels durch die ihnen entsprechenden Punkte U, A, 5, C von 
g hindurchgehen (I. Abth. pag. 108). 

Jede Ebene des Büschels I. oder IL Ordnung enthält auch 
die Polare von g in Bezug auf diejenige Fläche IL Ordnung, 
welche von der Ebene berührt wird. Der Ebenenbüschel ist folg- 
lich auch zu der Kegelfläche IL Ordnung oder der Regelschaar 
perspectivisch, welche von den Polaren der Geraden g gebildet 
werden, und somit projectivisch zu dem Flächenbüschel IL Ord- 
nung. Daraus folgt aber, dass auch das gerade Gebilde g projec- 
tivisch auf den Flächenbüschel bezogen ist, wenn jedem von U 
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verschiedenen Punkte von g die durch ihn gehende Fläche des 
Büschels zugewiesen ist. Nach der Analogie mit früheren Sätzen 
wollen wir in diesem Falle sagen, das gerade Gebilde g liege 
perspectivisch zu dem Flächenbüschel oder sei ein Schnitt des- 
selben; wir erhalten dann den Satz: 

Alle geraden Gebilde, welche je einen gemeinschaftlichen Punkt 
der Flächen IL Ordnung enthalten und keiner der Flächen an- 
gehören, werden von dem Flächenbüschel in prqjectivischen ge- 
raden Gebilden geschnitten; denn letztere sind auch zu dem 
Flächenbilschel prqjectivisch. 
Für Kegelschnittbüschel haben wir denselben Satz der Haupt- 
sache nach bereits früher (pag. 101) ausgesprochen, wenn auch 
in anderer Form. Der Beweis vereinfacht sich in dem speciellen 
Falle, wenn die Gerade g in einer Hauptebene des Flächen- 
büscliels liegt. 

Ein Flächenbilschel IL Ordnung wird von jeder Geraden s, 
die weder durch einen gemeinschaftlichen Punkt der Flächen 
hindurchgeht^ noch auf einer dieser Flächen enthalten ist, in 
einem involutorischen geraden Gebilde geschnitten. 
Seien A, A x ; 2?, B l und C, C x die drei Paar Schnittpunkte von 
8 mit irgend drei Flächen a, ß, y des Büschels, und seien zunächst 
die Punkte A, A t nicht getrennt durch B und B v Dann giebt 
es (I. Abth, pag. 119) in der Geraden s zwei Punkte M und N, 
welche sowohl durch A und A x , als auch durch B und B x har- 
monisch getrennt, und folglich hinsichtlich der Flächen et und ß 
einander conjugirt sind. Diese Punkte müssen desshalb auch hin- 
sichtlich jeder dritten Fläche y des Büschels einander conjugirt 
und durch die Schnittpunkte C, C t von y und s harmonisch ge- 
trennt sein. Damit ist aber bewiesen, dass der Flächenbüschel 
von s in einem involutorischen geraden Gebilde geschnitten wird, 
dessen Ordnungspunkte mit Mund JV zusammenfallen. Zugleich folgt: 
„Die Gerade s wird von höchstens zwei Flächen des Büschels 
„berührt, und zwar in den Ordnungspunkten M und N des 
„involutorischen Gebildes s. u 

Der Beweis des obigen Satzes ist offenbar für den Fall voll- 
ständig geführt, wenn von irgend zwei Flächen a und ß des 
Büschels die eine ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der an- 
deren liegt, wenn also die sämmtlichen Flächen II. Ordnung ent- 
weder gar keine gemeinschaftlichen Punkte besitzen oder in jedem 
solchen Punkte einander berühren. Wenn sie dagegen sich in 
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einer Linie schneiden, so kann der Fall eintreten, dass die Schnitt- 
punkte -4, A l durch B und B t von einander getrennt sind, so dass 
das involutorische Gebilde *, wenn es überhaupt existirt, keine 
Ordnungspunkte besitzt. Jede durch « gelegte Ebene schneidet 
alsdann den Flächenbüschel IL Ordnung in einem Büschel von 
Curven IL Ordnung, die mindestens zwei gemeinschaftliche Schnitt- 
punkte besitzen. Dass nun * durch diesen Kegelschnittbüschel in 
einem involutorischen geraden Gebilde geschnitten wird, folgt so- 
fort aus früheren Sätzen (pag. 101), sobald noch der Satz be- 
wiesen ist: 

„Ein Curvenbüschel IL Ordnung, dessen Kegelschnitte einen 
„gemeinschaftlichen Schnittpunkt U besitzen, kann stets als 
„Schnitt eines Flächenbüschels IL Ordnung betrachtet werden, 
„welcher aus geradlinigen, durch eine Raumcurve k III. Ord- 
„nung und eine Secante a derselben gehenden Flächen IL Ord- 
„nung gebildet wird. 4 * 

Seien a und ß zwei beliebige Kegelflächen IL Ordnung, deren 
Mittelpunkte auf einer durch U gelegten Geraden a enthalten sind 
und durch welche irgend zwei Kegelschnitte des Curvenbüschels 
projicirt werden. Dann schneiden sich a und ß in der Geraden 
a und ausserdem in einer Raumcurve k III. Ordnung, von welcher 
a eine Secante ist. Durch k und a kann nun ein Flächenbüschel 
II. Ordnung gelegt werden, zu welchem auch die beiden Kegel- 
flächen a und ß gehören ; derselbe wird von der Ebene des Curven- 
büschels IL Ordnung in einem zweiten Curvenbüschel IL Ordnung 
geschnitten, und es ist nur noch zu zeigen, dass jede Curve des 
einen Büschels auch dem anderen Curvenbüschel angehört. Sei 
C irgend ein Punkt der Ebene und seien y und f l die beiden 
durch ihn hindurchgehenden Curven der Büschel. Dann können 
wir in der Ebene unendlich viele Secanten 8 von C aus an die 
Kegelflächen a und ß ziehen, so dass die Schnittpunkte von « mit 
a durch diejenigen von s mit ß nicht getrennt sind. Für jede 
solche Secante ist aber bereits der Beweis geführt, dass dieselbe 
von beiden Curvenbüscheln in involutorischen geraden Gebilden 
geschnitten wird; und die so entstehenden involutorischen Gebilde 
sind identisch, weil zwei Punktenpaare, nämlich die Schnittpunkte 
von s mit a und ß, in beiden vorkommen. Die Kegelschnitte y 
und yi haben desshalb nicht bloss den Punkt C T , sondern auch 
den zu C zugeordneten Punkt 6\ von 8 mit einander gemein, und 
müssen, weil sich unzählig viele solche Punkte C v construireu 
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lassen, zusammenfallen. Damit ist aber die Behauptung bewiesen, 
dass der ursprünglich gegebene Curvenbüschel IL Ordnung ein 
Schnitt des Büschels geradliniger Flächen II. Ordnung sei. 

Wir können nunmehr eine äusserst einfache Auflösung der 
schon früher (pag. 134) gestellten Aufgabe geben: 

„Zu zwei beliebig gegebenen Flächen ot, ß II. Ordnung eine 
„dritte zu construiren, welche durch einen willkürlich gegebenen 
„Punkt P des Raumes hindurchgeht und dem durch ot und ß 
„bestimmten Flächenbüschel angehört." 

Im Allgemeinen lassen sich durch P unendlich viele Secanten * 
an die beiden Flächen ot und ß ziehen. Jede derselben wird von 
dem Flächenbüschel in einem involutorischen geraden Gebilde ge- 
schnitten, welches durch die zwei Paar Schnittpunkte von 8 mit 
ot und ß völlig bestimmt ist. Sucht man nun in jedem dieser in- 
volutorischen Gebilde den zu P zugeordneten Punkt, so ist dieser 
auf der gesuchten Fläche enthalten. — Die Construction ist nur 
dann bisweilen nicht direct anwendbar, wenn jede der gegebenen 
Flächen ot und ß ganz ausserhalb der anderen liegt. In diesem 
Falle construiren wir zunächst auf die angegebene Weise inner- 
halb ot irgend eine dritte Fläche ßi des Büschels; alsdann können 
durch P unendlich viele Secanten an die beiden Flächen ot und 
ß t gezogen werden und die Construction ist anwendbar. Man 
kann von derselben bei der Aufgabe Gebrauch machen: „Durch 
neun Punkte eine Fläche II. Ordnung zu legen, u deren Lösung 
am Ende des letzten Vortrages angegeben wurde. 

Die projectivische Verwandtschaft, welche sich zwischen 
Flächenbüscheln II. Ordnung und beliebigen Elementargebilden 
aufstellen lässt, führt uns zu einer Fülle von neuen interessanten 
Aufgaben. Ich will von denselben nur noch die folgende be- 
handeln : 

„Von welcher Beschaffenheit ist die Fläche, wplche ein Flächen- 
„büschel IL Ordnung mit einem zu ihm projectivischen Ebenen- 
„büschel I. Ordnung erzeugt?" 

Der gesuchten Fläche gehört jeder Kegelschnitt an, den irgend 
eine Fläche des Flächenbüschels mit der ihr entsprechenden Ebene 
gemein hat. Auf derselben liegt desshalb die Axe des Ebenen- 
büschels und jeder gemeinschaftliche Punkt der Flächen IL Ord- 
nung. Eine Gerade, welche die Axe des Ebenenbüschels schneidet, 
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hat ausser dem Schnittpunkt noch höchstens zwei Punkte mit der 
gesuchten Fläche gemein, wenn sie nicht ganz in dieselbe hineinfällt. 
Wir werden zeigen, dass die Fläche von d$r dritten Ordnung ist, 
so dass sie mit einer beliebigen Geraden g, die nicht ganz in sie 
hineinfällt, höchstens drei Punkte gemein hat, mindestens aber 
einen Punkt. 

Die Gerade g wird von dem Ebenenbüschel in einem zu ihm 
und zum Flächenbüschel projectivischen geraden Gebilde geschnitten. 
Wir wollen nun zunächst beweisen: 

„Wenn ein gerades Gebilde g auf einen Flächenbüschel II. Ord- 
nung projectivisch bezogen ist, und man construirt zu jedem 
„Punkte P von g die Polar-Ebene in Bezug auf die ihm ent- 
sprechende Fläche 7: des Büschels, so bilden alle diese Polar- 
„Ebenen einen zu g projectivischen Ebenenbüschel IL Ord- 
nung, und nur in ganz speciellen Fällen schneiden sie sich 
„in einer und derselben Geraden." 

Zu dem Punkte P von g construiren wir die Polar -Ebene hin- 
sichtlich der ihm entsprechenden Fläche ir, indem wir die Polare 
von g in Bezug auf rc mit derjenigen Geraden verbinden , welche 
dem Punkte P hinsichtlich des Flächenbüschels conjugirt ist. Den 
Punkten von g sind aber die Strahlen einer zu g projectivischen 
ßegelschaar oder Kegelfläche IL Ordnung conjugirt; und die Po- 
laren von g bilden eine zweite, zu dem Flächenbüschel projec- 
tivische Regelschaar resp. Kegelfläche IL Ordnung. Die beiden 
Strahlengebilde, welche wir so erhalten, sind aber projectivisch, 
weil das gerade Gebilde und der Flächenbüschel IL Ordnung 
projectivisch sind; und sie erzeugen (I. Abth. pag. 111) im All- 
gemeinen einen zu g projectivischen Ebenenbüschel IL Ordnung, 
weil im ersten Fall jede der Regeischaaren die Leitschaar der 
anderen ist und weil im zweiten Falle die beiden Kegelflächen 
IL Ordnung in einander liegen (pag. 136). Nur dann gehen die 
Verbindungs-Ebenen von je zwei einander entsprechenden Strahlen 
durch eine und dieselbe Gerade, wenn im letzteren Falle die Kegel- 
flächen IL Ordnung involutorisch liegen. Wir wollen hierauf nicht 
näher eingehen, da der zweite Fall ohnehin nur dann eintritt, 
wenn g ein Ordnungsstrahl des Flächenbüschels ist. 

Das gerade Gebilde g liegt nun entweder perspectivisch zu 
jenem Ebenenbüschel IL Ordnung, oder mindestens ein Punkt 
und höchstens drei Punkte von g sind in den ihnen entsprechen- 
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den Ebenen des Büschels enthalten (I. Abth. pag. 107) *). Jeder 
solche Punkt ist aber sich selbst conjugirt hinsichtlich der ihm 
entsprechenden Fläche des Flächenbüschels; oder: 

„Wenn ein gerades Gebilde g auf einen Flächenbüschel IL Ord- 
„nung projectivisch bezogen ist, so liegen höchstens drei Punkte 
„von g auf den ihnen entsprechenden Flächen II. Ordnung 
„und mindestens ein Punkt, es sei denn, dass das gerade Ge- 
bilde zu dem Flächenbüschel perspectivische Lage hat." 
Daraus ergiebt sich nunmehr als Lösung der vorhin gestellten 
Aufgabe der Satz: 

Ein Flächenbüschel IL Ordnung erzeugt mit einem zu ihm prqjec- 
tivischen Ebenenbüschel L Ordnung eine Fläche HL Ordnung, 
welche mit jeder nicht auf ihr gelegenen Geraden Mchstens drei 
Punkte und mindestens einen Punkt gemein hat. Diese Fläche 
HL Ordnung geht durch alle gemeinschaftlichen Punkte der 
Flächen IL Ordnung und durch die Axe a des Ebenenbüschels. 
Von den Ebenen des letzteren wird sie ausserdem in Curven 
IL Ordnung geschnitten, und diese wiederum schneiden die Axe a 
in einem involutorischen geraden Gebilde. 
Besteht der Ebenenbüschel aus den Polar-Ebenen eines beliebigen 
Punktes in Bezug auf die Flächen IL Ordnung, so folgt: 

„Die Berührungspunkte aller Tangenten, welche aus einem 
„beliebigen Punkte an die Flächen eines Flächenbüschels 
„IL Ordnung gezogen werden können, liegen auf einer Fläche 
„III. Ordnung. Dieselbe geht durch jenen Punkt und durch 
„die ihm conjugirte Gerade a und hat mit einer durch a ge- 
hegten Ebene entweder nur dies6 Gerade a oder noch einen 
„Kegelschnitt gemein; sie geht ausserdem durch jeden ge- 
meinschaftlichen Punkt der Flächen IL Ordnung." 



*) Entsprechen der Geraden g zwei involutorisch liegende Kegelflächen 
II. Ordnung, so gelangen wir zu demselben Ergebniss wie folgt. Wir proji- 
ciren aus der Involutionsaxe der Kegelflachen das gerade Gebilde g durch 
einen Ebenenbüschel. Dieser ist auch zu den Kegelflächen projectivisch und 
folglich gehen höchstens drei seiner Ebenen durch die entsprechenden Strahlen 
der letzteren und mindestens eine (T. Abth. pag. 107). 
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Achtzehnter Vortrag. 

Axen der Kegelschnitte, die auf einer Fläche IL Ord- 
nung liegen. Normalen der Fläche IL Ordnung. 



Wir wollen von den Sätzen des fünfzehnten Vortrages über die 
Strahlencomplexe eine weitere Anwendung machen, indem wir 
zeigen, dass die Normalen einer Fläche IL Ordnung und die 
Axen aller auf der Fläche enthaltenen Kegelschnitte einen solchen 
Strahlencomplex bilden. Wir werden dabei alle bis jetzt bekannten 
wichtigeren Sätze über diese Normalen und Axen in einem sehr 
einfachen Zusammenhange kennen lernen. Von der folgenden 
Untersuchung schliesse ich zunächst nur den Fall aus, in welchem 
die gegebene Fläche IL Ordnung eine Cylinderfläche ist. 

Die Polare einer Normalen der Fläche IL Ordnung, d. h. 
einer Geraden, welche in einem Punkte der Fläche auf der Be- 
rührungsebene dieses Punktes senkrecht steht, liegt in dieser Be- 
rührungsebene, ist also zu der Normalen senkrecht. Suchen wir 
demnach sämmtliche Gerade des Raumes, welche auf ihren Polaren 
senkrecht stehen, so sind unter ihnen auch die Normalen der 
Fläche IL Ordnung enthalten. Zu diesen Geraden gehören ausser- 
dem die Axen eines jeden auf der Fläche gelegenen Kegelschnittes; 
denn eine solche Axe ist zu allen Geraden conjugirt, welche in 
der Ebene des Kegelschnittes zu ihr normal gezogen werden 
können; und weil der unendlich ferne Punkt, durch welchen diese 
Geraden gehen, auch auf der Polare der Axe liegen muss (pag. 36), 
so ist auch diese Polare senkrecht zu der Axe, ohne jedoch 
sie zu schneiden. Umgekehrt ist jede Gerade des Raumes, welche 
zu ihrer Polare senkrecht ist, die Axe eines Kegelschnitts der 
Fläche IL Ordnung oder doch eines ebenen Polarsystems, welches 
dem von der Fläche bestimmten räumlichen Polarsysteme ange- 
hört; und zwar geht die Ebene dieses Polarsystems durch die 
Gerade und ist parallel zu deren Polare. Wird aber die Gerade 
von ihrer Polare geschnitten, so liegen beide in einer Berührungs- 
ebene der Fläche IL Ordnung, und ihr Schnittpunkt fällt mit dem 
Berührungspunkte zusammen; der Kegelschnitt aber, von welchem 
sie als die Axen betrachtet werden können, reducirt sich auf 
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den Berührungspunkt oder auch auf eine oder zwei Gerade der 
Fläche IL Ordnung. 

Die drei Hauptaxen jeder Kegelfläche IL Ordnung, welche 
der gegebenen Fläche IL Ordnung umschrieben ist, gehören gleich- 
falls zu den hier betrachteten Geraden. Denn weil diese drei 
Hauptaxen auf einander senkrecht stehen und einander paarweise 
conjugirt sind, so liegt die Polare einer jeden derselben in der 
Ebene der beiden andern und ist senkrecht zu der ihr zugeord- 
neten Hauptaxe. Jede Gerade, welche zu ihrer Polare senkrecht 
ist, kann zugleich als Hauptaxe einer solchen umschriebenen 
Kegelfläche oder doch eines polaren Strahlenbündels betrachtet 
werden, welcher dem von der Fläche IL Ordnung bestimmten 
räumlichen Polarsysteme angehört; und zwar wird die Gerade im 
Mittelpunkte der Kegelfläche oder des Bündels von einer zu ihr 
senkrechten und durch die Polare gehenden Ebene geschnitten. 

Wir wollen hiernach jede Gerade des Raumes, welche zu 
ihrer Polare senkrecht ist, eine Axe der Fläche IL Ordnung 
nennen ; das Vorhergehende können wir dann wie folgt zusammen- 
fassen : 

Die Axen jedes auf der Fläche IL Ordnung gelegenen Kegel- 
schnittes und die Hauptaxen jeder der Fläche umschriebenen 
Kegelfläche, so wie alle Normalen der Fläche IL Ordnung sind 
zugleich Axen dieser Fläche, d. h. senkrecht zu ihren resp. 
Polaren. Umgekehrt ist jede Axe der Fläche zugleich Axe 
eines eben-en Polarsystems und eines polaren Strahlenbündels, 
welche beide dem von der Fläche IL Ordnung bestimmten räum- 
liehen Polarsysteme angehören. 

Eine Fläche IL Ordnung, die keine Rotationsfläche ist, hat 
(nach pag. 40—43) entweder drei Symmetrie-Ebenen, die sich in 
den drei Hauptaxen rechtwinklig schneiden, und einen Mittel- 
punkt; oder sie hat nur zwei Symmetrie- Ebenen, die sich in einer 
Hauptaxe rechtwinklig schneiden, und ist ein Paraboloid, welches 
keinen Mittelpunkt besitzt. Weil die Geraden, welche auf einer 
Symmetrie- Ebene senkrecht stehen, zugleich auf ihren Polaren 
senkrecht sind, indem diese in der Symmetrie - Ebene liegen, 
so folgt: 

Jede Gerade, welche in einer Symmetrie -Ebene liegt, oder zu 

einer solchen senkrecht steht, ist eine Axe der Fläche IL Ordnung. 

Ein beliebiger Durchmesser der Fläche IL Ordnung steht im 

Allgemeinen nicht senkrecht zu den ihm conjugirten Ebenen; 

10* 
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doch giebt es in jeder solchen Ebene Strahlen, welche zu dem 
Durchmesser senkrecht stehen. Und weil diese Strahlen zugleich 
dem Durchmesser conjugirt sind, so schneidet diejenige durch 
letzteren gelegte Ebene, welche jenen Strahlen parallel läuft, die 
Fläche IL Ordnung in einem Kegelschnitt, von welchem der 
Durchmesser eine Axe ist; oder auch sie ist der Träger eines 
ebenen Polarsystems, zu dessen Axen der Durchmesser gehört. 
Also: 

Jeder Durchmesser der Fläche IL Ordnung ist zugleich eine 

Axe derselben. 
Wenn die Fläche II. Ordnung einen Mittelpunkt hat, so steht 
jede Hauptaxe derselben auf einer Symmetrie- Ebene senkrecht; 
ist aber die Fläche ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, 
so laufen mit ihrer Hauptaxe alle Durchmesser parallel. Aus den 
letzten beiden Sätzen folgt somit: 

Jede Gerade, welche zu einer Hauptaxe parallel läuft, ist eine 

Axe der Fläche IL Ordnung. 
Durch jeden Punkt P des Raumes gehen unendlich viele 
Axen der Fläche IL Ordnung, und eine derselben ist die Gerade 
n, welche durch den Punkt P senkrecht zu seiner Polar-Ebene i: 
gelegt werden kann Sei n x die in tc liegende Polare von », und 
suchen wir zunächst alle übrigen in ir gelegenen Axen. Jede der- 
selben steht auf der Polar -Ebene desjenigen Punktes senkrecht, 
in welchem sie von n x geschnitten wird; denn diese Polar-Ebene 
enthält ausser n noch die Polare der Axe, also zwei zu dieser 
Axe senkrechte Gerade. Wir finden also die sämmtlichen in *z 
gelegenen Axen, indem wir aus jedem Punkte der Geraden n x auf 
dessen Polar- Ebene eine Senkrechte fällen. Diese Polar-Ebenen 
bilden aber einen Büschel n, welcher zu dem geraden Gebilde «j 
projectivisch ist; und daraus folgt, dass jene Senkrechten entweder 
alle durch einen Punkt gehen, oder eine Parabel umhüllen. Wir 
können nämlich die unendlich ferne Gerade der Ebene tu projec- 
tivisch so auf den Ebenenbüschel n beziehen, dass jede Ebene 
des Büschels senkrecht steht zu der Richtung, in welcher der 
entsprechende unendlich ferne Punkt liegt. Damit ist aber die 
unendlich ferne Gerade auch auf das gerade Gebilde n x projec- 
tivisch bezogen, und erzeugt mit demselben jene Schaar von Senk- 
rechten; und diese berühren im Allgemeinen eine Curve II. Ordnung, 
zu deren Tangenten auch n x und die unendlich ferne Gerade ge- 
hören und welche daher eine Parabel ist. Diejenigen Axen, 
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welche durch den Punkt P hindurchgehen, sind die Polaren von 
den in ir gelegenen Axen; und wenn letztere eine Parabel um- 
hüllen, so müssen die ersteren auf einer Kegelfläche IL Ordnung 
liegen. Mit Berücksichtigung des Vorhergehenden können wir 
daher die Sätze aufstellen: 

Die sämmtlichen Axen, welche in einer gegebenen Ebene ir 
liegen, umhüllen eine Parabel; dieselbe wird auch von jeder Ge- 
raden berührt, in welcher iz von einer Symmetrie -Ebene ge- 
schnitten wird. 

Die sämmtlichen Axen, welche durch einen gegebenen Punkt 
P gehen, bilden eine KegelfläcJue IL Ordnung; dieselbe geht durch 
die Senkrechten, welche aus P auf die Symmetrie- Ebenen der 
Fläche II. Ordnung gefällt werden können, so wie durch einen 
Durchmesser der Fläche IL Ordnung. 
Die Parabel kann jedoch, wie schon bei dem Beweise dieser 
Sätze hervorgehoben wurde, sich auf Punkte reduciren, so dass 
wir statt ihrer Tangenten gewöhnliche Strahlen büschel I. Ordnung 
erhalten; und ebenso kann die Kegelfläche P in Strahlenbüschel 
I. Ordnung zerfallen. Dieses muss für jeden Punkt P und jede 
Ebene tt z. B. dann eintreten, wenn die Fläche IL Ordnung eine 
Rotationsfläche ist, weil alsdann unendlich viele Symmetrie-Ebenen 
vorhanden sind, die sich in einer Hauptaxe h schneiden. Den 
bisherigen Sätzen zufolge ist in diesem Falle jede Gerade, welche 
entweder mit der Rotationsaxe h in einer Ebene liegt, oder zu 
derselben senkrecht ist, eine Axe. Wir wollen hinfort die Ro- 
tationsflächen II. Ordnung von unserer Untersuchung ausschliessen, 
weil sie wenig Interesse bieten. 

Werden auf einer beliebigen Axe, die weder ein Durchmesser 
der Fläche IL Ordnung, noch zu einer Symmetrie-Ebene senkrecht 
ist, zwei eigentliche, in keiner Symmetrie- Ebene gelegene Punkte 
M und ^angenommen, so schneiden sich die Axenkegel, deren 
Mittelpunkte M und N sind, in der Geraden MN und folglich 
ausserdem in einer Raumcurve k III. Ordnung. Diese Curve k 
enthält drei unendlich ferne Punkte, nämlich die Pole der Sym- 
metrie-Ebenen und unendlich fernen Punkte der Hauptaxen; denn 
die Geraden, welche aus M und N senkrecht zu den Symmetrie- 
Ebenen oder auch parallel zu den Hauptaxen gezogen werden 
können, sind ebenfalls Axen und schneiden einander paarweise 
in jenen drei unendlich fernen Punkten. Wenn die Fläche 
IL Ordnung einen Mittelpunkt besitzt, so ist auch dieser auf 
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der Raumcurve III. Ordnung enthalten. Jeder dritte Axenkegel, 
dessen Mittelpunkt O ebenfalls auf der Curve k liegt, muss durch 
dieselbe hindurchgehen, weil die fünf Axen auf demselben ent- 
halten sind , durch welche O mit M und N und mit jenen drei 
unendlich fernen Curvenpunkten verbunden wird. D. h.: 

Es giebt unendlich viele Raumcurven III. Ordnung von der Be- 
schaffenheit^ dass jede Tangente oder Secante derselben eine Axe 
der Fläche IL Ordnung ist. Alle diese Curven haben drei un- 
endlich ferne Punkte, nämlich die Pole der Symmetrie -Ebenen 
und unendlich fernen Punkte der Hauptaxen, mit einander ge- 
mein, so wie den Mittelpunkt der Fläche IL Ordnung, falls ein 
solcher vorhanden ist. 
Sind irgend zwei dieser Raumcurven III. Ordnung gegeben, 
also auch unendlich viele Axenkegel, die nicht alle durch eine 
und dieselbe Raumcurve hindurchgehen, so erzeugen diese Axen- 
kegel unendlich viele andere solche Raumcurven. Durch dieselben 
sind in jeder beliebig gegebenen Ebene unzählige Axen bestimmt, 
also auch der Büschel II. Ordnung, welchen alle in der Ebene ge- 
legenen Axen bilden ; oder mit einem Wort die sämmtlichen Axen 
der Fläche II. Ordnung sind durch jene zwei Raumcurven III. Ord- 
nung völlig bestimmt. Liegen diese Curven auf einer und der- 
selben Kegelfläche, und werden sie als Ordnungscurven von zwei 
collinearen räumlichen Systemen betrachtet, so erscheint folglich 
jede Axe der Fläche IL Ordnung als ein Ordnungsstrahl der 
collinearen Systeme, oder: 

Die sämmtlichen Axen einer Fläche IL Ordnung bilden einen 
Strahlencomplex, welcher auch durch collineare räumliche Systeme 
erzeugt werden kann. Hat die Fläche IL Ordnung einen Mittel- 
punkt, so bildet dieser mit den unendlich fernen Punkten der 
drei Hawptaxen das Haupt-Tetraeder des Strahlencomplexes ; ist 
dagegen die Fläche IL Ordnung ein Paraboloid, so besitzt der 
Strahlsncomplex nur drei Hauptpunkte, nämlich die unendlich 
fernen Pole beider Symmetrie -Ebenen und den unendlich fernen 
Punkt der Hauptaxe, sowie drei Haupt -Ebenen, nämlich die 
Symmetrie-Ebenen und die unendlich ferne Ebene. 
Die Sätze des fünfzehnten Vortrages über die Vertheilung der 
Ordnungsstrahlen collinearer Systeme über den unendlichen Raum 
gelten also auch für die Axen einer Fläche IL Ordnung. So z. B. 
ist jetzt bewiesen, dass die Axen, welche durch einen Punkt P 
gehen oder in einer Ebene tt liegen, nur dann zwei Strahlen- 
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büschel I. Ordnung bilden, wenn P in einer Hauptebene liegt, 
oder tz durch einen Hauptpunkt hindurchgeht. Wir wollen jedoch 
die hieher gehörenden Sätze ihrer Wichtigkeit wegen noch einmal 
direkt beweisen. 

„Die 8ämmtlichen Axen, welche auf einer Durchmesser- 
„Ebene der Fläche H. Ordnung liegen, bilden einen Durch- 
„messerbüschel und einen Büschel paralleler Strahlen; und 
„umgekehrt: Die sämmtlichen Axen, welche eine gegebene 
„Richtung haben, liegen in einer Durchmesser-Ebene der Fläche 
„IL Ordnung.« 
Ist nämlich tz eine Durchmesser-Ebene, 'so liegt ihr Pol P unend- 
lich fern in der Richtung der zu iz conjugirten Sehnen. Die 
Parallelen, welche normal zu dieser Richtung in tz gezogen werden 
können, sind Axen der Fläche IL Ordnung, und ebenso deren 
Polaren, welche durch P gehen und eine zweite Durchmesser- 
Ebene erfüllen. Beiläufig folgt: 

Die Axen, welche durch irgend zwei auf einem Durchmesser 
gelegene Punkte hindurchgehen, sind paarweise parallel; die 
beiden Kegelflächen, auf welchen sie liegen, berühren sich in 
jenem Durchmesser und gehen durch denselben unendlich fernen 
Kegelschnitt. 

Die sämmtlichen Parabeln, welche von allen in parallelen 
Ebenen gelegenen Axen eingehüllt werden, sind Schnitte einer ein- 
zigen Kegel- resp. Cylinderfläche , deren Strahlen aus Durch- 
messern der gegebenen Fläche IL Ordnung bestehen. 

„Die sämmtlichen Axen, welche durch irgend einen Punkt 
„P einer Symmetrie- Ebene y hindurchgehen, bilden zwei 
„Strahlenbüschel I. Ordnung, von denen der eine in 7 liegt, 
„der andere in einer zu 7 senkrechten Ebene." 
Jeder durch P in der Ebene y gezogene Strahl ist eine Axe der 
Fläche IL Ordnung, und die Kegelfläche P, auf welcher alle durch 
P gehenden Axen liegen, zerfällt also in zwei Strahlenbüschel. 
Sei nun s irgend eine Axe, welche von *y im Punkte P unter 
schiefen Winkeln geschnitten wird; dann ist der zweite dieser 
Axenbüschel in der Ebene gelegen, durch welche die Axe s senk- 
recht auf die Symmetrie-Ebene 7 projicirt wird. Denn in dieser 
Ebene liegen ausser s noch zwei durch P gehende Axen, nämlich 

die Projection von s auf y und die Normale zu -y im Punkte P. 

Beiläufig folgt: 

Ist die Gerade u senkrecht zu einer Symmetrie- Ebene 7, so 
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bilden die sämmtlichen Axen, welche von n geschnitten werden, 
Kegelflächen IL Ordnung, deren Mittelpunkte in n liegen und 
welche mit y eine und dieselbe gleichseitige Hyperbel gemein 
haben. 
Nämlich eine beliebige dieser Kegelflächen hat mit y eine Hyperbel 
gemein, welche durch den Schnittpunkt von n und y und durch 
den Mittelpunkt der Fläche II. Ordnung hindurchgeht, wenn ein 
solcher vorhanden ist, und von deren Asymptoten A\S eine senk- 
recht, die andere parallel zu einer von y verschiedenen Symmetrie- 
Ebene ist. Nach dem vorhergehenden Satze aber ist jede Gerade, 
welche einen Punkt der Hyperbel mit einem Punkte der Ge- 
raden n verbindet, ebenfalls eine Axe der Fläche II. Ordnung. 
Ebenso folgt der Satz: 

Die sämmtlichen Axen, welche die Symmetrie - Ebene y in 
einer auf derselben gelegenen Geraden g schneiden, berühren ent- 
weder einen parabolischen Cylinder, welcher zu y senkrecht ist; 
oder sie schneiden, wenn g zu einer zweiten Symmetrie-Ebene yi 
normal ist, eine in yj gelegene und zu y senkrechte Gerade g t . 
Wir können jetzt folgenden wichtigen Satz beweisen: 

Sind von einer Fläche IL Ordnung gegeben die Symmetrie- 
Ebenen und eine Axe a, welche weder zu einer Hauptaxe senk- 
recht steht noch mit einet* Hauptaxe in einer Ebene liegt , so 
sind alle Axen der Fläche völlig bestimmt, wie die folgende 
Con8truction zeigt. 
Zunächst gehören alle Durchmesser der Fläche IL Ordnung, sowie 
alle Geraden, welche zu einer Symmetrie-Ebene senkrecht stehen 
oder in einer solchen liegen, zu den Axen der Fläche; ebenso 
alle Geraden g, welche zu der gegebenen Axe a parallel sind und 
mit derselben in einer Durchmesser* Ebene liegen. Sei P der 
Punkt, in welchem eine dieser Axen g von einer Symmetrie-Ebene 
y geschnitten wird, so sind alle durch P gehenden Strahlen, 
welche mit g in einer zu y senkrechten Ebene liegen, ebenfalls 
Axen der Flächen; und zwar begegnen diese Axen einer zweiten 
Symmetrie-Ebene ^ x in den sämmtlichen Punkten einer zu y senk- 
rechten Geraden. Bestimmen wir auf diese Weise alle Axen, 
welche von den Geraden g in Punkten der Symmetrie -Ebene y 
geschnitten werden, so geht offenbar durch jeden Punkt P x der 
Symmetrie - Ebene ^ x eine von diesen Axen; und mittelst dieser 
einen können wir alle übrigen durch P x gehenden Axen finden, 
weil dieselben theils in y 1? theils in einer zu yj senkrechten 
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Ebene liegen. Weil nun jede Axe, welche nicht in y, liegt, diese 
Symmetrie-Ebene in irgend einem Punkte P x schneiden muss, so 
können wir auf dem angegebenen Wege zu jeder beliebigen Axe 
der Fläche II. Ordnung gelangen. 

Zu einem gegebenen Axencomplexe lassen sich unendlich viele 
Flächen IL Ordnung construiren; oder es giebt unendlich viele 
Flächen IL Ordnung, welche dieselben Axen besitzen -wie eine 



Seien die Axen gegeben durch die Symmetrie - Ebenen und eine 
beliebig angenommene Axe a, wie im vorigen Satze. Wir er- 
richten in einem beliebigen Punkte S von a eine zu a senkrechte 
Ebene <;, und construiren eine Fläche IL Ordnung, welche die 
gegebenen Symmetrie -Ebenen besitzt, und von der Ebene s im 
Punkte S berührt wird. Da die Gerade a eine Normale der 
Fläche ist, so gehört sie zu den Axen derselben, und folglich 
auch jeder andere Strahl des gegebenen Axencomplexes. Und weil 
der Punkt S ganz beliebig auf a gewählt ist, und wir ausserdem 
statt a irgend eine andere Axe des Gomplexes bei dieser Con- 
struction benutzen können, so ist der Satz bewiesen, sobald wir 
gezeigt haben, dass die Gonstruction jener Fläche II. Ordnung 
möglich ist. 

Sind drei Symmetrie-Ebenen vorhanden, so bilden dieselben 
mit der unendlich fernen Ebene ein Pol-Tetraeder der gesuchten 
Fläche; und dieselbe ist völlig bestimmt als Ordnungsfläche des 
räumlichen Polarsystemes, in welchem ausser jenem Pol-Tetraeder 
noch der Pol /S der Ebene c gegeben ist (vergl. pag. 65). Die 
Fläche IL Ordnung geht durch die acht Eckpunkte des recht 
winkligen Parallelepipedes, dessen Seitenflächen zu den Symmetrie- 
Ebenen parallel laufen, dessen Diagonalen im Mittelpunkte M der 
Fläche sich halbiren und von welchem der Punkt £ ein Eckpunkt 
ist. Die drei durch S gehenden Seitenflächen des Parallelepipedes 
schneiden die Fläche in Curven IL Ordnung, von welchen wir ausser S 
noch je drei Punkte und die in c liegende Tangente von S kennen. 
Diese Curven sind also völlig bestimmt, und mit ihrer Hülfe kann 
jeder Kegelschnitt construirt werden, welchen irgend eine Ebene 
mit der Fläche IL Ordnung gemein hat. 

Sind dagegen nur zwei Symmetrie - Ebenen und eine Haupt- 
axe vorhanden, so ist die gesuchte Fläche ein elliptisches oder 
ein hyperbolisches Paraboloid. Alsdann schneidet jede der beiden 
Ebenen, welche durch S parallel zu einer der Symmetrie-Ebenen 
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gelegt werden können, die Fläche in einer Parabel, deren Axe 
in der zweiten Symmetrie -Ebene liegt, und von welcher ausser- 
dem der Punkt S und dessen in ? liegende Tangente bekannt 
ist. Jede dieser Parabeln kann also construirt werden. Wir be- 
stimmen ferner einen Punkt S x so, dass die Gerade SS X auf der 
Hauptaxe senkrecht steht und von dieser halbirt wird; dann liegt 
auch 6| auf der gesuchten Fläche. Durch /S^ und die beiden Parabeln, 
welche in S und in dem unendlich fernen Punkte der Hauptaxe 
sich schneiden, kann aber (pag. 29) eine einzige Fläche II. Ord- 
nung hindurchgelegt werden Dieselbe erfüllt offenbar alle Be- 
dingungen, und ist wirklich ein Paraboloid, weil sie von der un- 
endlich fernen Ebene in dem genannten Punkte der Hauptaxe 
berührt wird. 

Von den Flächen II. Ordnung, welche einen gegebenen Axen- 
complex mit einander gemein haben, gehen durch jeden Punkt S 
des Raumes unendlich viele; denn jede von den Axen, welche 
durch S gehen und wie wir wissen eine Kegelfläche II. Ordnung 
bilden, steht im Punkte S zu einer jener Flächen normal. Die 
Berührungs-Ebenen dieser Flächen IL Ordnung im Punkte £ um- 
hüllen desshalb eine Kegelfläche IL Ordnung. 

„Die Pole einer beliebigen Ebene e in Bezug auf alle 
„Flächen IL Ordnung, die einen gegebenen Axencomplex mit 
„einander gemein haben, liegen in einer zu s senkrechten Durch- 
messer-Ebene. Die Flächen werden von der Ebene e in 
„Curven IL Ordnung geschnitten, dereu Axen eine Parabel 
„umhüllen und deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, 
„nämlich auf der Directrix der Parabel." 
Denn jede Senkrechte, welche auf die Ebene e aus einem ihrer 
Pole gefällt werden kann , ist eine Axe der Flächen IL Ord- 
nung, und da alle diese Senkrechten zu einander parallel sind, so 
liegen sie in einer Durchmesser -Ebene (pag. 151). Dieselbe ist 
zu e conjugirt hinsichtlich aller jener Flächen IL Ordnung und 
auf ihrer Schnittlinie mit e liegen desshalb die Mittelpunkte aller 
Kegelschnitte, welche e mit den Flächen IL Ordnung gemein 
hat. Da die Axen jedes solchen Kegelschnittes einander im Mittel- 
punkte rechtwinklig schneiden und ausserdem eine Parabel be- 
rühren, (pag. 149), so folgt der letzte Theil des Satzes auch un- 
mittelbar aus der Eigenschaft der Parabel: 

„Zwei Parabeltangenten MA und MB stehen senkrecht auf ein- 
ander, wenn ihr Schnittpunkt auf der Directrix liegt." 
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Die Polare AB von M geht durch den Brennpunkt F der Parabel 
(Fig. 16) und bildet mit den Tangenten MA und MB dieselben 
Winkel, wie der durch M gehende Durchmesser ftlC (I. Abth. 
pag. 132). Daher ist: 

<AMB = < MBA + < BAM = 90». 
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Aehnliche, concentrisch nnd ähnlich liegende Flächen 
zweiter Ordnung nnd deren Normalen. 



Wir wollen jetzt von den Flächen IL Ordnung, denen ein 
gegebener Axencomplex zukommt, gewisse einfache Gruppen be- 
trachten. Wir schicken folgenden Satz voraus: 

„Sind von einer Fläche IL Ordnung die Symmetrie - Ebenen 
„und derjenige Durchmesser gegeben, welcher einer beliebig 
„angenommenen, zu keiner Hauptaxe parallelen oder senkrechten 
„Ebene e conjugirt ist, so ist dadurch das Axensystem der 
„Fläche IL Ordnung und der Mittelpunkt sowie die Axen 
„jedes auf der Fläche liegenden Kegelschnittes völlig bestimmt. 
Der Pol der Ebene e liegt auf dem ihr conjugirten Durchmesser; 
und weil die Senkrechte, welche aus diesem Pol auf 8 gefällt 
werden kann, eine Axe der Fläche ist, so muss jede zu e senk- 
rechte Gerade, welche jenen Durchmesser schneidet, eine Axe 
sein. Der Axencomplex ist daher völlig bestimmt (pag. 152). Die 
Mittelpunkte aller Curven, in welchen die Fläche IL Ordnung durch 
parallele Ebenen geschnitten wird, liegen auf einem, den Ebenen 
conjugirten Durchmesser. Um den letzten Theil des Satzes zu 
beweisen, brauchen wir also nur noch zu zeigen, dass zu jeder durch 
einen gegebeneu Punkt P gelegten Ebene der conjugirte Durchmesser 
eindeutig bestimmt ist; denn diejenigen beiden Axen der Ebene, 
welche auf diesem Durchmesser sich schneiden, sind zugleich die 
Axen des in der Ebene gelegenen Kegelschnitts der Fläche 
IL Ordnung und als Strahlen des Axensystems ebenfalls be- 
kannt. 
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Nun ist zu jeder Hauptaxe der Fläche II. Ordnung diejenige 
Ebene des Punktes P conjugirt, welche auf der Hauptaxe senk- 
recht, steht; und jeder Ebene von P, welche zu einer Symmetrie- 
Ebene parallel läuft, ist derjenige Durchmesser conjugirt, welcher 
zu dieser Symmetrie - Ebene senkrecht steht (und also im Falle 
des Paraboloides unendlich fern liegt in der anderen Symmetrie- 
Ebene). Für die zu e parallele Ebene von P ist der conjugirte 
Durchmesser ebenfalls bekannt, und somit kennen wir bereits 
für vier Ebenen, von denen keine drei in einer und derselben 
Geraden sich schneiden, die conjugirten Durchmesser. Bekannt- 
lich ist aber der Ebenenbündel P reciprok auf den Durchmesser- 
bündel bezogen, wenn jeder Ebene von P der ihr conjugirte 
Durchmesser zugewiesen wird; und da wir zu vier Ebenen von 
P die conjugirten Durchmesser schon kennen, so ist die reciproke 
Verwandtschaft beider Bündel völlig festgestellt (pag. 7). Also 
kann wirklich zu jeder Ebene von Pder conjugirte Durchmesser durch 
lineare Constructionen gefunden werden, und der Satz ist bewiesen. 
Seien a und a x zwei parallele Axen des Complexes und mögen 
dieselben von einem beliebigen Durchmesser in den resp. Punkten 
A und A x geschnitten werden. Wir können dann zwei Flächen 
II. Ordnung construiren, denen der gegebene Axencomplex zuge- 
hört und auf welchen die resp. Axen a und a x in den Punkten 
A und A x normal stehen. Die Berührungs-Ebenen in A und A x 
sind also einander parallel und dem nämlichen Durchmesser A A x 
conjugirt. Aus dem Vorhergehenden folgt aber, dass alsdann je 
zwei Durchmesser, welche zu parallelen Ebenen in Bezug auf die 
beiden Flächen IL Ordnung conjugirt sind, zusammenfallen müssen. 
Wir wollen zwei solche Flächen zwei ähnliche, concentrisch 
und ähnlich liegende, oder kürzer zwei coaxiale und homo- 
thetische Flächen IL Ordnung nennen, und können die soeben 
gefundene Eigenschaft derselben wie folgt aussprechen: 

Die Mittelpunkte der Owrven IL Ordnung, in welchen die 
Flächen von irgend einer Ebene geschnitten werden, fallen 
auf einander, und daher auch die Axen dieser Curven. Die 
Berührungs- Ebenen der Punkte, in welchen die Flächen von 
irgend einem Durchmesser geschnitten werden, sind paraUeL 
Werden nach beliebig gegebener Richtung sowohl in der einen 
als auch in der anderen Fläche parallele Sehnen gezogen , so 
liegen die Mittelpunkte aller dieser Sehnen in einer und der- 
selben Durchmesser-Ebene. 
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Zwei dieser parallelen Sehnen gehen durch A und A x und 
schneideu die Flächen IL Ordnung zum zweiten Male in den resp. 
Punkten B und B x . Und da nicht bloss A und A x , sondern auch 
die Mittelpunkte der Sehnen A B und A x B x auf einem Durch- 
messer liegen, so muss auch durch B und B x ein Durchmesser 
hindurchgehen. Haben die Flächen IL Ordnung einen Mittelpunkt 
M, so schliessen wir aus der Aehnlichkeit der Dreiecke AMB 
und A x MB X die Proportion : 

MA:MA X = MB:MB X -, d. h.: 
Die sämmtlichen Durchmesser, welche von zwei ähnlichen, con- 
centrisch und ähnlich liegenden Ellipsoiden oder Hyperboloiden 
geschnitten tcerden, werden von denselben proportional getheilt. 
Zwei solche Hyperboloide müssen desshalb auch demselben Asymp- 
totenkegel eingeschrieben oder umschrieben sein. 
Sind dagegen die Flächen IL Ordnung zwei Paraboloide, so sind 
die Durchmesser einander parallel und das Viereck AA X BB X ist 
ein Parallelogramm, dessen Gegenseiten AA X und BB X alsQ ein- 
ander gleich sind; oder: 

Zwei coaxiale und homothetische Paraboloide kennen mit einander 
zur Deckung gebracht werden, indem das eine in der Richtung 
der Durchmesser (um die Strecke A k x ) verschoben wird. 
Zwei concentrische Hyperboloide, deren Asymptotenkegel zu- 
sammenfallen , haben auch alle ihre Axen mit einander gemein 
und werden von jeder Ebene in concentrischen Curven mit ge- 
meinschaftlichen Axen geschnitten. Denn durch den Asymptoten- 
kegel ist schon im Voraus zu jeder Ebene e des Raumes der 
conjugirte Durchmesser bestimmt; dadurch aber auch der Mittel- 
punkt von e und sämmtliche zu e normale Axen, also auch der 
Axencomplex der Hyperboloide. Ein Hyperboloid ist völlig be- 
stimmt, sobald der Asymptotenkegel und ausserhalb oder inner- 
halb desselben ein Punkt P des Hyperboloides gegeben ist. Denn 
jede durch P und den Mittelpunkt gehende Ebene , welche den 
Asymptotenkegel in zwei Strahlen a, b schneidet, hat mit dem 
Hyperboloid eine Hyperbel gemein, die durch P geht und von 
welcher a und b die Asymptoten sind; jede solche Hyperbel kann 
(I. Abth. pag. 93) leicht construirt werden. 

Werden zu einer Fläche IL Ordnung alle möglichen coaxialen 
und nomothetischen Flächen construirt, so geht von denselben 
eine durch jeden Punkt des Raumes, falls die gegebene Fläche 
ein Ellipsoid oder ein Paraboloid ist; ist sie dagegen ein ein- 
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faches oder zweifaches Hyperboloid, so geht durch jeden Punkt 
ausserhalb resp. innerhalb des Asymptotenkegels eine jener Flächen. 
Wir wollen im letzteren Falle alle übrigen Hyperboloide, die mit 
dem ersteren den Asymptotenkegel gemein haben, hinzufugen, so 
dass wir eine Schaar von ähnlichen einfachen und eine Schaar 
von ähnlichen zweifachen Hyperboloiden erhalten. Die sämmt- 
lichen Flächen IL Ordnung, die wir so zu einer gegebenen con- 
struiren können, und von denen durch jeden eigentlichen Punkt 
nur eine hindurchgeht, wollen wir einen Büschel coaxialer und 
nomothetischer Flächen II. Ordnung nennen. Jede Ebene 
wird von einer einzigen Fläche des Büschels berührt, und zwar 
im gemeinschaftlichen Mittelpunkte der Curven IL Ordnung, in 
welchen die übrigen Flächen von der Ebene geschnitten werden; 
denn die Pole der Ebene in Bezug auf alle Flächen des Büschels 
liegen auf dem zu der Ebene conjugirten Durchmesser. Die 
Polar-Ebenen eines Punktes in Bezug auf alle Flächen des Büschels 
sind einander parallel und einem und demselben Durchmesser 
conjugirt. Jede Axe steht zu einer der Flächen in einem Punkte 
F normal; und dieser Fusspunkt F wird construirt, indem die 
Axe mit demjenigen Durchmesser zum Durchschnitt gebracht wird, 
dessen conjugirte Ebenen auf der Axe senkrecht stehen (pag. 151 
und 156). Die sämmtlichen Axen, welche in einer gegebenen 
Ebene liegen, bilden nach früheren Sätzen einen parabolischen 
Büschel IL Ordnung oder zwei Büschel I. Ordnung; also: 

Die Normalen, welche in einer beliebigen Ebene tu an einem 
Büschel coaxialer und nomothetischer Flächen IL Ordnung ge- 
zogen werden können, berühren entweder eine Parabel, oder sie 
bilden einen gewöhnlichen und einen Parallel- Strahlenbüschel. 
Die Fusspunkte dieser Normalen liegen in einer Geraden. 
Nur wenn tt eine Symmetrie-Ebene ist, gilt der Satz nicht; sein 
letzter Theil kann folgendermassen bewiesen werden. Alle Ebenen, 
welche zu den Tangenten der Parabel oder auch zu den Strahlen 
des gewöhnlichen Strahlen büschels senkrecht stehen, sind parallel 
zu den Ebenen eines Ebenenbüschels I. Ordnung; die ihnen con- 
jugirten Durchmesser liegen desshalb in einer Ebene und schneiden 
die Ebene tc in den Punkten einer Geraden, welche also die Fuss- 
punkte aller jener Normalen enthält. Besteht der Normalenbüschel 
aus parallelen Geraden, die in einer Durchmesser -Ebene liegen, 
so sind ihre Fusspunkte in demjenigen Durchmesser enthalten, 
welcher zu allen auf den Normalen senkrechten Ebenen conjugirt ist 
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Nur wenn die Normalen zu einer Symmetrie - Ebene senkrecht 
stehen oder auch wenn sie Durchmesser der Flächen sind, fallen 
ihre sämmtlichen Fusspunkte in einem einzigen Punkte zusammen, 
nämlich in dem unendlich fernen Pole der Symmetrie- Ebene oder 
aber in dem Mittelpunkte der Flächen II. Ordnung. 

Weil eine Gerade mit keiner Fläche des Büschels mehr als 
zwei Punkte gemein haben kann, ohne ganz auf derselben zu 
liegen, so folgt: 

In keiner Ebene iz liegen mehr als zwei Normalen einer Fläche 
IL Ordnung. 
Eine Ausnahme machen nur die Symmetrie-Ebenen, für welche der 
vorhergehende Satz nicht gilt, und bei den Kegelflächen II. Ord- 
nung jede Normal-Ebene, welche durch einen Strahl der Kegel- 
fläche senkrecht zu der zugehörigen Berührungs- Ebene gelegt 
werden kann. Sucht man zu den Geraden, welche auf der ge- 
gebenen Ebene rc senkrecht stehen, die conjugirte Durchmesser- 
Ebene und bringt diese mit tz zum Durchschnitt, so können die 
beiden in 71 gelegenen Normalen der Fläche II. Ordnung nur in 
denjenigen Punkten ihre Fusspunkte haben, welche die Fläche 
II. Ordnung mit jener Durchschnittslinie gemein hat. Diese 
Punkte sind sehr leicht zu construiren. 

Die Normalen, welche aus einem beliebigen Punkte P an 
einen Büschel ähnlicher, concentrisch und ähnlich liegender Flüchen 
IL Ordnung gezogen werden können, bilden eine Kegelfläche 
IL Ordnung (pag. 149), wenn P weder unendlich fern noch auf 
einer Symmetrie-Ebene liegt; ihre Fusspunkte bilden eine Raum- 
curve III. Ordnung, welche durch P und durch drei unendlich 
ferne Punkte hindurchgeht, nämlich durch die Pole der Symmetrie- 
Ebenen und die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen, und 
welche auch den Mittelpunkt der Flächen IL Ordnung enthäU, 
wenn ein solcher vorhanden ist. 
Der zweite Theil des Satzes ergiebt sich auf folgendem Wege. 
Die sämmtlichen Ebenen, welche zu den Strahlen der Kegelfläche 
P senkrecht stehen, sind parallel zu den Berührungs-Ebenen einer 
zweiten Kegelfläche IL Ordnung; beschreibt man nämlich um P 
als Mittelpunkt eine Kugelfläche, so ist jedem Strahle von P eine 
zu ihm senkrechte Durchmesser- Ebene der Kugel conjugirt, und 
daher muss, weil der Durchmesserbündel P ein polarer ist, der 
Kegelfläche P ein ihm projectivischer Ebenenbüschel IL Ordnung 
conjugirt sein, welcher jene zweite Kegelfläche einhüllt. Diejenigen 
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Durchmesser der gegebenen ähnlichen und ähnlich liegenden 
Flächen IL Ordnung, welche zu den Ebenen jenes Büschels 
IL Ordnung conjugirt sind, bilden somit gleichfalls eine Kegel- 
oder Cylinderfläche M IL Ordnung, welche mit dem Normalenkegel 
P die im Satze genannte Raumcurve III. Ordnung erzeugt. Die 
Kegelflächen M und P haben nämlich den durch P gehenden 
Durchmesser MP mit einander gemein; denn alle Axen des 
Flächenbüschels, welche auf einer zu MP conjugirten Ebene senk- 
recht stehen, schneiden den Durchmesser MP und eine derselben 
gehört sonach der Kegelfläche P an. Da nun jede Normale n in 
ihrem Fusspunkte von demjenigen Durchmesser geschnitten wird, 
welcher allen zu n senkrechten Ebenen conjugirt ist, so liegen die 
Fusspunkte aller durch P gehenden Normalen auf der Raumcurve 
III. Ordnung, welche die Kegelfläche M und P noch ausser dem 
Durchmesser MP mit einander gemein haben. Beide Kegelflächen 
gehen aber durch die drei im Satze genannten unendlich fernen 
Punkte; also auch ihre Schnittcurve. 

Mit einer einzelnen Fläche des gegebenen Büschels kann die 
Raumcurve III. Ordnung höchstens sechs Punkte gemein haben 
(pag. 132), und im Falle des Paraboloides ist der unendlich ferne 
Punkt der Hauptaxe einer von diesen sechs Punkten; also: 

Aus keinem Punkte V können mehr als sechs Normalen an 
eine Fläche IL Ordnung gezogen werden; im Fall des Para- 
boloides ist eine dieser Normalen ein Durchmesser und steht in 
ihrem unendlich fernen Punkte senkrecht auf dem Paraboloid. 
Dieser Satz und die vorhergehenden gelten nicht für Rotations- 
Flächen II. Ordnung, welche im vorigen Vortrage ausdrücklich 
ausgeschlossen wurden. 

Wir können fast alle noch übrigen Sätze des letzten Vor- 
trages folgendermassen zu einem einzigen Satze über die Normalen 
an Flächen IL Ordnung zusammenfassen: 

„Sind von einem Büschel coaxialer und hoinothe tischer Flächen 
„II. Ordnung die Symmetrie - Ebenen und eine beliebige Nor- 
„male gegeben, so sind dadurch alle übrigen Normalen völlig 
„bestimmt. Die sämmtlichen Normalen, welche von irgend 
„einer Geraden g geschnitten werden, liegen so zu einander, 
„dass alle durch einen beliebigen Punkt P von g hindurch- 
„gehenden Normalen eine Kegelfläche II. Ordnung bilden, und 
„alle in einer beliebigen Ebene tu von g liegenden Normalen 
„eine Parabel umhüllen. Nur wenn P unendlich fern oder 
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„auch in einer Symmetrie-Ebene liegt, zerfällt die Kegelfläche 
„II. Ordnung in zwei Strahlenbüschel I. Ordnung; und ebenso 
„erhalten wir in ic statt der Parabel-Tangenten zwei Strahlen- 
„büschel I. Ordnung, wenn ic eine Durchmesser -Ebene der 
„Flächen ist oder zu einer Symmetrie -Ebene senkrecht steht. 
„Die Fusspunkte aller Normalen, welche von der Geraden g 
„geschnitten werden, erfüllen eine Kegelfläche II. Ordnung 
„oder eine Regelfläche, je nachdem g selbst auf einer Fläche 
„des Büschels senkrecht steht oder nicht; nur wenn g unend- 
lich fern liegt, erfüllen jene Fusspunkte eine Durchmesser- 
„Ebene, und wenn g in einer Symmetrie -Ebene liegt, so sind 
„jene Fusspunkte theils in dieser, theils in einer zu der Sym- 
„metrie-Ebene senkrechten Ebene enthalten. 44 
Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass der geometrische 
Ort der Fusspunkte mit jeder durch g hindurchgelegten Ebene ic 
eine Gerade gemein hat und mit jedem Axenkegel P, dessen 
Mittelpunkt auf g liegt, eine Raumcurve III. Ordnung. Die Aus- 
führung des Beweises überlasse ich dem Leser. 



Zwanzigster Vortrag. 

Fusspnnkte der Axen einer Fläche IL Ordnnng. Con- 
focale Flächen zweiter Ordnnng. Focalpnnkte. 



Unter den sämmtlichen Flächen II. Ordnung, welche denselben 
Axencomplex besitzen, giebt es Gruppen, die ein noch grösseres 
Interesse in theoretischer sowohl wie in practischer Beziehung in 
Anspruch nehmen, als die ähnlichen, concentrisch und ähnlich 
liegenden Flächen. Wir gelangen zu denselben und zu ihren 
wichtigsten Eigenschaften durch die folgende Untersuchung. Die 
Rotationsflächen II. Ordnung sollen auch hier ausgeschlossen 
bleiben; ebenso wollen wir die Kegelflächen ausschliessen. 

Jeder Axe a einer gegebenen Fläche II. Ordnung ist eine 
einzige zu ihr senkrechte Ebene conjugirt; nur die Hauptaxen der 
Fläche machen eine Ausnahme, indem sie auf jeder ihnen con- 
jugirten Ebene senkrecht stehen. Der Punkt nun, in welchem 

Reye, Geometrie der Lage. II. ] l 
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eine Axe a von jener ihr conjutrirten Ebene rechtwinklig ge- 
schnitten wird, ist besonders bemerkenswerth. Ist z. B. die Axe 
a eine Normale der Fläche II. Ordnung, so fällt dieser Punkt 
zusammen mit dem Fusspunkte der Normalen; und wir wollen 
ihn desshalb auch in jedem anderen Falle den Fusspunkt der 
Axe a nennen. Wir erhalten ihn auch, indem wir die Polare 
der Axe a auf eine beliebig durch a gelegte Ebene s senkrecht 
projiciren und den Schnittpunkt dieser Projection mit der Axe a 
aufsuchen; denn die projicirende Ebene steht senkrecht auf a, 
weil sie ausser der Polare noch andere zu a senkrechte Gerade 
enthält, die zu der Ebene s normal sind und die Polare schneiden. 
Auch die Projection der Polare bildet mit a rechte Winkel. 

Jeder Punkt des Raumes ist der Fusspunkt von drei zu ein- 
ander rechtwinkligen Axen. 
Dieselben sind die Hauptaxen einer der Fläche II. Ordnung um- 
schriebenen Kegelfläche, oder auch eines polaren Strahlenbündels, 
welcher dem von der Fläche II. Ordnung bestimmten räumlichen 
Polarsystem angehört. 

„Die Fusspunkte aller Axen, welche auf einer Symmetrie- 
„Ebene senkrecht stehen, liegen in dieser Ebene; jeder Punkt 
„einer Hauptaxe kann als Fusspunkt derselben angesehen 
„werden; der Fusspunkt eines beliebigen Durchmessers liegt 
„unendlich fern." 
Dieses folgt aus der Definition des Fusspunktes einer Axe. 

„Die Fusspunkte aller Axen, welche nach einer gegebenen 
„Richtung gezogen werden können und folglich in einer Durch- 
„raesser-Ebene 8 liegen, sind im Allgemeinen auf einer gleich- 
zeitigen Hyperbel enthalten, deren Mittelpunkt mit demjenigen 
„der Fläche IL Ordnung identisch ist, und nur dann auf einer 
„Geraden, wenn die Fläche IL Ordnung ein Paraboloid ist." 
Die Polaren dieser Axen bilden nämlich einen zweiten Parallel- 
Strahlenbüschel , welcher dem ersteren projectivisch ist, und wir 
erhalten den Fusspunkt jeder Axe, indem wir sie zum Durchschnitt 
bringen mit der senkrechten Projection ihrer Polare auf der Durch- 
messer-Ebene 6. Die Fusspunkte der parallelen Axen stellen sich 
sonach dar als Erzeugniss von zwei projectivischen und zu ein- 
ander rechtwinkligen Parallel- Strahlenbüscheln, welche nur im 
Fall des Paraboloides ihren unendlich fernen Strahl entsprechend 
gemein haben und perspectivisch liegen, in jedem anderen Falle 
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aber eine Curve IL Ordnung mit zwei unendlich fernen Punkten, 
nämlich die gleichseitige Hyperbel erzeugen. 

„Die Fusspunkte aller Axen, welche von einer Symmetrie- 
„Ebene y in einem gegebenen Punkte P geschnitten werden 
„und also in einer zu y senkrechten Ebene liegen, sind in 
„einem durch P gehenden Kreise enthalten, dessen Mittelpunkt 
„in 7 liegt und dessen Ebene zu y senkrecht ist." 
Derselbe wird erzeugt durch den Axenbüschel P und durch den 
zu P projectivischen Strahlenbüschel, auf welchen die Polaren 
jener Axen sich in der Ebene des Büschels P senkrecht projiciren. 
Wird eine zweite Symmetrie - Ebene ft von einer beliebigen Axe 
des Büschels P im Punkte P x geschnitten, so liegen die Fuss- 
punkte aller übrigen Axen, welche in P } von ^j geschnitten werden, 
in einem zu -^ symmetrisch liegenden Kreise; derselbe reducirt 
sich auf den Punkt P^ wenn in P x der Fusspunktenkreis des 
Büschels P von der Symmetrie-Ebene yi geschnitten wird. Diesen 
besonderen Fall vorbehalten, können wir sagen: 

„Werden zwei Symmetrie -Ebenen y und ^ von irgend einer 
„Axe in den resp. Punkten P und P x geschnitten, und sind g 
„und #1 die Senkrechten, welche aus resp. Pund P x auf die ge- 
meinschaftliche Hauptaxe von y und yi gefällt werden können, 
„so ist jede Gerade des Raumes, welche einen Punkt von g 
„mit einem Punkte von g x verbindet, eine Axe (pag. 152). 
„Die Fusspunkte aller dieser Axen erfüllen eine durch g und 
*9i gebende Fläche, von welcher y und y x zwei Symmetrie- 
„ Ebenen sind, und welche von jeder durch g oder g t gelegten 
„Ebene in dieser Geraden und einem Kreise geschnitten wird. *) 
„Diese Fusspunktenfläche ist demnach völlig bestimmt und 
„leicht construirbar, sobald ausser den Geraden g und g v noch 
„ein Punkt derselben bekannt ist." 

•) Wird die Fläche auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, 
in dessen X-Axe die Symmetrie - Ebenen 7 und yi sich schneiden, dessen Y- 
Axe mit g zusammenfällt, und dessen in yi liegende Z-Axe folglich zu g\ 
parallel ist, so lautet die Gleichung der Fläche: 

(a;2 + *2 _ dx) (x — k) + xy* = 0. 
Hierin bezeichnet k den Abstand der Geraden g\ von der J£-Axe, und d den 
Durchmesser des Kreises, in welchem die Ebene X Z oder yi der Fläche be- 
gegnet. Jede zur X-Axe normale, also zu den Geraden g und g\ parallele 
Ebene hat ebenfalls einen Kegelschnitt mit dieser bemerkenswerthen Fläche 
gemein. 

11* 
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Alle in einer beliebigen Ebene ir liegenden Axen bilden einen 
Strahlenbüschel IL Ordnung und ihre Polaren eine Kegelfläche 
IL Ordnung; und da ein Strahl der letzteren senkrecht auf tt 
steht, so bilden die Projectionen der Polaren auf der Ebene n 
einen Strahlenbüschel I. Ordnung, welcher zu dem Büschel IL Ord- 
nung prqjectivisch ist und mit ihm die Fusspunkte aller in sz 
liegenden Axen erzeugt. Der Mittelpunkt des Büschels I. Ord- 
nung ist der Fusspunkt von zwei jener Axen. Also folgt (I. Abth. 
pag. 108): 

„Die Fusspunkte aller in einer beliebigen Ebene liegenden 
„Axen erfüllen eine Curve IIL Ordnung, die eiuen Doppelpunkt 
„besitzt. u 

Die Fusspunkte aller durch einen beliebigen Punkt P gehen- 
den Axen liegen auf einer Raumcurve, welche aus P durch eine 
Kegelfläche IL Ordnung projicirt wird. Diese Curve muss durch 
den Punkt P dreimal gehen, weil P von drei zu einander recht- 
winkligen Axen der Fusspunkt ist. Jede vierte durch P gehende 
Axe enthält einen von P verschiedenen Punkt der Curve. Den 
Beweis, dass diese Curve mit keiner Ebene mehr als fünf Punkte 
gemein hat, also von der fünften Ordnung ist, muss ich der Kürze 
wegen unterdrücken. 

In einer Symmetrie-Ebene können Punkte vorkommen, welche 
von allen durch sie hindurchgehenden und die Symmetrie-Ebene 
schneidenden Axen die Fusspunkte sind, und welche Focalpunkte 
der Fläche IL Ordnung genannt werden sollen. Wird nämlich 
eine Axe a in ihrem Fusspunkte F von einer Symmetrie-Ebene *y 
geschnitten, und zwar unter schiefen Winkeln, so muss sich der 
Kreis, auf welchem die Fusspunkte aller durch F gehenden und 
nicht in y liegenden Axen enthalten sind, auf den Punkt F redu- 
ciren, weil er sonst von a in einem von F verschiedenen Fuss- 
punkte geschnitten würde. Jeder Axe des Büschels F ist also 
eine zu ihr senkrechte und durch F gehende Ebene conjugirt. 
Dieses lässt sich auch direct beweisen, indem sich ausser a noch 
zwei Axen des Büschels F (nämlich die zu y senkrechte und die 
in y liegende) angeben lassen, welche von zwei ihnen resp. con- 
jugirten Ebenen rechtwinklig in F geschnitten werden; was aber 
so von drei Axen gilt, muss für jede Axe des Büschels F 
gelten, weil dieser zu den ihm conjugirten Ebenenbüschel projec- 
tivisch ist. 

Je zwei dieser Axen, welche auf einander senkrecht stehen, 
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sind zugleich einander conjugirt, weil jede in einer zu der anderen 
conjugirten Ebene liegt. Also: 

„Jeder Focalpunkt F einer Fläche II. Ordnung ist der Mittel- 
punkt eines Axenbüschels, in welchem je zwei auf einander 
„senkrechte Strahlen zugleich einander conjugirt sind. Schneidet 
„die Ebene dieses Axenbüschels die Fläche IL Ordnung, so 
„ist demnach der Focalpunkt zugleich ein Brennpunkt der 
„Schnittcurve (I. Abth. pag. 129); kann der Fläche II. Ord- 
„nung eine Kegelfläche umschrieben werden, welche den 
„Focalpunkt zum Mittelpunkt hat, so ist diese Kegelfläche 
„eine Rotationsfläche." 
Die Rotations-Axe der Kegelfläche steht senkrecht auf der Ebene 
des Axenbüschels F. Weil nämlich jede Axe dieses Büschels der- 
jenigen Ebene conjugirt ist, welche im Punkte F auf der Axe 
senkrecht steht, so ist jede solche Ebene eine Symmetrie - Ebene 
der Kegelfläche. — Umgekehrt: 

„Wenn einer Fläche II. Ordnung ein Rotationskegel um- 
schrieben werden kann, so liegt der Mittelpunkt F desselben 
„in einer Symmetrie - Ebene der Fläche II. Ordnung und ist 
„ein Focalpunkt derselben." 
Denn jede von der Rotationsaxe verschiedene Hauptaxe des Kegels 
steht in F senkrecht auf einer ihr conjugirten Ebene, und F muss 
in einer Symmetrie - Ebene liegen, weil alle durch ihn gehenden 
Axen der Fläche II. Ordnung sich auf Strahlenbüschel vertheilen, 
und nicht eine Kegelfläche bilden (pag. 151J. 

Eine Fläche IL Ordnung besitzt unendlich viele Focalpunkte. 
Da nämlich die Fusspunkte aller nach einer beliebigen Richtung 
gezogenen Axen im Allgemeinen eine gleichseitige Hyperbel er- 
füllen, deren Mittelpunkt mit demjenigen der Fläche II. Ordnung 
zusammenfällt, und da, wie leicht zu erkennen, mindestens eine 
der drei Symmetrie-Ebenen diese Hyperbel schneiden muss *), so 
liefert uns jede solche Hyperbel mindestens zwei Focalpunkte. 



*) Die drei Symmetrie-Ebenen stehen auf einander senkrecht und ebenso 
die Asymptoten der Hyperbel. Die eine Asymptote a ist aber von jedem 
Punkte einer zu ihr. senkrechten und durch die andere Asymptote gehenden 
Ebene getrennt durch die Symmetrie-Ebenen; denn sonst müsste eine der drei 
durch a und die Hauptaxen h gelegten Ebenen zwei rechte Winkel enthalten, 
deren Scheitelpunkte zusammenfallen, und von welchen der eine mit dem 
Schenkel a ganz von dem anderen, welcher h zum Schenkel hat, eingeschlossen 
wäre, was unmöglich ist. 
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Denn jeder Schnittpunkt der Hyperbel mit einer Symmetrie-Ebene 
ist zugleich der Fusspunkt einer durch ihn gehenden Axe und 
folglich ein Focalpunkt. Bei dem Paraboloid liegen die Fuss- 
punkte paralleler Axen auf einer Geraden, welche mit den beiden 
Symmetrie-Ebenen je einen Focalpunkt gemein hat. 

„Die sämmtlichen Focalpunkte einer Fläche IL Ordnung, 
„welche in einer Symmetrie -Ebene y liegen, bilden eine zu 
Jeder anderen Symmetrie-Ebene symmetrisch liegende Curve, 
„die mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat, 
„und eine Focal-Linie der Fläche IL Ordnung genannt 
„wird." 
Hiebei ist die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, dass eine Sym- 
metrie-Ebene y gar keinen Focalpunkt besitze. Ist aber ein solcher 
F vorhanden, so enthält im Allgemeinen jede durch F gehende 
Gerade von y noch einen zweiten Focalpunkt. Legen wir nämlich 
durch die Gerade eine beliebige Ebene tt, so hat die Curve III. Ord- 
nung, welche die Fusspunkte aller in tt gelegenen Axen enthält, 
im Allgemeinen drei Punkte mit y gemein; der eine ist der 
Fusspunkt von it y, die beiden anderen aber, zu welchen F gehört, 
sind offenbar Focalpunkte, nämlich die Fusspunkte von Axen, 
welche in ihnen schief von y geschnitten werden. Steht die Ebene 
tt senkrecht auf einer zweiten Symmetrie-Ebene yi, so zerfällt die 
Curve III. Ordnung in einen zu yi symmetrischen Kreis und die 
Gerade Tty^ und jener Kreis schneidet die Symmetrie- Ebene y 
in zwei -Focalpunkten , welche zu yi symmetrisch liegen und von 
welchen F der eine ist. — Ich begnüge mich damit, so die 
Existenz der Focalpunkte und Focallinien auf synthetischem Wege 
nachgewiesen zu haben, und verfolge hier diesen Gegenstand 
nicht weiter. 

Ist ein Axencomplex gegeben, sowie der Fusspunkt F irgend 
einer Axe a, die weder auf einer Symmetrie-Ebene senkrecht steht 
noch eine Hauptaxe schneidet, so ist dadurch der Fusspunkt 
jeder Axe völlig bestimmt 
Wir construiren zwei Gerade g und g Xl welche beide von der 
Axe a geschnitten werden, und von denen jede in einer der 
Symmetrie-Ebenen y und y! liegt, zu der anderen dieser Symmetrie- 
Ebenen dagegen senkrecht ist. Dann ist jede Gerade, welche so- 
wohl von g als auch von g x geschnitten wird, eine Axe, und ihr 
Fusspunkt liegt auf einer durch g, g t und den Punkt F gehen- 
den, leicht construirbaren Fläche (pag. 163) und ist durch diese 
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bestimmt. Jede Durchmesser -Ebene enthält eine dieser Axen, 
und durch deren Fusspunkt ist die gleichseitige Hyperbel, auf 
welcher im Allgemeinen die Fusspunkte aller in der Durchmesser- 
Ebene liegenden Axen enthalten sind, bestimmt, weil die Asymp- 
toten der Hyperbel zu diesen Axen beziehlich parallel und senk- 
recht sind, und durch den Mittelpunkt des Axencomplexes hindurch- 
gehen. Im Fall ein Mittelpunkt vorhanden ist, können wir auf 
diese Weise zu jeder Axe den Fusspunkt construiren, indem wir 
durch die Axe eine Durchmesser -Ebene hindurchlegen. Ist aber 
kein Mittelpunkt vorhanden, liegen also die Fusspunkte aller auf 
einer Durchmesser-Ebene enthaltenen Axen in einer Geraden, so 
müssen wir von dieser noch einen zweiten Punkt construiren. 
Dazu verhelfen uns die beiden Axen b und c, welche im Punkte 
F auf der Axe a und auf einander senkrecht stehen , und gleich 
a für unendlich viele neue Axen uns die Fusspunkte liefern, weil 
ihr eigener Fusspunkt F bekannt ist. Also auch in diesem Falle 
ist für jede Axe der Fusspunkt construirbar, und der Satz allge- 
mein bewiesen. 

Unter den Flächen II. Ordnung, welchen ein gegebener Axen- 
complex zukommt, giebt es unendlich viele, für welche alle Axen 
die nämlichen Fusspunkte erhalten. Wir nennen dieselben confo- 
cale Flächen II. Ordnung, weil sie alle ihre Focalpunkte mit 
einander gemein haben. Jede Axe a steht in ihrem Fusspunkte 
F zu einer dieser confocalen Flächen normal, und die letztere 
ist hiedurch und durch die Symmetrie - Ebenen völlig bestimmt 
(pag. 153). 

Von der Schaar confocaler Flächen IL Ordnung, die wir 
so erhalten, gehen drei Flächen durch jeden Punkt P dss Baumes 
und schneiden einander rechtwinklig in diesem Punkte. 
Denn P ist der Fusspunkt von drei zu einander rechtwinkligen 
Axeu, und jede von diesen steht normal zu einer von jenen drei 
Flächen, während sie die übrigen beiden in P berühren muss. 
Wir können auch sagen: , 

Zwei confocale Flächen IL Ordnung schneiden einander in 
jedem ihrer gemeinschaftlichen Punkte P rechtwinklig. 
Die Normalen der Flächen und die Tangenten der Schnittcurve 
im Punkte P sind die drei zu einander rechtwinkligen Axen, 
welche Pzum Fusspunkt haben. Die Schnittcurve liegt symmetrisch 
zu jeder Symmetrie-Ebene y der Flächen und wird von derselben 
entweder gar nicht oder rechtwinklig geschnitten, weil y in jedem 
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Schnittpunkte auf beiden Flächen normal steht. Aus diesem 
letzteren Grunde sind auch die Symmetrie -Ebenen als Grenz- 
fälle der confocalen Flächen zu betrachten. Beiläufig bemerken 
wir, dass die Schnittlinie von zwei confocalen Flächen aus dem 
Pole jeder Symmetrie -Ebene durch eine Cylinderfläche II. Ord- 
nung und aus dem Mittelpunkte durch eine Kegelfläche IL Ordnung 
projicirt wird (pag. 131); denn diese Punkte sind Hauptpunkte des- 
jenigen Flächenbüschels IL Ordnung, welchem die beiden confocalen 
Flächen angehören. Wir können desshalb auch den Satz aufstellen : 
„Wird die Schnittlinie von zwei confocalen Flächen IL Ord- 
nung auf eine Symmetrie-Ebene der letzteren senkrecht proji- 
„cirt, so erhält man einen Kegelschnitt, dessen Axen in den 
„übrigen Symmetrie-Ebenen liegen." 

Jeder Axe a ist hinsichtlich sämmtlicher confocalen Flächen 
diejenige Ebene tc conjugirt, welche auf der Axe a in deren Fuss- 
punkte F senkrecht steht. Umgekehrt ist jeder Ebene eine zu 
ihr senkrechte Axe conjugirt; und wir erhalten dieselbe, indem 
wir aus irgend einem Pole der Ebene auf diese eine Senkrechte 
fällen. Also : 

„Die Polaren einer beliebigen Axe a in Bezug auf eine Schaar 
„confocaler Flächen IL Ordnung liegen in einer zu a senk- 
rechten Ebene tc und umhüllen, da sie gleichfalls Axen sind, 
„eine Parabel. Die Pole einer beliebigen Ebene liegen auf 
„einer zu ihr senkrechten Axe, in deren Fusspunkt die Ebene 
„von einer der confocalen Flächen berührt wird." 
Die Ordnungsstrahlen, welche je zwei der confocalen Flächen 
mit einander erzeugen, sind identisch mit den Axen der Flächen, 
weil die Polaren jeder Axe sich schneiden; und es ergiebt sich 
(pag. 129): 

Die Schaar confocaler Flächen IL Ordnung ist ein besonderer 
Fall der Flächenschaar IL Ordnung. 
Alle für Flächenschaaren IL Ordnung sich ergebenden Sätze gelten 
also auch für Schaaren confocaler Flächen. So müssen u. A. die 
Polar -Ebenen eines Punktes hinsichtlich der confocalen Flächen 
einen Ebenenbüschel III. Ordnung bilden. 

Sei g eine beliebige Gerade und seien «^ und g 2 ihre Polaren 
in Bezug auf irgend zwei der confocalen Flächen. Jeder durch 
g gelegten Ebene tc entspricht dann in g sowohl wie in g\ 
ein Pol, und in der Verbindungslinie a dieser beiden Pole liegen 
auch die übrigen Pole von tc hinsichtlich aller confocalen Flächen. 
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Dreht sich die Ebene rc um gr, so beschreibt die ihr conjugirte 
Axe a eine Regelschaar oder einen Strahlenbüschel IL Ordnung, 
je nachdem g l und g 2 sich nicht schneiden oder sich schneiden; 
und zwar rückt a einmal ins Unendliche, wenn nämlich n mit 
einer Durchmesser - Ebene zusammenfällt. Der Ebenenbüschel g 
ist projectivisch zu dem von a beschriebenen Strahlengebilde und 
erzeugt mit demselben eine Kaumcurve, oder auch eine ebene 
Curve III. Ordnung. Also: 

„In einer Schaar confocaler Flächen IL Ordnung liegen die 
„Pole aller Ebenen, welche durch eine beliebige Gerade g hin- 
durchgehen, entweder auf einem hyperbolischen Paraboloid, 
„welches auch die Polaren g x der Geraden g enthält, öder 
„(wenn g eine Axe ist) auf den Tangenten einer Parabel. 
„Jede Ebene des Büschels g berührt eine der confocalen Flächen ; 
„und zwar liegen die Berührungspunkte im ersten Falle auf 
„einer Raumcurve III. Ordnung, im zweiten dagegen auf einer 
„ebenen Curve III. Ordnung." 
Dieser Satz und sein Beweis werden nur dann ungültig, wenn die 
Gerade g entweder mit einer Hauptaxe in einer Ebene liegt, oder 
zu einer Symmetrie-Ebene senkrecht steht. 

Ist g eine Axe, so steht sie auf der Parabel-Ebene senkrecht 
und wird nur von zwei Tangenten der Parabel geschnitten; ist g 
keine Axe, so schneidet sie das hyperbolische Paraboloid entweder 
in höchstens zwei Punkten, oder sie hat alle ihre Punkte mit 
demselben gemein und fällt mit einer ihrer Polaren zusammen. 
Die Gerade g wird also entweder von höchstens zwei der confo- 
calen Flächen berührt, oder sie liegt in einer dieser Flächen, und 
jede durch g gelegte Ebene wird von der Fläche in einem auf g 
liegenden Punkte berührt. 

Sei wiederum tz irgend eine Ebene des Büschels g, und möge 
der Punkt, in welchem sie von einer der confocalen Flächen be- 
rührt wird, ausserhalb der Geraden g liegen. Dann können wir 
durch g noch eine zweite Berührungs- Ebene tz l an die Fläche 
legen. Die Halbirungs-Ebenen p, und v der von n und 7c 1 gebildeten 
Flächenwinkel stehen auf einander senkrecht und sind einander 
conjugirt in Bezug auf die Fläche IL Ordnung; und diejenige 
Axe, welche zu der einen p dieser Halbirungs-Ebenen conjugirt 
ist und zugleich auf ihr senkrecht steht, muss in der anderen v 
liegen, und wird daher in ihrem Fusspunkte von der Geraden g 
rechtwinklig geschnitten. Also: 
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„Jede Gerade gr, welche auf keiner der coufocalen Flächen 
„II. Ordnung enthalten ist, muss von zwei derselben berührt 
„werden. Die Berührungs- Ebenen p und v dieser beiden 
„Flächen stehen senkrecht auf einander und halbiren jeden 
„Flächenwinkel 1m 1 , welcher aus der Geraden g irgend einer 
„dritten unter den confocalen Flächen umschrieben wird." 
Oder der Ebenenbüschel g ist ein involutorischer mit den Ord- 
nungs-Ebenen ja und v, wenn je zwei Ebenen desselben einander 
zugeordnet werden, welche eine und dieselbe unter den confocalen 
Flächen berühren. 

„Die Hauptaxen aller concentrischen Kegelflächen, die aus 
„einem beliebigen Punkte P den confocalen Flächen II. Ord- 
„nung umschrieben werden können, sind identisch mit den- 
jenigen drei zu einander rechtwinkligen Axen, welche in P 
„ihren Fusspunkt haben (pag. 162); die Yerbindungs - Ebenen 
„dieser drei Axen sind also die Symmetrie -Ebenen von allen 
„jenen Kegelflächen. In jedem Strahle des Punktes P schneiden 
„sich zwei der Kegelflächen rechtwinklig, wie aus dem vorigen 
„Satze sich ergiebt *). Die Kegelflächen werden desshalb 
„confocal genannt gleich den ihnen eingeschriebenen Flächen 
„II. Ordnung." 

Zu einer anderen Reihe interessanter Sätze führt uns die Be- 
merkung, dass confocale Flächen II. Ordnung denselben Axencom- 
plex besitzen, und dass die Fusspunkte der Axen für alle jene 
Flächen die nämlichen sind. Z. B.: 

„Die Normalen, welche in einer beliebigen Ebene rc an eine 
„Schaar confocaler Flächen II. Ordnung gezogen werden können, 
„umhüllen im Allgemeinen eine Parabel; ihre Fusspunkte liegen 
„auf einer Curve III. Ordnung mit einem Doppelpunkt, und 
r ,die Berührungs-Ebenen, auf denen sie senkrecht stehen, bilden 
„einen Ebenenbüschel I. Ordnung (pag. 164). Diese Normalen 



*) Eine Ausnahme machen nur zwei Strahlen des Punktes P, die soge- 
nannten Focalstrahlen der Kegelflächen. Dieselben gehören einer der 
confocalen Flächen an. Der Kürze wegen nehmen wir hier an, durch P gehe 
eine zu den confocalen Flächen gehörige Regelfläche R, auf welcher also jene 
Focalstrahlen liegen. Sind alsdann tc und tt 1 die Ebenen, durch welche die 
Focalstrahlen mit einem beliebigen Strahle g von einer der Kegelflächen ver- 
bunden werden, und jjl, v die Ebenen, welche durch g normal und tangential 
an dieselbe Kegelfläche gelegt werden können, so halbirt jx oder v den Flächen- 
winkel 7T7C 1 , weil dieser der Regelfläche R umschrieben ist. 
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„sind zugleich die Axen derjenigen Kegelschnitte, welche die 
„Ebene ic mit den confocaleu Flächen gemein hat; die Mittel- 
punkte dieser Kegelschnitte liegen auf der Directrix der 
„Parabel (pag. 154) u 

Dieser Satz erleidet eine Ausnahme, wenn ic entweder eine 
Durchmesser -Ebene ist, oder auf einer Symmetrie -Ebene senk- 
recht steht: 

„Steht die Ebene tc senkrecht auf einer Symmetrie -Ebene 
„y, so bilden alle in it enthaltenen Normalen der confocalen 
„Flächen einen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt P in der 
„Symmetrie -Ebene y liegt; und die Fusspunkte dieser Nor- 
malen sind auf einem durch P gehenden Kreise enthalten, 
„dessen Mittelpunkt in y liegt. Die Schnittlinie rcy ist eine 
„gemeinschaftliche Axe aller Kegelschnitte, welche die Ebene 
„7c mit den confocalen Flächen gemein hat." 

„Ist tc eine Durchmesser-Ebene, so bilden alle in ihr liegen- 
den Normalen einen Parallel-Strahlenbüschel ; und die Fuss- 
„punkte dieser Normalen liegen entweder auf einer gleich- 
zeitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt mit demjenigen der 
„confocalen Flächen zusammenfällt, oder (falls die confocalen 
„Flächen keinen Mittelpunkt besitzen) auf einer Geraden." 
Wir erhalten hiedurch zugleich Aufschluss über die Lage der 
Normalen, welche parallel zu einer gegebenen Geraden oder aus 
einem Punkte P einer Symmetrie - Ebene y an die confocalen 
Flächen gezogen werden können. 

„Die sämmtlichen Normalen, welche aus einem beliebigen 
„Punkte P an die confocalen Flächen IL Ordnung gezogen 
„werden können, liegen im Allgemeinen auf einer Kegelfläche 
„IL Ordnung; ihre Fusspunkte liegen auf einer Raumcurve 
„V. Ordnung, von welcher P ein dreifacher Punkt ist." 
Auf die nämliche Art können alle übrigen, für die Fuss- 
punkte eines Axencomplexes bewiesenen Sätze auf die Normalen 
einer Schaar confocaler Flächen und deren Fusspunkte über- 
tragen werden. Beispielsweise nenne ich noch den folgenden 
Satz, welcher aus der Verbindung von zwei vorhergehenden sich 
ergiebt : 

„Diejenigen Normalen der confocalen Flächen, welche von einer 
„Symmetrie -Ebene y in den Punkten eines Durchmessers d 
„geschnitten werden, sind zu einer auf y senkrechten Ebene e 
„parallel. Ihre Fusspunkte liegen auf einer durch d gehenden 
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„Fläche, von welcher y eine Symmetrie -Ebene ist. Dieselbe 
„wird von jeder zu e parallelen Ebene in einem Kreise und 
„in einer unendlich fernen Geraden geschnitten, und von jeder 
„durch d gelegten Ebene in diesem Durchmesser und einer 
„gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt mit demjenigen 
„der confocalen Flächen zusammenfällt, und von deren Asymp- 
toten die eine zu e parallel ist. Statt dieser Hyperbel er- 
halten wir nur dann eine eigentliche und eine unendlich 
„ferne Gerade, wenn die confocalen Flächen keinen Mittel- 
punkt besitzen; in diesem Falle besteht die Fusspunkten- 
„ fläche aus einer geradlinigen Fläche U. Ordnung und der 
„unendlich fernen Ebene." 



Einundzwanzigster Vortrag. 

Flächen dritter Ordnung, ihre Abbildung auf einer 

Ebene und die in ihnen liegenden zwei Systeme 

von Raumcurven dritter Ordnung. 



Wenn im Räume drei beliebige, nicht concentrische Strahlen- 
bündel S, iS|, Sj collinear auf einander bezogen werden, so 
schneiden sich je drei einander entsprechende Ebenen derselben 
in einem Punkte und nur ausnahmsweise in einer Geraden. Diese 
Schnittpunkte homologer Ebenen erfüllen eine Fläche F, mit 
deren Untersuchung wir in diesem Vortrage uns beschäftigen 
wollen. 

Zunächst bestimmen wir die Ordnung der Fläche F, d. h. die 
Anzahl der Punkte, welche F mit einem geraden Gebilde g ge- 
mein hat. Wenn in einem Punkte P von g zwei homologe Strahlen 
der Bündel S und S x sich schneiden, so liegt P «tuf der Fläche 
F; denn den Ebenenbüscheln SP und S x P entspricht im Bündel 
&2 ein dritter Ebenenbüschel, von welchem eine Ebene durch 
den Punkt P geht, so dass P als Schnittpunkt von drei homo- 
logen Ebenen der Bündel £, S x , S^ sich darstellt. Wir schliessen 
daraus beiläufig: 

„Die Fläche F geht durch die drei Raumcurven III. Ordnung, 
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„deren Secantensysteme von je zwei der collinearen Strahlen- 
„bündel & fij, fy erzeugt werden." 

Schneiden sich in g zwei einander entsprechende Ebenen der 
Bündel S und S x , so hat die Gerade g mit einer jener drei 
Raumcurven höchstens zwei Punkte gemein; und ausserdem wird 
sie von der entsprechenden Ebene des Bündels Äj in einem Punkte 
der Fläche F geschnitten. Tritt der genannte Fall nicht ein, so 
projiciren wir g aus S durch einen Strahlenbüschel und suchen 
zu diesem in S l den entsprechenden Strahlenbüschel. Der letztere 
ist projectivisch zu g und erzeugt desshalb mit g im Allgemeinen 
einen Ebenenbüschel II. Ordnung, dessen sämmtliche Ebenen von 
den entsprechenden des Bündels S in je einem Punkte von g 
geschnitten werden. Dem Ebenenbüschel IL Ordnung entspricht 
aber in ^ ein gleichfalls zu g projectivischer Ebenenbüschel 
II. Ordnung, und von diesem gehen höchstens drei Ebenen durch 
die ihnen entsprechenden Punkte von g und mindestens eine Ebene 
(I. Abth. pag. 107), falls nicht etwa jeder Punkt von g auf der 
ihm entsprechenden Ebene von S 2 enthalten ist. In jedem 
solchen Punkte von g schneiden sich aber drei homologe 
Ebenen der Bündel S, S x , &g und derselbe liegt demnach 
auf der Fläche F. Statt der Ebenenbüschel II. Ordnung er- 
halten wir drei zu g projectivische Ebenenbüschel I. Ordnung, 
wenn in einem Punkte P von g zwei homologe Strahlen der 
Bündel S und S x sich schneiden. Zwei von diesen Ebenen- 
büscheln liegen perspectivisch zum geraden Gebilde gr, und der 
dritte, zum Bündel S^ gehörige liegt entweder ebenfalls perspec- 
tivisch zu g, oder es gehen höchstens zwei Ebenen desselben 
durch die ihnen entsprechenden Punkte von g, so dass auch in 
diesem Falle die Gerade g höchstens zwei von P verschiedene 
Punkte mit der Fläche F gemein hat. Aus dem Allen folgt: 
Die Fläche F hat mit jeder Geraden g, die nicht ganz auf ihr 
liegt, höchstens drei Punkte und mindestens einen Punkt gemein. 
Oder drei collineare, nicht concentrische Strahlenbündel S, S|, S2 
erzeugen eine Flüche F HL Ordnung, welcher die sämmtlichen 
Schnittpunkte von je drei homologen Ebenen der Bündel ange- 
hören. 
Eine Abweichung von diesem Satze tritt nur dann ein, wenn 
die collinearen Bündel das Secantensystem von einer und derselben 
Raumcurve III. Ordnung mit einander erzeugen. Dieser Fall 
wurde bereits im zehnten Vortrage erledigt und soll von jetzt an 
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ausgeschlossen bleiben. Wir können eine Fläche III. Ordnung 

durch Bewegung eines Punktes beschreiben auf Grund des Satzes: 

„Wenn die vier Flächen eines veränderlichen Tetraeders um 

„vier feste Punkte sich drehen und drei Eckpunkte auf drei 

„durch einen Punkt gehenden, festen Geraden sich bewegen, 

„so beschreibt der vierte Eckpunkt eine Fläche III. Ordnung. 4 * 

Denn man erkennt leicht, dass die vier Flächen vier collineare 

Strahlenbündel um die festen Drehpunkte beschreiben, von denen 

drei zum vierten perspectivische Lage haben und die Fläche 

III. Ordnung erzeugen. 

Zu vielen wichtigen Eigenschaften der Fläche F III. Ordnung 
gelangen wir am einfachsten, intern wir die Fläche in folgender 
Art auf ein ebenes System 2 projectivisch beziehen oder auf 
die Ebene 2 abbilden. Wir beziehen das System 2! reciprok 
auf die drei collinearen Strahlenbündel S, £,, S2; dann ent- 
sprechen jedem Punkte von 2 drei homologe Ebenen der Bündel 
und zugleich deren in jP liegender Schnittpunkt. Umgekehrt 
kann auch zu jedem Punkte P von F der entsprechende Punkt 
von 2 gefunden werden mittelst derjenigen drei einander ent- 
sprechenden Ebenen der Strahlenbündel, welche in Psich schneiden. 
Jedem geraden Gebilde von 2 entsprechen in S, S|, Sj drei pro- 
jectivische Ebenenbüschel und folglich in F eine Raumcurve 
III. Ordnung, welche von den Ebenenbüscheln erzeugt wird (pag. 75). 
Mit einem Worte: 

„Die Fläche F III. Ordnung ist auf das ebene System 2 in 
„der Weise bezogen, dass jedem Punkte von F ein Punkt von 
„2 entspricht, jeder Raumcurve III. Ordnung von F, welche durch 
„drei homologe Ebenenbüschel von S, S x , S2 erzeugt wird, ein 
„zu ihr projectivisches gerades Gebilde von 2, und überhaupt 
„den sämmtlichen so erzeugten Raumcurven III. Ordnung von 
n F die sämmtlichen Geraden von 2." 
Wir wollen alle diese auf F liegenden Raumcurven III. Ord- 
nung, welche den Geraden von 2 entsprechen, unter dem Namen 
„erstes Curvensystem der Fläche III. Ordnung" zusammen- 
fassen. Wir werden auf der Fläche noch ein zweites System 
von Raumcurven III. Ordnung kennen lernen, deren Erzeugungs- 
art eine ganz andere ist. Für dieses erste Curvensystem gelten 
die Sätze: 

„Zwei Raumcurven dieses ersten Systemes haben allemal einen 
„Punkt mit einander gemein;" 
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denn die entsprechenden Geraden von 2 müssen sich schneiden. 
„Je zwei Punkte der Fläche III. Ordnung können durch eine 
„einzige Raumcurve des ersten Systemes mit einander ver- 
bunden werden;" 
denn durch die entsprechenden beiden Punkte von 2 kann eine 
Gerade gelegt werden. 

Den sämmtlichen Geraden von 2, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen , entsprechen in F die sämmtlichen Curven 
des ersten Systemes, welche durch den entsprechenden Punkt 
hindurchgehen; wir wollen dieselben einen Curvenbüschel 
nennen. Durch jenen Strahlenbüschel des ebenen Systemes 2 werden 
alle geraden Gebilde von 2, die nicht den Mittelpunkt des Büschels 
enthalten, perspectivisch auf einander bezogen; und da jedes der- 
selben zu der ihm entsprechenden Raumcurve III. Ordnung projec- 
tivisch ist, so folgt: 

„Durch einen Curvenbüschel des ersten Systemes von F werden 
„alle übrigen Raumcurven dieses Systemes projectivisch auf 
„einander bezogen." 

Vier Curven des Büschels sollen vier harmonische Raum- 
curven des ersten Systemes genannt werden, wenn sie von einer 
und folglich von jeder Curve l des Systemes, die nicht dem 
Curvenbüschel angehört, in vier harmonischen Punkten geschnitten 
wird. Jede dieser Curven l erscheint als Schnitt des Curven- 
büschels und ist projectivisch auf denselben bezogen. Ebenso ist 
der Curvenbüschel projectivisch zu dem ihm entsprechenden 
Strahlenbüschel der Ebene 2, weil je vier harmonischen Curven 
des ersteren vier harmonische Gerade des letzteren entsprechen. 
Ueberhaupt können wir gemäss der allgemeinen Definition der 
projectivischen Verwandtschaft die Curvenbüschel auf einander 
und auf beliebige Elementargebilde projectivisch beziehen. 

Die Fläche III. Ordnung wird von einer beliebigen Ebene in 
einer Curve III. Ordnung geschnitten; und jede Raumcurve des 
ersten Systemes hat mit der Ebene und folglich mit der Schnitt- 
curve mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte gemein; 
also: 

„Jeder ebenen Curve III. Ordnung der Fläche F entspricht 
„in 2 eine Curve III. Ordnung, welche mit jeder Geraden von 
„2 mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte ge- 
r mein hat." 
Wir können die Fläche F in der hier angegebenen Weise 
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projectivisch auf 2 beziehen, indem wir in F irgend vier Punkte 
annehmen, von denen keine drei auf einer Raumcurve des ersten 
Systemes enthalten sind, und denselben die Eckpunkte irgend 
eines in 2 gelegenen Vierecks willkürlich zuweisen. Hierdurch 
ist nämlich 2 auf die collinearen Strahlenbündel 5, S x , S 2 reciprok 
bezogen, also auch projectivisch auf F. 

Die Fläche III. Ordnung enthält, wie schon erwähnt wurde, 
noch ein zweites System von Raumcurven III. Ordnung. Wir 
rechnen zu demselben zunächst die drei Raumcurven, deren Se- 
cantensysteme von je zwei der collinearen Strahlenbündel erzeugt 
werden. Wir wollen mit k x und k 2 die beiden durch den Punkt' 
S gehenden Raumcurven III. Ordnung bezeichnen, welche der Bündel 
S mit den resp. Bündeln S x und S 2 erzeugt. Durch die Curve k x 
ist die collineare Verwandtschaft der Bündel S und S x völlig be- 
stimmt, weil jede Secante von k x durch zwei homologe Ebenen 
von S und S x projicirt wird. Anderseits ist mittelst der Bündel 
S und 6*! das Secantensystem von k^ projectivisch auf den Strahlen- 
bündel aS 2 bezogen, so dass jede Secante von k x einer Ebene von 
Äj entspricht und von derselben in einem Punkte der Fläche F 
III. Ordnung geschnitten wird. Die Fläche F wird also auch er- 
zeugt durch das Secantensystem der Raumcurve k x III. Ordnung 
und den zu ihm projectivischen Strahlenbündel aS^. Weil nun das 
Secantensystem aus jedem Punkte seiner Ordnungscurve k x durch 
einen zu S, S x und folglich auch zu S^ collinearen Strahlenbündel 
projicirt wird, so können wir den Mittelpunkt des Bündels S mit 
jedem anderen Punkte von k x vertauschen. Die Raumcurve k% 
III. Ordnung, welche von den Bündeln S und fi^ erzeugt wird, 
ändert dann ihre Lage auf der Fläche F. Ich behaupte nun: 
„Wenn der Punkt S die Raumcurve &i durchläuft, so be- 
schreibt die von den Bündeln S und >% erzeugte Raumcurve 
„* 2 des zweiten Systemes die ganze Fläche III. Ordnung, in- 
„dem sie jeden Punkt P derselben einmal überstreicht." 
Wir müssen zeigen, dass für eine bestimmte Lage des Punk- 
tes S die Curve k^ durch den Punkt P geht. In P schneiden sich 
drei homologe Ebenen a, «|, a 2 der collinearen Bündel 5, S|, /S^; 
dem Strahle S% P oder 62 von $2 entspricht desshalb in S x ein 
Strahl 61, welcher mit der durch P gehenden Secante act! der 
Raumcurve k x in einer Ebene a x liegt. Dem Ebenenbüschel b^ 
von Äj entspricht ferner in dem Secantensystem von k x eine 
Regelschaar oder Kegelfläche II. Ordnung, deren sämmtliche Strahlen 
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von b x geschnitten werden und zu welcher auch aoti gehört. Sei 
b derjenige Leitstrahl der Regelschaar resp. Strahl der Kegel- 
fläche II. Ordnung, welcher durch den Punkt P hindurchgeht. 
Derselbe schneidet (pag. 72) die Raumcurve k x in einem Punkte, 
welcher im Falle der Kegelfläche II. Ordnung vom Mittelpunkte 
derselben verschieden ist. Wählen wir diesen Schnittpunkt von 
b und k x zum Mittelpunkte des Bündels S, so erzeugt S mit ^ 
jene durch P gehende Raumcurve k% III. Ordnung. Denn dem 
Ebenenbüschel 62 von S 2 entspricht im Bündel S derjenige Ebenen- 
büschel, durch welchen die Regelschaar oder Kegelfläche IL Ord- 
nung aus S y oder, was dasselbe ist, aus der Geraden b projicirt 
wird; die Geraden b 2 und b entsprechen demnach einander, so- 
dass ihr Schnittpunkt P wirklich auf k^ liegt. 

Den Mittelpunkt des Strahlenbündels S^ können wir mit 
einem beliebigen anderen Punkt der Curve £3, z. B. mit P ver- 
tauschen; wir können ihn also nach einem ganz beliebigen Punkte 
der Fläche F HL Ordnung verlegen. Oder: 

Jeder Punkt der Fläche III. Ordnung kann zum Mittelpunkte 
von einem der drei collinearen Strahlenbündel gemacht werden, 
durch welche die Fläche erzeugt wird. 
Hieraus ergiebt sich namentlich, dass die ursprünglich ange- 
nommenen drei Mittelpunkte keine ausgezeichneten Punkte der ' 
Fläche sind, dass vielmehr alle für sie bewiesenen Sätze auch von 
jedem anderen Punkte der Fläche gelten. Weil z. B. die Mittel- 
punkte der Bündel S und S { durch eine Raumcurve k x III. Ord- 
nung verbunden sind, die dem zweiten Curvensystem der Fläche 
F angehört, so folgt: 

„Je zwei Punkte der Fläche F IH. Ordnung können durch 
„eine Raumcurve des zweiten Curvensystemes von F mit ein- 
ander verbunden werden." 
Die von S und S x erzeugte Raumcurve k x kann als eine ganz 
beliebige Curve des zweiten Systemes betrachtet werden. Aus 
dieser Bemerkung lässt sich schliessen: 

Jede Raumcurve 1 des ersten Curvensystemes liegt mit jeder 
Curve kj des zweiten Systemes auf einer Regelfläche oder Kegel- 
fläche IL Ordnung; und zwar besteht im Falle der Regelfläche 
die eine Regelschaar aus Secanten der einen, die andere aber 
aus Secanten der anderen Raumcurve III. Ordnung. 
Nämlich die Raumcurve l wird erzeugt durch drei einander ent- 
sprechende Ebenenbüschel a, a x , a^ der Bündel Ä, S u fi^; 

Reye, Geometrie der Lage. II. 12 
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sie liegt desshalb mit k x auf derjenigen Fläche II. Ordnung, welche 
zugleich alle von den Ebenenbüscheln a und a x erzeugten Se- 
canten von &] enthält. Auf derselben Fläche II. Ordnung liegen 
auch die Axen der beiden Ebenenbüschel, und diese Axen sind 
Secanten von l (pag. 75). 

Umgekehrt wird jede geradlinige Fläche IL Ordnung , welche 
durch eine Raumcurve c des einen Systeme* gelegt werden kann, 
von der Fläche III. Ordnung ausserdem in einer Raumcurve c § 
des anderen Systemes geschnitten. 
Weil nämlich jede Gerade der Fläche II. Ordnung mit der Raum« 
curve c höchstens zwei, mit der Fläche F III. Ordnung aber im 
Allgemeinen drei Punkte gemein hat, so giebt es noch ausserhalb 
der Curve c Punkte, welche sowohl auf F als auch auf der Fläche 
IL Ordnung liegen. Seien P und Q irgend zwei derselben, und 
c, diejenige durch P und Q gehende Raumcurve III. Ordnung, 
welche zu einem der beiden Curvensysteme , nicht aber zu dem- 
selben wie c gehört. Dann kann durch c und c{ eine geradlinige 
Fläche IL Ordnung gelegt werden, welche mit der vorhin ange- 
nommenen die Raumcurve c und die beiden durch P und Q gehen- 
den Secanten von c gemein hat und desshalb mit derselben zu- 
sammenfallen muss. 

Durch jeden Punkt S der Fläche III. Ordnung geht ein 
Büschel von Raumcurven des zweiten Systemes, und die Curven 
Ä| und fcj, durch welche die collineare Verwandtschaft der Bündel 
S, S x und S2 gegeben ist, können als zwei ganz beliebige Curven 
dieses Büschels betrachtet werden. Jede Ebene von S projicirt 
je eine ihr entsprechende Secante von k x und Ä^; sie hat diese 
beiden Secanten, welche in einem Punkte der Fläche F sich 
schneiden, mit den beiden ihr entsprechenden Ebenen von S x und 
S% gemein. Daraus ergiebt sich folgende höchst einfache 
Construction der Fläche III. Ordnung mittelst der Raum- 
curven Ä| und &2 des zweiten Systemes: 

„ Durch den gemeinschaftlichen Punkt S der Curven k x und 

„&2 legen wir Ebenen, und bestimmen in jeder dieser Ebenen 

„diejenigen beiden Secanten von k x und A^, welche nicht durch 

V S gehen; dann schneiden sich die beiden Secanten in einem 

„Punkte der Fläche III. Ordnung." 

Geben wir z. B. der durch S gehenden Ebene eine solche Lage, 

dass sie von k x und & 2 in je zwei von S verschiedenen Punkten 

geschnitten wird, so fallen die beiden Secanten zusammen mit 
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den beiden Verbindungslinien dieser Punktenpaare, sind also 
äusserst leicht zu construiren. Nur dann, wenn eine Ebene im 
Punkte S die Curve k x oder k^ berührt, geht die ihr entsprechende 
Secante durch den Punkt S hindurch. 

Wir können mittelst dieser Construction zu jedem beliebigen 
Punkte P der Fläche III. Ordnung gelangen. Da nun h x und fy 
zwei ganz beliebige durch S gehende Raumcurven des zweiten 
Curvensystemes sind, so folgt: 

„ Werden an die sämmtlichen Raumcurven IIL. Ordnung, welche 
„dem zweiten Curvensystem angehören und durch einen be- 
liebigen Punkt S gehen, aus irgend einem zweiten Punkte P 
„der Fläche III. Ordnung Secanten gezogen, so liegen alle 
„diese Secanten in einer durch SP gehenden Ebene a. u 
Diese Ebene ot wird von den ihr entsprechenden Ebenen a x 
und a 2 der Bündel S x und S 2 im Punkte P geschnitten; und jede 
durch P gehende Raumcurve des ersten Systemes wird erzeugt 
durch drei Ebenenbüschel von £, S l und S 2 , deren Axen in resp. 
a, a x und a 2 liegen. Diese Axen sind aber zugleich Secanten 
jener durch P gehenden Raumcurve IIL Ordnung, so dass der 
Satz gilt: 

„Werden an die sämmtlichen Raumcurven IIL Ordnung, welche 
„dem ersten Curvensystem angehören und durch den belie- 
bigen Punkt P gehen, aus dem Punkte S der Fläche IIL Ord- 
„nung Secanten gezogen, so liegen alle diese Secanten in der- 
selben durch SP gehenden Ebene a, welche im vorigen 
„Satze genannt wurde. 11 
Da der Punkt S beliebig auf der Fläche III. Ordnung ge- 
wählt werden kann, so wird durch die letzten zwei Sätze eine 
gemeinschaftliche Eigenschaft der beiden Curvensysteme ausge- 
sagt. Auf Grund des letzten Satzes können wir mit Hülfe von 
zwei Raumcurven ^ 1% des ersten Systemes die Fläche III. Ord- 
nung ganz ebenso construiren, wie vorhin mittelst der Curven &] 
und &2 des zweiten Systemes. Aus dieser Construction aber lässt 
sich ohne Weiteres eine collineare Verwandtschaft zwischen drei 
Strahlenbündeln P, Pj, P 2 ableiten, sodass P mit P t und P 2 die 
Secantensysteme von resp. \ und ^, also von zwei Curven des 
ersten Systemes erzeugt, und dass je drei einander entsprechende 
Ebenenbüschel von P, P x und P 2 eine Raumcurve des zweiten 
Systemes erzeugen. Die Fläche III. Ordnung wird alsdann durch 
die collinearen Bündel P, P|, P 2 erzeugt, aber die beiden Curven- 

12* 
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Systeme haben hinsichtlich ihrer Entstehungsart und ihrer gegen- 
seitigen Beziehungen die Rollen ausgetauscht; woraus folgt: 

Alle Eigenschaften des einen Systeme* von Raumcurven III. Ord- 
nung kommen auch dem anderen zu. 
So z. B. müssen je zwei Curven des zweiten Systemes einen 
Punkt mit einander gemein haben, weil dasselbe von je zwei Curven 
des ersten Systemes gilt. Durch einen Curvenbüschel des zweiten 
Systemes werden alle übrigen Curven dieses Systemes projectivisch 
geschnitten. Die Fläche III. Ordnung kann auf einer Ebene auch 
so abgebildet werden, dass jeder Curve des zweiten Systemes 
eine Gerade entspricht und jedem Curvenbüschel des zweiten Systemes 
ein ihm projectivischer Strahlenbüschel; die Curven des ersten 
Systemes werden alsdann durch ebene Curven V. Ordnung abge- 
bildet, weil sie mit den Raumcurven des zweiten Systemes höch- 
stens je fünf Punkte gemein haben können. Die Sätze, welche 
wir jetzt für Curvenbüschel des ersten Systemes beweisen wollen, 
gelten auch für Curvenbüschel des zweiten Systemes. 

„Wird jeder Raumcurve III. Ordnung, welche einem Curven- 
„büschel P des ersten Systemes angehört, die Axe desjenigen 
„Ebenenbüschels von S zugewiesen, welcher mit den ent- 
sprechenden Ebenenbüscheln der Bündel S t und a% die Curve 
„erzeugt, also mit anderen Worten diejenige Secante, welche 
„aus dem Punkte S an die Raumcurve gezogen werden kann, 
„so ist der Strahlenbüschel S, welchen diese Axen oder Se- 
kanten bilden, projectivisch auf den Curvenbüschel P be- 
logen." 
Denn sei l eine beliebige Raumcurve III. Ordnung, welche dem 
ersten Curvensystem nicht aber dem Curvenbüschel P ange- 
hört. Dieselbe ist projectivisch auf den Curvenbüschel bezogen, 
wenn jedem Punkte von l die durch ihn gehende Curve des 
Büschels zugewiesen wird (pag. 175). Zugleich aber liegt der- 
jenige Ebenenbüschel von S, welcher mit den entsprechenden 
Ebenenbüscheln von S { und &i die Raumcurve l erzeugt, perspec- 
tivisch sowohl zu l als auch zu dem im Satze genannten Secanten- 
büschel /S, und l ist also auch zu letzterem projectivisch. Der 
Curvenbüschel P und der Secantenbüschel S sind demnach beide 
zu der Raumcurve l und also auch zu einander projectivisch. 

Der Satz gilt auch in dem Falle, wenn der Mittelpunkt des 
Curvenbüschels mit dem Punkte S zusammenfällt. Der Secanten- 
büschel liegt alsdann in derjenigen Ebene o von /S, welche die 



Abbildung der Fläche dritter Ordnung auf einer Ebene. 181 

Tangenten der durch S gehenden Raumcurven fy und k% des 
zweiten Systemes mit einander verbindet. Denn diese Ebene o 
wird von den entsprechenden Ebenen o x und o 2 der Bündel S x 
und &j im Punkte S geschnitten, weil z. B. der Tangente von k t 
am Punkte S der Strahl ^ S des Bündels Äj entspricht und weil 
durch £| S die Ebene a x hindurchgehen muss. Sei nun l x eine 
beliebige Curve des zum ersten System gehörigen Curvenbüschels 
S, und a die ihr entsprechende in o liegende Secante; dann hat 
eine beliebig durch a gelegte Ebene noch einen ausserhalb a 
liegenden Punkt mit der Raumcurve l { gemein, welcher sich aber 
dem Punkte S unbegrenzt nähert, wenn jene Ebene der Ebene o 
näher und immer näher kommt. Folglich enthält o auch die 
Tangente von l x im Punkte S; oder: 

„Werden in einem beliebigen Punkte S der Fläche III. Ord- 

„nung an alle durch S gehenden Raumcurven des ersten und 

„des zweiten Systemes Tangenten gezogen, so liegen alle diese 

„Tangenten in einer Ebene o, der sogenannten Berührung s- 

„ Ebene des Punktes S. a 

Zu beachten ist noch, dass die Raumcurve ^ im Allgemeinen von 

o berührt und ausserdem in einem von S verschiedenen Punkte 

L geschnitten wird, und dass ihre Secante a die Punkte S und 

L mit einander verbindet, also eine eigentliche Secante von ^ ist. 

Nur dann fällt a mit der Tangente von \ zusammen, wenn o 

sich der Curve l x im Punkte S anschmiegt. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit gewisser ausgezeichneter 
Punkte Erwähnung thun, die in besonderen Fällen sich auf der 
Fläche III. Ordnung finden können, und für welche die bisherigen 
Sätze nicht gelten. Es kann nämlich der Fall eintreten, dass die 
Raumcurven k x und k^ III. Ordnung, welche der Strahlenbündel 
S mit den ihm collinearen Bündeln S v und S 2 erzeugt, noch 
ausser dem Punkte S einzelne Punkte, nämlich höchstens vier, 
mit einander gemein haben, oder auch, dass sie sich in S be- 
rühren. In jedem dieser von S verschiedenen gemeinschaftlichen 
Punkte, und eventuell auch in S schneiden sich alsdann drei 
homologe Strahlen der Bündel, und daraus folgt, dass ein solcher 
Punkt auf jeder Raumcurve III. Ordnung sowohl des ersten als 
auch des zweiten Curvensystemes liegen muss. Nach einem solchen 
ausgezeichneten Punkte können die Mittelpunkte von zwei der 
collinearen Bündel S, S x , S% verlegt werden; so dass die Fläche 
erzeugt werden kann durch drei collineare Strahlenbündel, von 
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denen zwei concentrisch liegen. Wir wollen auf diese besonderen 
Fälle nicht näher eingehen, sondern annehmen, dass die Raumcurven 
k x und &2, die wir als zwei ganz beliebige Curven des zweiten Systemes 
ansehen dürfen, nur einen einzigen Punkt S mit einander gemein haben 
und sich in demselben schneiden. Auch zwei beliebige Raumcurven 
des ersten Systemes haben alsdann nur einen Punkt mit einander 
gemein und schneiden sich in demselben. 

Wird jede Raumcurve l des ersten Curvensystemes mit einer 
beliebig gegebenen Curve k des zweiten Systemes durch eine Fläche 
II. Ordnung verbunden, so erhalten wir einen Bündel von Flächen 
IL Ordnung, die sich alle in k schneiden. Jeder Curve des 
ersten Systemes entspricht eine durch sie hindurchgehende Fläche 
des Bündels k; jedem Curvenbüschel P aber entspricht ein Flächen- 
büschel IL Ordnung, dessen sämmtliche Flächen die Raumcurve k 
und eine durch den Punkt P gehende Secante von k mit einander 
gemein haben. — Sei der Mittelpunkt des Strahlenbündels S 
ausserhalb der Raumcurve k gelegen; jedem Strahle a von S ent- 
spricht dann eine bestimmte Curve l des ersten Systemes, welche 
der Ebenenbüschel a mit den homologen Ebenenbüscheln der 
Bündel S i und &% erzeugt, und zwar ist a eine Secante dieser 
Raumcurve l. Dem Strahle a ist sonach auch eine Fläche kl 
des Flächenbündels k IL Ordnung zugewiesen, und zugleich eine 
bestimmte Ebene a, welche vom Punkte S die Polar- Ebene ist 
hinsichtlich der Fläche k l IL Ordnung. Die Ebene a geht durch 
den Punkt S 1 , welcher dem Punkte S conjugirt ist hinsichtlich 
der Raumcurve k\ sie wird ausserdem vom Strahle a in einem 
Punkte geschnitten, welcher zu S conjugirt ist hinsichtlich der 
Raumcurve l (pag. 90). 

Dreht sich der Strahl a um den Punkt £, so ändert die Curve 
l ihre Lage auf der Fläche III. Ordnung und ebenso die Fläche 
kl II. Ordnung im Bündel k\ und zugleich muss die Polar-Ebene 
a von S um den Punkt S l sich drehen. Beschreibt nun a einen 
gewöhnlichen Strahlenbüschel, so beschreibt l einen zu ihm projec- 
tivischen Curvenbüschel; demnach muss die Fläche kl IL Ordnung 
einen Flächenbüschel beschreiben, und die Ebene <x einen zu diesem 
Flächenbüschel projectivischen Ebenenbüschel I. Ordnung. Also 
jedem Strahle von S entspricht eine Ebene des Strahlenbündels 
S l und jedem Strahlenbüschel I. Ordnung von S und dessen 
Ebene entspricht in S l ein Ebenenbüschel I. Ordnung und 
dessen Axe. Daraus folgt, dass die Bündel S und S l reciprok 
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auf einander bezogen sind, also eine Fläche II. Ordnung erzeugen; 
oder: 

Wird aus einem beliebigen Punkte S der Fläche III. Ordnung 
an jede Raumcurve 1 des ersten Systemes eine Secante a ge- 
zogen und auf a derjenige Punkt bestimmt, welcher zu S con- 
jugirt ist hinsichtlich der Curve \, so erfüllen alle so gefundenen 
Punkte eine durch S gehende Fläche IL Ordnung. Dieselbe 
enthält auch alle Punkte S 1 , welche zu S conjugirt sind hin- 
sichtlich der Raumcurven k des zweiten Systemes. 
Wenn irgend ein Strahl des Bündels S die Fläche III. Ord- 
nung in zwei von S verschiedenen Punkten -4, A i schneidet, also 
von der durch A und A x gehenden Curve des ersten Systemes 
eine Secante ist, so ist der zu S conjugirte Punkt dieser Secante 
durch A und A x harmonisch getrennt von S. Drehen wir den 
Strahl SA A x so, dass die Punkte A und A x einander unbegrenzt 
sich nähern und SÄÄ l in eine Tangente der Fläche III. Ordnung 
übergeht, so muss mit dem Berührungspunkt auch der zu S con- 
jugirte Punkt sich vereinigen, eben weil er von S harmonisch ge- 
trennt ist durch A und A x . Ebenso ergiebt sich, dass der zu S 
conjugirte Punkt mit S sich vereinigt, wenn einer der Punkte A 
und A x mit S zusammenfällt , wenn also der Strahl SAA X einer 
in S an die Fläche III. Ordnung gezogenen Tangente unbegrenzt 
sich nähert. Also: 

Die genannte Fläche IL Ordnung enthält jeden Punkt, welcher 
vom Punkte S durch zwei andere Punkte k, k x der Fläche F 
III. Ordnung harmonisch getrennt ist, sowie die Berührungs- 
punkte aller Tangenten, welche von S an die Fläche F gezogen 
werden können. Sie hat ausserdem mit F die Berührungs-Ebene im 
Punkte S gemein, und kann die Polare des Punktes S genannt werden. 
Weil jedem Curvenbüschel des ersten Systemes ein ihm pro- 
jeetivischer Strahlenbüschel von S entspricht, so können wir sagen, 
das erste Curvensystem sei projeetivisch auf den Strahlenbündel 
S bezogen. Der Bündel S ist aber reeiprok auf den Bündel S l 
bezogen, und anderseits entsprechen je vier harmonischen Ebenen 
von S l stets vier harmonische Flächen des Flächenbündels k } so 
dass der letztere ebenfalls zum Strahlenbündel S l projeetivisch 
ist. Wir schliessen hieraus: 

„Wird jeder Curve des ersten Systemes die durch sie hindurch- 
gehende Fläche des Bündels * II. Ordnung zugewiesen, so ist 
„das Curvensystem projeetivisch auf den Flächenbündel k be- 
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„zogen; namentlich entspricht jedem Curvenbüschel des Systemes 
„ein zu ihm projectivischer Flächenbüschel IL Ordnung von kr 
Mit Hülfe dieses Satzes kann die gegenseitige Lage derjenigen 
Punkte leicht angegeben werden, welche von einem ausserhalb der 
Fläche F III. Ordnung gegebenen Punkte P durch je zwei Punkte 
der Fläche harmonisch getrennt sind, oder allgemeiner zu reden, 
welche zu P conjugirt sind in Bezug auf je eine Curve l des ersten 
Systemes. Verbinden wir l mit irgend drei Curven k, k x \ k^ des 
zweiten Systemes durch Flächen II. Ordnung, so schneiden sich 
die drei Polar-Ebenen des Punktes P hinsichtlich dieser Flächen 
IL Ordnung in demjenigen Punkte , welcher zu P conjugirt ist in 
Bezug auf l. Wenn nun l das ganze erste Curvensystem beschreibt, 
so beschreiben die Flächen h l, k x l und k> l drei Flächenbündel k, 
k x und &2, welche zum Curvensystenj und folglich auch zu ein- 
ander projectivisch sind, und die drei Polar-Ebenen des Punktes 
P beschreiben drei Strahlenbündel P 1 , PJ, PJ, welche zu den 
Flächenbündeln und dem Curvensystem projectivisch und sonach zu 
einander collinear sind, und deren Mittelpunkte zu P conjugirt 
sind hinsichtlich der Raumcurven &, k x , k^. Die collinearen 
Bündel P 1 , P}, PJ erzeugen aber eine Fläche III. Ordnung; oder: 
„Die sämmtlichen Punkte, welche durch je zwei Punkte der 
„Fläche F III. Ordnung von einem ausserhalb F gelegenen 
„Punkte P harmonisch getrennt sind, liegen auf einer zweiten 
„Fläche III. Ordnung. Die letztere geht auch durch die Be- 
rührungspunkte aller Tangenten, welche von P an die Fläche 
„P gezogen werden können, und wird ebenfalls von diesen Tan- 
genten berührt." 
Jede durch P gelegte Gerade, welche mit F drei Punkte A, A x , 
A 2 gemein hat, wird offenbar auch von jener zweiten Fläche 
III. Ordn ung i n drei Punkten B, B t , B 2 geschnitten. Wird nun 
der Strahl PA so um P gedreht, dass er in eine Tangente der Fläche 
P übergeht, dass also zwei der Punkte A, A x , A 2 im Berührungspunkte 
sich vereinigen, so fällt mit ihnen auch einer der Punkte JB, B x , 
B 2 zusammen, während gleichzeitig die beiden übrigen sich ver- 
einigen; denn jeder der Punkte P, Pj, B 2 ist von P durch zwei 
der Punkte A, A^ A 2 harmonisch getrennt. Daraus folgt der 
Schluss unseres Satzes. 
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Zu ferneren wichtigen Eigenschaften der Fläche F III. Ord- 
nung führt uns die Untersuchung der auf F gelegenen ebenen 
Curven. Von einer beliebigen Ebene 2 wird die Fläche in einer 
Curve C 3 III. Ordnung geschnitten, welche nämlich mit jeder, 
ausserhalb F liegenden Geraden der Ebene höchstens drei Punkte 
und mindestens einen Punkt gemein hat. Die Fläche F wird er- 
zeugt durch drei collineare Strahlenbündel S, £|, S 2 ; die Curve C 3 
erscheint desshalb als ein Erzeugniss von drei in 2 liegenden colli- 
nearen Systemen, welche von jenen Strahlenbündeln Schnitte sind, 
und kann unabhängig von der Fläche III. Ordnung wie folgt defi- 
nirt werden: 

„Drei collineare ebene Systeme, welche in derselben Ebene 2 
„liegen, erzeugen eine Curve C 3 III. Ordnung, in deren Punkten 
„je drei homologe Strahlen der Systeme sich schneiden. Durch 
„keinen ausserhalb C 3 gelegenen Punkt gehen mehr als zwei 
„einander entsprechende Strahlen der Systeme." 
Projiciren wir die drei collinearen Systeme aus irgend drei 
Punkten des Raumes durch Strahlenbündel, so erzeugen diese eine 
durch C 3 gehende Fläche III. Ordnung. Dieselbe artet aus in eine 
Kegelfläche III. Ordnung, wenn die Mittelpunkte der drei Strahlen- 
bündel zusammenfallen. 

Die Fläche F III. Ordnung, als deren Schnitt wir die ebene 
Curve (7 3 betrachten, kann mit Hülfe der collinearen Bündel £, Ä|, & 2 
auf ein ebenes System 2' abgebildet werden; wir brauchen, wie 
wir gesehen haben, nur die Bündel reciprok auf 2' zu beziehen. 
Als Abbildung von 6 3 erhalten wir dann eine Curve C 3 ', die 
ebenfalls von der III. Ordnung ist. Nämlich die ebenen Systeme 
2 und 2' sind mittelst der Bündel /S, S t , S 2 in dreifacher Weise 
reciprok auf einander bezogen; und jeder Punkt P* von C" 3 
unterscheidet sich dadurch von den übrigen Punkten des Systemes 
2', dass die drei ihm entsprechenden Strahlen von 2 nicht ein 
Dreieck bilden, sondern durch einen und denselben Punkt P von 
C 3 gehen. Umgekehrt entsprechen dem Punkte P von C 3 drei 
Strahlen in 2', welche in einem einzigen Punkte P von Q$ sich 
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schneiden; sodass auch C' 3 durch drei in 2' liegende collineare 
Systeme erzeugt wird. Schon früher (pag. 175) haben wir auf 
ganz anderem Wege bewiesen, dass 6*3 mit jeder in 2' gelegenen 
Geraden mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte ge- 
mein hat. — Da 2' reciprok auf die Strahlenbündel S, £ 1? S 2 
bezogen ist, so entsprechen der Curve 6*3 III. Ordnung drei 
Ebenenbüschel III. Ordnung; oder: 

„Jede ebene Schnittcurve C 3 der Fläche F III. Ordnung wird 
„durch drei homologe Ebenenbüschel III. Ordnung von Ä, S x , S 2 
„erzeugt." 
Eine wichtige Eigenschaft der Curve C 3 folgt aus früheren 
Sätzen (pag. 183), nämlich: 

„Ist S ein beliebiger Punkt der ebenen Curve 6 3 III. Ord- 
„nung, so liegen die sämmtlichen Punkte, welche von S durch 
r je zwei andere Curvenpunkte harmonisch getrennt sind, auf 
„einem durch £ gehenden Kegelschnitt. Derselbe berührt in 
„S die Curve C 3 und enthält die Berührungspunkte aller Tan- 
genten, welche aus dem Punkte S an C 3 gezogen werden 
„können. In speciellen Fällen artet der Kegelschnitt in zwei 
„Gerade aus." 

Der Kegelschnitt muss z. B. immer dann aus zwei Geraden 
bestehen , wenn C 3 in drei Gerade a, b, c zerfällt. Dass dieses 
möglich ist, leuchtet sofort ein; denn wir können drei ebene Sy- 
steme collinear so auf einander beziehen, dass sie ein Dreiseit 
ab c entsprechend gemein haben. Wenn C 3 eine Curve II. Ord- 
nung ot enthält und S ausserhalb oder innerhalb a liegt, so zer- 
fällt der im Satze genannte Kegelschnitt ebenfalls iu zwei Gerade, 
von denen eine mit der Polare von S in Bezug auf a identisch 
ist. Die andere Gerade geht durch S; sie muss ganz der Linie 
C 3 angehören, weil sonst unmöglich jeder ihrer Punkte durch 
zwei Punkte der Linie C 3 harmonisch von S getrennt sein würde. 
Daraus folgt: 

„Wenn die Curve 63 III. Ordnung einen Kegelschnitt a ent- 
„hält, so zerfällt sie in diesen und in eine Gerade." 
Wir wollen die Mittelpunkte der drei Bündel S, S i ^ S2 durch 
einen Kegelschnitt x mit einander verbinden, und beweisen, dass 
x entweder ganz auf der Fläche F III. Ordnung enthalten ist, 
oder noch höchstens drei andere Punkte mit F gemein hat. Wir 
projiciren den Kegelschnitt x aus S durch einen Strahlenbüschel 
und suchen zu diesem im Bündel S t den entsprechenden Strahlen- 
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büschel; dann ist der letztere ebenfalls projestivisch zu x und er- 
zeugt mit x einen Ebenenbüschel I. oder IL Ordnung. Jede Ebene 
desselben hat mit der entsprechenden Ebene von S einen Punkt 
von x gemein; dem Ebenenbüschel entspricht aber auch in Sj ein 
zu x projectivischer Ebenenbüschel, von welchem entweder alle 
oder höchstens drei Ebenen durch die entsprechenden Punkte von 
x hindurchgehen (I. Abthl. pag. 108). Damit ist die Behauptung 
bewiesen; und weil Ä, ^ £ 2 als drei ganz beliebige Punkte der 
Fläche jP zu betrachten sind, so ergiebt sich : 

„Die Fläche F III. Ordnung und jede ebene Schnittcurve der- 
selben hat mit keinem Kegelschnitt, der nicht ganz ihr ange- 
hört, mehr als sechs Punkte gemein." 

Wenn also eine ebene Curve C 3 III. Ordnung mit irgend 
einem Kegelschnitt a mehr als sechs Punkte gemein hat, so zer- 
fällt sie in diesen Kegelschnitt und in eine Gerade. Eine andere 
Anwendung des Satzes führt zu dem folgenden: 

„Eine Fläche IL Ordnung hat mit der Fläche III. Ordnung 
„im Allgemeinen eine ßaumcurve sechster Ordnung gemein." 
Denn eine beliebige Ebene schneidet die Fläche IL Ordnung 
in einem Kegelschnitt, welcher im Allgemeinen höchstens sechs 
(auf jener Raumcurve liegende) Punkte mit der Fläche III. Ord- 
nung gemein hat. 

„Drei projectivische , nicht concentrische Ebenenbüschel 
„IL Ordnung erzeugen im Allgemeinen eine Raumcurve 7 VI. Ord- 
„nung, durch welche eine Fläche III. Ordnung gelegt werden kann." 
Nämlich die drei Strahlenbündel £, S t £^, welchen die Ebenen- 
büschel IL Ordnung angehören, sind durch diese collinear auf 
einander bezogen und erzeugen eine Fläche F III. Ordnung. 
Bilden wir F auf eine Ebene 2' ab, so entspricht den Ebenen- 
büscheln IL Ordnung und der von ihnen erzeugten Curve ^ ein 
Kegelschnitt 7' in 2', und jeder ebenen Schnittcurve C 3 von F 
entspricht eine Curve 3 III. Ordnung in 2'. Und weil 7' mit 
C 3 höchstens sechs Punkte gemein hat, so wird auch 7 von der 
Curve C 3 und von deren Ebene in höchstens sechs Punkten ge- 
schnitten. Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn 7' einen 
Theil der Curve <? 3 bildet. 

Wenn ein Kegelschnitt sechs Punkte mit einer Curve C 3 III. 
Ordnung gemein hat und alsdann seine Gestalt und Lage in der 
Weise stetig ändert, dass zwei dieser sechs Punkte einander un- 
begrenzt sich nähern, so vereinigen sich schliesslich diese beiden 
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Punkte zu einem gemeinschaftlichen Berührungspunkte, ausser 
welchem die beiden Curven nur noch Tier Punkte mit einander 
gemein haben. Nun liegen aher die Berührungspunkte derjenigen 
Tangenten, welche Ton einem Punkte S der Curve C 6 an diese 
gezogen werden können, auf einem Kegelschnitt, welcher in S die 
Curve C 3 berührt: also: 

„Durch einen beliebigen Punkt S der Curve t 3 III. Ordnung 
„können ausser der Tangente in S selbst noch höchstens vier 
„Tangenten an C 3 gezogen werden. * 
Vom Punkte S der Curve C 3 gehen unendlich viele Strahlen 
aus, von welchen die Curve in je zwei von S verschiedenen Punkten 
geschnitten wird. Jedes dieser Punktenpaare kann durch eine 
Raumcurve III. Ordnung verbunden werden, welche dem ersten 
Curvensystem der Fläche F III. Ordnung angehört; und aus 
früheren Sätzen (pag. 179) ergiebt sich, dass alle so bestimmten 
Baumcurven in einem Punkte P von (7 3 sich schneiden. Auch 
haben wir bereits bewiesen, dass der Curvenbüschel P des ersten 
Systemes projectivisch auf den Strahlenbüschel S bezogen ist, 
wenn jeder Curve von P ihre durch S gehende Secante zugewiesen 
wird. Mit einer beliebigen Raumcurve k des zweiten Systemes 
kann der Curvenbüschel P durch einen Flächenbüschel II. Ord- 
nung verbunden werden, dessen Flächen in Je und in der von P 
ausgehenden Secante von k sich schneiden. Auch dieser Flächen- 
büschel ist (pag. 183) projectivisch zu dem Curvenbüschel P und 
zu dem Strahlenbüschel Ä; und zwar liegen die Punkte, welche 
irgend ein Strahl von S mit der entsprechenden Curve des Büschels 
P und mit der zugehörigen Fläche IL Ordnung gemein hat, auf 
der Curve C 3 . Der Flächenbüschel wird von der Ebene des 
Strahlenbüschels S in einem zu ihm projeetivischen Kegelschnitt- 
büschel geschnitten, dessen Kegelschnitte durch den Punkt P hin- 
durchgehen, sowie durch die gemeinschaftlichen Punkte der Ebene 
und der Raumcurve k. Weil nun k beliebig im zweiten Curven- 
system gewählt werden kann, so ergiebt sich: 

„Die ebene Curve 6 3 III. Ordnung kann auf unendlich viele 
„Arten durch einen Strahlenbüschel S und einen zu ihm pro- 
jeetivischen Kegelschnittbüschel erzeugt werden, sodass die 
„Schnittpunkte jedes Strahles von S mit dem ihm entsprechen- 
den Kegelschnitte auf C 3 liegen." 

Von den vier Punkten, welche die Kegelschnitte mit einander 
gemein haben können, dürfen wir zwei und Q ganz beliebig 
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auf C 3 wählen, weil durch je zwei Punkte der Fläche F eine 
Curve k des zweiten Systemes gelegt werden kann; der dritte R 
liegt ebenfalls auf k. Der vierte Punkt P hängt nur scheinbar 
von der Wahl des Punktes S ab ; denn wir werden sogleich zeigen, 
dass jedem der drei Punkte O, Q, R die Rolle zugetheilt werden 
kann, welche in obiger Untersuchung der Punkt P spielte, dass 
also P mit jedem beliebigen Punkte von C :i vertauscht werden 
darf. Dagegen ist jeder von den vier Punkten bestimmt durch 
die drei übrigen und durch den Punkt S. Denn wenn 0, P, Q 
und S gegeben sind, so finden wir Ä, indem wir 0, P und Q mit 
irgend zwei Punkten von C 3 , die mit S in einer Geraden liegen, 
durch einen Kegelschnitt verbinden und den sechsten Durch- 
schnittspunkt des letzteren mit C$ aufsuchen. 

Dass P mit vertauscht werden kann, folgt aus dem Be- 
weise des Satzes: 

„ Durch jede Curve, welche von einem Strahlenbüschel S mit 
„einem zu S projectivischen Kegelschnittbüschel (OPQR) er- 
zeugt wird und folglich durch den Mittelpunkt von S sowie 
„durch die vier gemeinschaftlichen Punkte OPQR der Kegel- 
schnitte hindurchgeht, kann eine Fläche III. Ordnung gelegt 
„werden; oder die Curve ist von der III. Ordnung." 
Wir verbinden drei der letzteren vier Punkte, z. B. P, Q und 
R durch eine Raumcurve k III. Ordnung, nehmen auf dieser die 
Mittelpunkte von zwei Strahlenbündeln S l und S 2 beliebig an und 
beziehen die letzteren collinear so auf einander, dass sie das 
Secantensystem von k erzeugen. Durch geht eine Secante von 
A, in welcher zwei homologe Ebenen «| und o. 2 der Bündel sich 
schneiden. Seien 8 X und s^ irgend zwei in resp. oci und oc 2 lie- 
gende, homologe Strahlen der Bündel, so schneiden dieselben die 
Ebene OPQR in zwei Punkten, welche einem und demselben 
Kegelschnitt des Büschels (OPQR) angehören; denn die pro- 
jectivischen Ebenenbüschel 8 X und s^ erzeugen eine durch k und 
den Punkt gehende Fläche IL Ordnung, auf welcher auch die 
Strahlen 8 X und s 2 liegen. Die beiden in oti und oc 2 liegenden 
und einander entsprechenden Strahlenbüschel von S x und S% wer- 
den demnach von der Ebene ÖPQR in zwei geraden Gebilden 
geschnitten, welche zu dem Kegelschnittbüschel (OPQR) perspec- 
tivisch liegen (pag. 141); sie sind folglich auch zu dem Strahlen- 
büschel S projectivisch. Beziehen wir nun den Bündel S collinear 
auf /S| und S^, sodass jene drei projectivischen Strahlenbüschel 
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einander entsprechen, so erzeugen die drei Bündel eine Fläche 
III. Ordnung, von welcher die gegebene ebene Curve offenbar ein 
Schnitt ist. Die verlangte collineare Beziehung kann auf unend- 
lich viele Arten hergestellt werden (pag. 6). 

Die Rolle des Punktes P kann also wirklich von jedem anderen 
Punkte der Curve C 3 III. Ordnung übernommen werden, so dass 
allgemein sich ergiebt: 

„Werden auf der ebenen Curve C 3 III. Ordnung irgend vier 
„Punkte £, P, Q, R angenommen, und verbindet man je zwei 
„Punkte von C 3 , welche mit S in einer Geraden liegen, mit P, 
„Q und R durch einen Kegelschnitt, so bilden alle diese Kegel- 
schnitte einen zum Strahlenbüschel S projectivischen Kegel- 
„schnittbüschel, und auch der etwaige vierte gemeinschaftliche 
„Punkt der Kegelschnitte liegt auf C 3 ." 
Ohne Weiteres leuchtet ein, dass auch folgende Umkehruug dieses 
Satzes gültig ist: 

Werden durch vier beliebige Punkte 0, P, Q, R einer ebenen 
Curve C 3 III. Ordnung Kegelschnitte gelegt, welche noch je zwei 
Punkte mit C 3 gemein haben, so schneiden sich die Verbindungs- 
linien dieser Punktenpaare in einem und demselben Punkte S 
von C 3 . Der Kegelschnittbüschel (0 P Q R) ist projectivisch auf 
den Strahlenbüschel S bezogen, wenn jedem Kegelschnitt der so 
durch ihn gewonnene Strahl von S zugewiesen wird. 
Von den Punkten 0, P, Q, R dürfen übrigens keine drei in einer 
Geraden liegen, wenn der Satz Sinn haben soll. Dagegen dürfen 
je zwei derselben einander unbegrenzt sich nähern, so dass der 
Satz auch dann noch gilt, wenn die Kegelschnitte in zwei Punkten 
von C 3 geschnitten und in einem dritten berührt werden, oder 
wenn sie einander und die Curve C 3 in zwei verschiedenen Punkten 
berühren u. s. w. Der Punkt S soll der Gegenpunkt des Vier- 
ecks OPQR genannt werden. 

Der letzte Satz enthält eine Haupt -Eigenschaft der ebenen 
Curven III. Ordnung, und wir können aus ihm viele andere Sätze 
ableiten; zunächst den folgenden: 

„Durch acht beliebige Punkte 0, P, Q, R, A, B, C, D der 
„Ebene können unendlich viele Curven III. Ordnung gelegt 
„werden; nämlich durch einen beliebigen neunten Punkt E 
„geht eine einzige dieser Curven, und nur wenn E eine ganz 
„besondere, durch die ersten acht Punkte völlig bestimmte 
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„Lage hat, gehen auch durch diesen neunten Punkt alle jene 

„Curven III. Ordnung." 
Wir wählen unter den gegebenen Punkten irgend vier 0, P, Q, 2?, 
von denen keine drei in einer Geraden liegen, und legen durch 
dieselben einen Kegelschnittbüschel ; bezeichnen ferner mit <x, (1, y, 
8,e diejenigen fünf Kegelschnitte dieses Büschels (OPQR), welche 
durch resp. A, B, C, D, E hindurchgehen. Alsdann können wir 
den Strahlenbüschel D proj ectivisch so auf (OPQR) beziehen, 
dass die Strahlen DA, DB, DC den resp. Kegelschnitten a, ß, 7 
entsprechen; auch können wir zu den Kegelschnitten 8 und e die 
entsprechenden Strahlen DD X und DE^ des Büschels D con- 
struiren. Wir denken uns jetzt durch A, B, C und D einen 
Kegelschnitt x gelegt, welcher in D den Strahl DD X berührt; 
derselbe wird vom Strahle DE { in einem Punkte t\ geschnitten 
und ist durch den Strahlenbüschel D projectivisch auf den Kegel- 
schnittbüschel (OPQR) bezogen, so dass den Punkten A, B, C, 
D, E x von x die resp. Kegelschnitte oc, ß, y, 8, e entsprechen. 
Jeder Strahlenbüschel S, welcher zum Kegelschnitt x perspectivisch 
liegt, erzeugt mit dem Kegelschnittbüschel (OPQR) eine Curve 
III. Ordnung, welche durch die acht Punkte 0, P, Q, R, A, B, 
C, D hindurchgeht. Bestimmen wir nun auf x den Mittelpunkt des 
Strahlenbüschels S so, dass aus ihm der Punkt E l durch den 
Strahl SE projicirt wird, so geht die Curve III. Ordnung auch 
durch den neunten Punkt E. Für eine beliebige Lage des Punktes 
S hat die Curve III. Ordnung mit dem Kegelschnitt x die fünf 
Punkte S, A, B, C, D und folglich noch höchstens einen sechsten 
Punkt T gemein. Dieser Punkt T von x liegt ebenso wie A, B, 
C und D auf dem ihm entsprechenden Kegelschnitt des Büschels 
(OPQR) und ist demnach auf jeder durch 0, P, Q, R, A, B, 
C, D gehenden Curve III. Ordnung enthalten; und nur wenn E 
mit T zusammenfällt, gehen durch E alle jene Curven hindurch. 

Beachtenswerth ist, dafs wir keineswegs den Kegelschnitt x 
zu zeichnen brauchen, sondern dafs wir die Punkte E l und S 
desselben durch lineare Constructionen, z. B. mittelst des Pascal- 
sche n Satzes, finden können. Ebenso können wir auf dem Strahle 
SA den zweiten Durchschnittspunkt A x mit dem Kegelschnitt ex 
linear construiren; und d&A l auch der gesuchten Curve III. Ord- 
nung angehört, so ist damit die Aufgabe gelöst: 

„Von einer ebenen Curve C3 III. Ordnung, welche durch neun 

„ihrer Punkte gegeben ist, denjenigen zehnten Punkt A i zu 
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„construiren , welcher mit irgend fünf der gegebenen Punkte 
„auf einem Kegelschnitt a liegt." 

Der Kegelschnittbüschel (OPQR) enthält auch die drei Paare 
Gegenseiten des Vierecks OPQR. Suchen wir zu einem der- 
selben, etwa zu ÖP, Q R den entsprechenden Strahl des Büschels 
£, so lösen wir die Aufgabe: 

„Auf einer Geraden O P, welche zwei von den gegebenen neun 
„Punkten verbindet, den dritten Schnittpunkt mit der Curve 
„(7 3 III. Ordnung zu construiren.* 

Sei l ein beliebiger Strahl des Büschels S und X der ihm 
entsprechende Kegelschnitt des Büschels (OPQR). Wenn dann 
l dem Strahle S O sich unbegrenzt nähert, so rückt auch einer der 
beiden Schnittpunkte von l und k dem Punkte O unbegrenzt näher, 
und die Verbindungslinie von O mit diesem Schnittpunkte geht 
über in die Tangente der Curve C3 im Punkte ; zugleich ändert 
der Kegelschnitt X sich so, dafs er ebenfalls jene Verbindungslinie 
in berührt. Bestimmen wir also im Punkte die Tangente 
desjenigen Kegelschnittes, welcher dem Strahle S entspricht, so 
lösen wir die Aufgabe: 

„In einem der gegebenen neun Punkte, z. B. in die Tan- 
„gente der Curve C 3 III. Ordnung zu zeichnen." 
Mit Hülfe dieser Bemerkungen können auch leicht die Auf- 
gaben gelöst werden: „Eine Curve III. Ordnung zu construiren, 
wenn von derselben gegeben sind entweder acht Punkte und die 
Tangente in einem derselben , oder sieben , sechs , fünf Punkte 
und die Tangenten in resp. zwei, drei, vier derselben." Wir über- 
gehen die Ausführung dieser Aufgaben. 

Aus dem Beweise des Satzes (pag. 190 unten) ergiebt sich noch 
der folgende: 

„Zwei ebene Curven III. Ordnung haben höchstens neun Punkte 
„0, P, Q, R, A, B, C, D, T mit einander gemein, welche mit 
federn zehnten Punkte E der Ebene durch eine Curve III. Ord- 
r,nung verbunden werden können." 

„Legt man durch vier von den neun Punkten, z. B. durch O, 
„P, Q, R einen Kegelschnittbüschel, und durch die übrigen 
„fünf einen Kegelschnitt x, so kann der letztere projectivisch 
„so auf den ersteren bezogen werden, dass den fünf Punkten 
„A, B, C, D, T von x die resp. durch sie hindurchgehenden 
„Kegelschnitte des Büschels (OPQR) entsprechen. Der Kegel- 
schnitt x enthält auch die Gegenpunkte S des Vierecks OPQR 
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„hinsichtlich aller Curven III. Ordnung, welche durch die neun 
„Punkte hindurchgehen." 
Es kann der Fall eintreten, dass von den neun Punkten irgend 
sechs auf einem Kegelschnitt liegen. Sei K ein beliebiger siebenter 
Punkt dieses Kegelschnitts, so kann auch K mit den neun Punkten 
durch eine Curve III. Ordnung verbunden werden; und da dieselbe 
mit dem Kegelschnitt sieben Punkte gemein hat, so zerfällt sie in 
diesen Kegelschnitt und eine Gerade. Also: 

„Wenn von den neun Schnittpunkten zweier Curven III. Ord- 
nung sechs auf einem Kegelschnitt enthalten sind, so liegen 
„die drei übrigen in einer Geraden." 
Der Satz und sein Beweis gelten auch dann noch, wenn der 
Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt. Wir folgern daraus: 

„Wird eine Curve C 3 III. Ordnung von drei Geraden a, 6, c 
„so in je drei Punkten geschnitten, dass sechs von den neun 
„Schnittpunkten auf einer Curve II. Ordnung oder auch auf 
„zwei neuen Geraden k und l enthalten sind, so liegen die 
„drei letzten Schnittpunkte in einer Geraden m. u 
Denn die drei Geraden a, 6, c bilden eine zweite Linie III. Ord- 
nung und durch die neun Schnittpunkte können folglich unendlich 
viele Curven III. Ordnung gelegt werden. 

Wir könnten im vorigen Satze auch die Geraden k und l 
willkürlich annehmen und durch ihre sechs Schnittpunkte mit C 3 
die drei Geraden a, 6, c hindurchlegen, und würden alsdann eine 
neue Fassung des Satzes erhalten. Die Geraden k und l können 
einander unbegrenzt sich nähern, so dass a, 6 und c in drei 
Tangenten der Curve III. Ordnung übergehen. Alsdann er- 
giebt sich: 

„Legt man in den drei Punkten, welche die Curve C3 III. Ord- 
„nung mit einer Geraden k gemein hat, Tangenten an C 3 , so 
„ schneiden diese die Curve in drei neuen Punkten, welche auf 
„einer zweiten Geraden m liegen." 
Die Curve III. Ordnung hat auch mit der unendlich fernen Ge- 
raden mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte gemein, 
und jede Tangente eines unendlich fernen Punktes wird Asymp- 
tote genannt. Also: 

„Die Curve III. Ordnung wird von ihren drei Asymptoten in 
„drei Punkten geschnitten, welche in einer Geraden liegen." 
Wir haben bereits gesehen, dass die ebene Curve C 3 III. Ord- 
nung in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen kann, aber 

Heye, Geometrie der Lage. Tl. 13 
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noch nicht bewiesen, dass dieses immer dann geschehen muss > 
wenn die Curve C 3 eine Gerade g enthält. In der That ist dieses 
nicht noth wendig, denn es ist der Fall denkbar, dass die Curve 
III. Ordnung sich ganz auf die Gerade g reducirt oder ausserhalb 
derselben nur einen einzigen Punkt besitzt. Wenn aber G 3 ausser 
g mehrere Punkte enthält, so liegen im Allgemeinen keine drei der- 
selben in einer Geraden Z; denn sonst muss l mit C 3 auch noch den 
Punkt lg, also im Ganzen vier Punkte gemein haben, und folg- 
lich ebenfalls ganz der Curve C 3 angehören, und C 3 muss in drei 
Gerade zerfallen, von denen die dritte sich auch mit Z oder g 
vereinigen kann. Wir können demnach irgend fünf der ausser- 
halb g liegenden Punkte durch eine Curve x IL Ordnung ver- 
binden, welche mit g ebenfalls eine Curve III. Ordnung bildet. 
Jene fünf Punkte bilden mit drei beliebigen Punkten der Geraden 
g ein System von acht Punkten, welche mit jedem neunten Punkt 
der Ebene im Allgemeinen eine einzige Curve III. Ordnung be- 
stimmen. Wählen wir nun den neunten Punkt ebenfalls auf der 
Geraden g, so fällt diese Curve III. Ordnung offenbar mit C 3 zu- 
sammen, zugleich aber mit der Curve III. Ordnung, welche aus g 
und dem Kegelschnitt x besteht. Also: 

„Wenn eine Curve C 3 III. Ordnung eine Gerade g enthält, so 
„zerfallt sie im Allgemeinen in diese Gerade und einen Kegel- 
schnitt x; in besonderen Fällen kann sie auch aus g und 
„noch zwei oder einer Geraden bestehen, wenn sie sich nicht 
„etwa auf g und einen isolirten Punkt oder auch auf g allein 
„reducirt." 
Hieraus lässt sich leicht schliessen, dass von den neun Durch- 
schnittspunkten zweier Curven III. Ordnung sechs auf einem Kegel- 
schnitt oder auch auf zwei Geraden enthalten sein müssen, wenn 
die drei übrigen in einer Geraden liegen. 

Zum Schluss möge noch der Satz hier eine Stelle finden: 
„Eine Raumcurve IV. Ordnung, durch welche ein Flächen- 
„büschel II. Ordnung hindurchgeht, wird aus jedem ihrer 
„Punkte durch eine Kegelfläche III. Ordnung projicirt." 
Seien S und T zwei beliebige Punkte der Raumcurve; dann können 
wir den Strahlenbündel S in dreifacher Weise reciprok auf den 
Bündel T beziehen, so dass er mit T irgend drei Flächen des 
Flächenbüschels erzeugt. Der Punkt S erscheint dann als Mittel- 
punkt von drei collinearen Strahlenbündeln, und diese erzeugen 
(pag. 185) eine Kegelfläche III. Ordnung, deren Strahlen je 
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einen Punkt der Raumcurve IV. Ordnung projiciren. Wir folgern 
daraus: 

„Eine Kegelfläche III. Ordnung wird von jeder Regelfläche, 

„welche zwei Strahlen a, 6 mit der Kegelfläche gemein hat, 

„ausserdem in einer Raumcurve IV. Ordnung geschnitten, 

„durch welche ein Flächenbüschel II. Ordnung gelegt werden 

„kann." 

Zum Beweise verbinden wir den Punkt ab mit sieben beliebigen 

ausserhalb a und b gelegenen Schnittpunkten der Regelfläche und 

der Kegelfläche III. Ordnung durch eine neue Fläche II. Ordnung. 

Durch diese wird die Regelfläche in einer Raumcurve IV. Ordnung 

geschnitten , welche auch auf der Kegelfläche III. Ordnung liegen 

muss; denn sie wird aus dem Punkte ab durch eine Kegelfläche 

III. Ordnung projicirt, welche mit der gegebenen ausser a und b 

noch sieben beliebige Strahlen gemein hat und folglich mit ihr 

identisch ist. — Ebenso lässt sich beweisen: 

„Eine Kegelfläche III. Ordnung und eine Kegelfläche II. Ord- 
„nung, welche nicht concentrisch sind, aber sich längs eines 
„Strahles berühren, schneiden sich ausserdem in einer Raum- 
„curve IV. Ordnung, durch welche ein Flächenbüschel II. Ord- 
„nung gelegt werden kann." 
Fassen wir die Haupt-Ergebnisse dieses Vortrages noch ein- 
mal kurz zusammen, so erhalten wir für die Fläche III. Ordnung 
folgenden Satz: 

Die Fläche IIL Ordnung ivird von jeder Ebene in einer Curve 
C3 HL Ordnung geschnitten, welche durch neun auf ihr be- 
liebig angenommene Punkte völlig bestimmt ist Diese Schnitt- 
curve zerfällt in eine Gerade und einen Kegelschnitt, wenn sie 
mit der Geraden mehr als drei Punkte oder mit dem Kegel- 
schnitt mehr als sechs Punkte gemein hat; sie kann auch auf 
drei oder weniger als drei Gerade sich reduciren. Die Curve 
C 3 HL Ordnung hat mit einer zweiten Curve IIL Ordnung 
höchstens neun Punkte gemein, von denen jeder durch die acht 
übrigen bestimmt ist; zxoei Flächen IIL Ordnung schneiden sich 
desshalb im Allgemeinen in einer Raumcurve IX. Ordnung. Mit 
einer Fläche IL Ordnung hat die Fläche IIL Ordnung im All- 
gemeinen eine Raumcurve VI. Ordnung gemein. 
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Dreiundzwanzigster Vortrag. 

Die siebeuundzwanzig Geraden der Fläche dritter 

Ordnung und die auf der Fläche enthaltenen 

Kegelschnitte. 



Wenn wir eine Fläche F III. Ordnung, welche durch drei 
collineare Strahlenbündel £, £|, S 2 erzeugt wird, auf ein ebenes 
System 2 abbilden, indem wir 2 auf £, S l , Sg reciprok beziehen, 
so entspricht jedem Punkte von F ein einziger Punkt von 2. Da- 
gegen können in 2 gewisse Hauptpunkte vorkommen, denen 
mehr als ein Punkt von F, nämlich die sämmtlichen Punkte von 
je einer Geraden entsprechen. Einem beliebigen Punkte von 2 ent- 
sprechen nämlich drei homologe Ebenen von £, £j, aS^, sowie deren in 
F gelegener Schnittpunkt; wenn aber diese drei Ebenen mehr als 
einen Punkt, also eine Gerade mit einander gemein haben, so ist 
der zugehörige Punkt von 2 ein solcher Hauptpunkt. Jene dem 
Hauptpunkt entsprechende Gerade wollen wir einen Hauptstrahl 
der Fläche F nennen; sie ist eine gemeinschaftliche Secante der 
drei Raumcurven III. Ordnung, welche die Bündel /S, /Sj, &j paar- 
weise mit einander erzeugen. Und da diese Raumcurven als drei 
ganz beliebige des zweiten Curvensystemes von F betrachtet werden 
können, so lassen sich die Hauptpunkte von 2 auch folgender- 
massen definiren: 

„Den Hauptpunkten der Ebene 2 entsprechen in der Fläche F 

„III. Ordnung die gemeinschaftlichen Secanten des zweiten 

„Curvensystemes von F; wir nennen jede dieser Secanten einen 

„Hauptstrahl der Fläche III. Ordnung." 

Die Hauptpunkte von 2 sind desshalb Doppelpunkte derjenigen 

Curven V. Ordnung, welche den Raumcurven des zweiten Systemes 

von F entsprechen. 

Eine beliebige Ebene schneidet die Fläche F IH. Ordnung in 
einer ebenen Curve C 3 , welche mit jeder auf F liegenden Ge- 
raden einen Punkt gemein hat. Daraus schliessen wir: 

„Die Curven HI. Ordnung von 2, welche den ebenen Schnitt- 
„curven der Fläche F entsprechen, gehen durch alle Haupt- 
punkte von 2." 
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Legen wir nun durch eine beliebige Gerade </, welche mit F 
drei Punkte P, Q, R gemein hat, irgend zwei Ebenen, so schneiden 
diese die Fläche F in zwei Curven C 3 und CJ, welche durch die 
Punkte P, Q, R hindurchgehen. Die Abbildungen von C3 uud C\ 
haben ausser den drei Punkten, welche jenen dreien entsprechen, 
noch höchstens sochs Punkte gemein, und jeder der letzteren 
muss ein Hauptpunkt von 2 sein, weil ihm sowohl in C 3 als auch 
in C\ ein Punkt entspricht. Diese sechs Hauptpunkte liegen 
nicht auf einem und demselben Kegelschnitt, weil sonst die drei 
übrigen in einer Geraden liegen müssten, was unmöglich ist; denn 
einer Geraden von 2 entspricht in der Fläche F eine Raumcurve 
III. Ordnung, welche mit der beliebigen Geraden g höchstens 
zwei Punkte gemein hat. Somit ergiebt sich: 

„Die Ebene 2 enthält höchstens sechs Hauptpunkte, welche 
„nicht auf einem und demselben Kegelschnitt liegen; und die 
„Fläche F besitzt höchstens sechs Hauptstrahlen oder gemein- 
schaftliche Secanten des zweiten Curvensystemes. Wenn drei 
„collineare Strahlenbündel beliebig im Räume gegeben sind, 
„so giebt es im Allgemeinen höchstens sechs Gerade, in denen 
„je drei homologe Ebenen der Bündel sich schneiden." 
Wenn zwei Secanten einer Raumcurve III. Ordnung in einer 
Ebene liegen, so schneiden sie sich bekanntlich in einem Punkte 
der Curve. Da nun (pag. 182 oben) die Raumcurven des zweiten 
Curvensystemes nicht alle durch einen und denselben Punkt gehen 
sollen, so folgt: 

„Keine zwei Hauptstrahlen der Fläche F liegen in einer 
„Ebene." 
Einem beliebigen geraden Gebilde g von 2 entspricht in der 
Fläche F eine Raumcurve 7 des ersten Systemes; aber: 

„Wenn ein gerades Gebilde g von 2 einen Hauptpunkt U ent- 
„hält, so zerfällt die ihm entsprechende Raumcurve y UL Ord- 
„nung in den zugehörigen Hauptstrahl u und einen Kegelschnitt, 
„welcher einen Punkt mit u gemein hat." 
Dem geraden Gebilde g entsprechen in den Bündeln S, fi|, £55 
drei Ebenenbüschel, deren Axen den IJauptstrahl u schneiden, 
und der Ebenenbüschel von S erzeugt mit denjenigen von S l und 
S% zwei geradlinige Flächen H. Ordnung, welche die Axe des 
ersteren Büschels und den Hauptstrahl u gemein haben. Verbin- 
den wir nun irgend drei andere gemeinschaftliche Punkte der 
beiden Flächen durch eine Ebene, so schneidet diese die Flächen 
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IL Ordnung in zwei Kegelschnitten, welche identisch sind; denn 
sie haben ausser jenen drei Punkten noch einen auf u und einen 
auf jener Axe liegenden Punkt mit einander gemein. Die Punkte 
dieses Kegelschnitts entsprechen aber den Punkten von g projec- 
tivisch. 

Die Ebene des Kegelschnittes hat mit der Fläche F noch 
eine Gerade gemein, welche mit dem Kegelschnitt zusammen eine 
ebene Curve III. Ordnung ausmacht. Die Abbildung dieser Curve 
muss in die Gerade g und einen Kegelschnitt zerfallen, und der 
letztere muss durch alle von U verschiedenen Hauptpunkte der 
Ebene 21 hindurchgehen. Also: 

„Einem Kegelschnitt, welcher irgend fünf Hauptpunkte von 2 
„mit einander verbindet, entspricht in der Fläche F eine Ge- 
„rade, welche die entsprechenden fünf Hauptstrahlen schneidet; 
„durch diese Gerade gehen die Ebenen aller Kegelschnitte 
„von F, welche den Strahlen des sechsten Hauptpunktes von 
„2 entsprechen." 

Wenn ein gerades Gebilde g zwei Hauptpunkte U und V 
von 21 mit einander verbindet, so entsprechen ihm in den Bündeln 
/S, Äj, Si drei Ebenenbüschel, deren Axen die entsprechenden 
Hauptstrahlen u und v von F schneiden. Der Ebenenbüschel des 
Bündels S erzeugt mit denjenigen von aSj und ^ zwei Regel- 
flächen, welche die Axe jenes Büschels und die Hauptstrahlen u 
und v mit einander gemein haben. Ist nun P ein ausserhalb 
dieser drei Geraden liegender Schnittpunkt der beiden Regel- 
flächen, so gehen die letzteren noch durch eine vierte Gerade, 
welche den Punkt P enthält und die Geraden u und v schneidet; 
und diese vierte Gerade muss der Geraden g entsprechen; also: 
„Jeder Geraden, welche zwei Hauptpunkte U und V von Z 
„mit einander verbindet, entspricht in F eine Gerade, welche 
„die entsprechenden beiden Hauptstrahlen u und v schneidet." 
Zugleich ergiebt sich: 

„Keine drei Hauptpunkte der Ebene 2 liegen in einer Ge- 
raden." 
Denn enthielte ein gerades Gebilde g drei Hauptpunkte, so würden 
die ihm entsprechenden Ebenenbüschel von S, S u fy zu derjenigen 
Regelschaar perspectivisch liegen, welcher die zugehörigen drei 
Hauptstrahlen von F angehören. Die Fläche F würde alsdann 
in eine Regelfläche und eine Ebene zerfallen. 

Wir wollen diejenige Gerade von F, welche der Verbindungs- 
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linie von irgend zwei Hauptpunkten U und V entspricht, mit 
einem beliebigen Punkte P von F durch eine Ebene verbinden. 
Diese Ebene schneidet die Fläche F in einer Curve C 3 III. Ord- 
nung, welche aus jener Geraden und einem durch P gehenden 
Kegelschnitt besteht. Die Abbildung von C 3 in 2 zerfällt in die 
Gerade U Fund einen Kegelschnitt, welcher alle von U und V 
verschiedenen Hauptpunkte enthält, sowie denjenigen Punkt, 
welcher dem P entspricht. Da P beliebig auf F gewählt wurde, 
so ist sein entsprechender Punkt als ein beliebiger Punkt von 2 
anzusehen. Wirschliessen daraus: 

„Den sämmtlichen Kegelschnitten, welche durch vier Haupt- 
punkte von Z gelegt werden können, entsprechen in F wieder- 
um Kegelschnitte; die Ebenen der letzteren schneiden sich in 
„derjenigen Geraden, welche der Verbindungslinie der letzten 
„beiden Hauptpunkte entspricht." 
Dieser Satz erleidet natürlich eine Aenderung, wenn weniger als 
sechs Hauptpunkte vorhanden sind. 

Wir wollen zunächst den besonders interessanten Fall unter- 
suchen, in welchem die Ebene 2 sechs Hauptpunkte besitzt. 
Dieselben können als Eckpunkte eines vollständigen Sechsecks be- 
trachtet werden, welchem kein Kegelschnitt umschrieben werden 
kann. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich: 

Jedem der sechs Eckpunkte und jeder der fünfzehn Seiten dieses 
Sechsecks entspricht eine Gerade der Fläclie F, ebenso jedem der 
sechs Kegelschnitte, welche durch je fünf der Eckpunkte gelegt 
werden können. Die Fläche F III. Ordnung enthält demnach 
.siebenundzwanzig Gerade. 
Von den auf F enthaltenen Geraden können keine vier 
zu einer und derselben Regelschaar gehören; denn 
sonst würde jeder Leitstrahl der Regelschaar vier Punkte mit der 
Fläche F gemein haben und folglich ganz auf F liegen, so dass 
die Fläche III. Ordnung in eine Regelfläche und eine Ebene zer- 
fallen würde. 

Die gegenseitige Lage dieser siebenundzwanzig Geraden lässt 
sich mit Hülfe des vollständigen Sechsecks leicht übersehen. Wir 
bezeichnen zunächst mit 1, 2, 5, 4, 5, 6 die sechs Hauptpunkte 
der Ebene 2, mit ja, v irgend zwei derselben, und mit (|x) den- 
jenigen Kegelschnitt, welcher durch die fünf von jx verschiedenen 
Hauptpunkte hindurchgeht. Dann möge ap, denjenigen Hauptstrahl 
der Fläche F bezeichnen, welcher dem Hauptpunkte ja entspricht, 
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und 6ji diejenige Gerade, welche dem Kegelschnitt (ja) entspricht; 
ferner entspreche der Seite jav des Sechsecks eine Gerade cp. v 
oder c V (i. von F. Die siebenundzwanzig Geraden sind dann be- 
zeichnet wie folgt: 

a x a^ «3 04 a 5 og 

&! &2 6 3 6 4 6 5 6 6 

c, 2 c 13 c 14 c 15 c 16 

«23 c 24 °25 c 26 

c 34 c 35 c 36 

c 45 c 46 

c 56 

Theils aus dem Früheren, theils aus der Abbildung der sieben- 
undzwanzig Geraden in der Ebene 2 ergiebt sich dann ohne 
Weiteres : 

„Die Gerade a^ wird von nur zehn der übrigen sechsundzwanzig 
„Geraden geschnitten, nämlich von allen Geraden b, ausge- 
nommen Z»(x, und von allen Geraden c, welche den Index jj. 
„besitzen. Ebenso wird bp von zehn der übrigen Geraden 
„geschnitten, nämlich von allen a ausser a^ und von allen c 
„mit dem Index ja. Die Gerade cjxv wird geschnitten von den 
„vier Geraden a^, a v , b^ &v, sowie von denjenigen sechs Ge- 
„raden c, welche weder den Index ja noch den Index v be- 
sitzen." 
Die Gerade c l2 z. B. wird von den Geraden a x , oo, 6j, &2, c 34 , 
C35 u, s.w. geschnitten, weil ihre Abbildung 12 durch die Haupt- 
punkte i, 2 hindurchgeht und mit den Abildungen (Z), (2), 34, 35 
etc. der übrigen genannten Geraden je einen Punkt gemein hat, 
der kein Hauptpunkt ist. 

„Jede der 27 Geraden wird also von zehn der übrigen ge- 
schnitten und bildet mit denselben fünf Dreiecke; so dass 
„die 27 Geraden sich in 135 Punkten 8 schneiden und 45 Drei- 
ecke /\ bilden." 
Die zehn Geraden, von welchen a x geschnitten wird, bilden z. B. 
mit a v die Dreiecke: 

a l 6 2 c 12? a l 6 3 c 13? a l 6 4 c 14i a l 6 5 c 15 > a l 6 6 c l 6 » 

ebenso schneiden sich in 6 t die Ebenen der fünf Dreiecke: 

&l02 c 12 5 *l a 3 c l3i *l a 4 c 14» fe l a 5 c 15 5 *1«6 C 16'» 

und von den zehn Geraden, welche c 12 schneiden, werden mit 
c 12 die Dreiecke gebildet: 

c l2 a i 6 2 5 «13 «2^; c 12 c 3 4C 56 ; c^c^c^; C| 2 c 36 c 4 5. 
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Die Geraden a und 6 haben eine bemerkenswerthe gegen- 
seitige Lage. Je fünf der Geraden a werden von einer der Ge- 
raden b geschnitten, und folglich je vier der Geraden a von zwei 
der Geraden 6; auch hat jede Regelfläche, welche drei der Ge- 
raden a enthält, noch ausserdem drei Gerade 6 mit der Fläche F 
III. Ordnung gemein. Da nun keine zwei der Geraden a in einer 
Ebene liegen, so folgt: 

„Keine zwei der Geraden 6 liegen in einer Ebene; je fünf, 
„vier, drei, zwei, eine der Geraden 6 werden von resp. einer, 
„zwei, drei, vier, fünf der Geraden a geschnitten ; die Geraden 
„6 haben demnach dieselbe Lage zu den Geraden a, wie diese 
„zu jenen." 
Wir wollen mit Herrn Schlaf li eine Gruppe von zweimal sechs 
Geraden, welche die gegenseitige Lage der Geraden a und b zu 
einander haben, eine Doppelsechs nennen. Eine Doppel- 
sechs, wie 

«1 «2 «3 «4 a 5 a 6 

h h h h h h 
ist also dadurch gekennzeichnet, dass eine beliebige unter ihren 
zwölf Geraden nur diejenigen fünf von den übrigen eilf schneidet, 
welche mit ihr weder in derselben Horizontal- noch in derselben 
Vertical- Spalte stehen. Wir unterscheiden zwei Hälften an der 
Doppelsechs; im vorliegenden Fall wird die eine Hälfte von den 
Geraden a, die andere von den Geraden b gebildet. 

Wir können leicht zeigen, dass die 27 Geraden der Fläche 
III. Ordnung nicht weniger als 36 solche Doppelsechs mit ein- 
ander bilden; vorher beweisen wir den Satz: 

„Die Gerade bp wird nur von denjenigen Geraden c geschnitten, 
„welche den Index p, besitzen. Zwei Gerade c mit einem ge- 
meinschaftlichen Index fx können nicht in einer Ebene liegen." 
Würde z. B. b x von c 23 geschnitten, so würden die vier Strahlen 
c 23» a 4> a 5? ^ derjenigen Regelschaar angehören, von welcher 6 1? 
&2, 63 drei Leitstrahlen sind; was unmöglich ist. Und wenn z. B. 
c 12 mit c 13 in einer Ebene läge, so müsste diese Ebene auch die 
Geraden c 45 , c 46 , c 56 enthalten, weil dieselben mit c l2 und c 13 
je einen Schnittpunkt gemein haben; die Fläche F III. Ordnung 
hätte somit fünf Gerade mit der Ebene gemein, was ebenfalls 
unmöglich ist. 

Ausser der oben angegebenen Doppelsechs können wir nun 
u. A. die beiden folgenden bilden: 
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c 12 c 13 c 14 c 15 «6 h Uü( j <?I2 ^3 c 31 «4 «5 «6 
c 62 c 63 c 64 c 65 a \ h l h b l h c 56 c 64 c i5 

Die Geraden c, 2 , cj 3 , c l4 , c 15 der ersteren Doppelsechs bilden 
sich in der Ebene 2 ab als vier Gerade, welche den Hauptpunkt 
1 mit vier anderen Hauptpunkten 2, 3, 4, 6 verbinden; und da 
wir jeden Hauptpunkt mit einem anderen vertauschen können, so 
erhalten wir nach Analogie dieser ersteren im Ganzen 15 Doppel- 
sechs. Die Geraden c 12 , c 23 , c 31 der letzteren Doppelsechs ent- 
sprechen den Seiten des Dreiecks 123 von 2; die sechs Haupt- 
punkte bilden mit einander zwanzig Dreiecke, also lassen sich 
nicht weniger als zwanzig Doppelsechs nach dem zweiten Schema 
zusammensetzen. 

„Die 27 Geraden der Fläche III. Ordnung bilden sonach im 
„Ganzen 1 -f- 15 -f- 20 = 36 Doppelsechs, und jede der Geraden 
„kommt in 16 dieser Doppelsechs vor." 
Aus der Betrachtung des Sechsecks von 2, welches zusammen mit 
den sechs Kegelschnitten (p) die Abbildung der 27 Geraden dar- 
stellt, ergiebt sich ausserdem sofort : 

„Je vier Gerade der Fläche -F, von denen keine zwei sich 
„schneiden, bestimmen eine Doppelsechs, zu deren einen Hälfte 
„die vier Geraden gehören." 

Die Fläche III. Ordnung kann keine 28ste Gerade g 
enthalten. Denn wenn eine solche vorhanden ist, so schneidet 
sie jedenfalls keine drei der Hauptstrahlen a, weil diese schon 
von drei der Strahlen b geschnitten werden und keine vier Ge- 
rade der Fläche zu einer und derselben Regelschaar gehören 
können. Ferner wird die Gerade g in der Ebene 2 entweder 
durch eine Gerade oder durch einen Kegelschnitt abgebildet; 
denn diejenigen Ebenen des Bündels S, welche mit den homologen 
Ebenen von S t je einen Punkt der Geraden g gemein haben, 
bilden (pag. 173) einen Ebenenbüschel I. oder II. Ordnung. Dar- 
aus folgt, dass die Abbildung jedes Kegelschnitts von F, welcher 
mit g in einer Ebene liegt, entweder ein Kegelschnitt oder eine 
Gerade sein muss, und durch mindestens vier Hauptpunkte von Z 
hindurchgeht. Die Abbildung kann keiue Gerade sein, weil eine 
solche höchstens zwei Hauptpunkte enthalten kann, auch kann sie 
keiner von den sechs Kegelschnitten (ja) sein, weil diesen die sechs 
Geraden b entsprechen; wäre sie aber ein Kegelschnitt, der nur 
vier Hauptpunkte enthielte, so müsste g mit einer der Geraden c 
identisch sein, weil ihre Abbildung mit der Verbindungslinie der 



Die siebenundz wanzig Geraden der Fläche dritter Ordnung. 203 

beiden letzten Hauptpunkte zusammenfiele. Die Annahme einer 
28 sten Geraden g ist desshalb unhaltbar. Wir können dieses Er- 
gebniss auch wie folgt aussprechen: 

„Die Ebene jedes auf der Fläche III. Ordnung enthaltenen 
„Kegelschnitts geht durch eine der 27 Geraden der Fläche." 
Wir wollen eine beliebige der auf F enthaltenen Doppelsechs 
bezeichnen durch: 

d x d^ d 3 d 4 d 5 d 6 

e i H e 3 H e 5 e s 
und können dann beweisen: 

„Durch fünf Strahlen d x , d^, d^ } d 4 , d 5 , welche der einen 
„Hälfte einer solchen Doppelsechs angehören, sind die 27 Ge- 
nraden der Fläche III. Ordnung und die Fläche selbst völlig 
„bestimmt." 
Von der Geraden e 6 werden die fünf gegebenen Strahlen d, und 
von den übrigen Geraden e werden je vier derselben geschnitten. 
Die Geraden e sind daher construirbar (I. Abth. pag. 140), und 
mit ihrer Hülfe finden wir die Gerade d 6 , welche die ersten fünf 
Geraden e s chneiden muss. Ferner schneiden sich die beiden 
Ebenen d^ev und d^e^ in einer der übrigen fünfzehn Geraden 
/jjlv der Fläche F; denn die Schnittlinie /jjlv hat mit der Fläche 
vier, auf resp. d^ d v , e^, e v liegende Punkte gemein und ist 
desshalb ganz auf der Fläche enthalten. Sobald auf diese Weise 
die 27 Geraden gefunden sind, kann jede ebene Schnittlinie der 
Fläche III. Ordnung mittelst der Punkte construirt werden, in 
welchen die Schnittlinie den 27 Geraden begegnet. 

Um eine Doppelsechs im Baum zu construiren, können wir, 
wie gleichzeitig sich ergiebt, einen Strahl e 6 der einen Hälfte 
willkürlich annehmen und diesen durch fünf beliebige Strahlen d x , 
d<i, d%, d 4 , d 5 , welche der anderen Hälfte angehören sollen, schneiden. 
Nur dürfen von den fünf Strahlen d keine zwei in einer Ebene 
und keine vier in einer Regelfläche liegen. 

Durch die vier Strahlen d 1} d^, d 3 , d 4 und drei beliebige 
Punkte S, Äj, /Sg des Raumes kann nur eine Fläche III. Ordnung 
gelegt werden ; dieselbe wird erzeugt durch die drei Strahlenbündel 
£, & x , S 2l wenn dieselben collinear so auf einander bezogen 
werden, dass in d tl c^, d$, d A je drei homologe Ebenen sich 
schneiden. Gingen nämlich durch d x , d^, dg, d 4 , S, S x , S^ zwei 
Flächen III. Ordnung hindurch, so müssten dieselben auch die 
Geraden e 5 und e$ enthalten, weil diese je vier, auf d x , d^, d^, d^ 
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gelegene Punkte mit den Flächen gemein haben. Von der Ebene 
S &! & 2 würden ferner die Flächen in einer und derselben Curve 
C 3 IH. Ordnung geschnitten; denn die sechs auf d { , d 2 , d%, d 4y 
e 5 , e$ gelegenen Schnittpunkte können mit den drei beliebig 
gegebenen Punkten £, S iy fi^ nur durch eine einzige Curve C 3 
III. Ordnung verbunden werden. Eine beliebige neue Ebene end- 
lich, welche mit C 3 irgend drei Punkte -4, B, C gemein hat, 
müsste die beiden Flächen III. Ordnung ebenfalls in einer und 
derselben Curve CJ III. Ordnung schneiden, welche die Punkte 
A, B, C mit sechs auf dj, a\, d 3 , <Z 4 , e 5 , eg gelegenen Punkten 
verbindet. Denn wenn durch diese neun Punkte mehr als eine 
Curve III. Ordnung hindurchginge, so müssten die letzten sechs 
Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, weil A, B und C auf einer 
und derselben Geraden enthalten sind; dieses ist aber unmöglich, 
weil d {1 d 2 , d 3 , d 4 nicht einer und derselben Regelschaar ange- 
hören. Die beiden Flächen III. Ordnung würden folglich unend- 
lich viele ebene Schnittcurven mit einander gemein haben, was 
unmöglich ist. 

Wählen wir nun die drei Punkte S, Sj, Sj beliebig auf der 
ursprünglich gegebenen Fläche F III. Ordnung, so fällt jene durch 
^i> <hi ^3» ^4 und 8, S l , 82 gelegte Fläche III. Ordnung mit F 
zusammen. Die vier Strahlen d x , c^, d 3 , d 4 erscheinen als Haupt- 
strahlen der Fläche, und folglich auch d 5 und d 6 , weil die sechs 
Hauptstrahlen die eine Hälfte einer Doppelsechs ausmachen und 
weil jede Doppelsechs der Fläche durch vier Strahlen ihrer einen 
Hälfte völlig bestimmt ist. Daraus folgt: 

„Die Fläche F III. Ordnung kann auf 72 verschiedene Arten 
„durch drei collineare Strahlenbündel S, Sj, S2 ei % zeugt werden, 
„deren Mittelpunkte beliebig auf F anzunehmen sind. Man kann 
„nämlich die Bündel so auf einander beziehen, dass in jeder 
„der sechs Geraden d x , ä\ y d$, d 4 , d 5 , d 6 , welche eine Hälfte 
„von einer der 36 Doppelsechs bilden, je drei homologe Ebenen 
„der Bündel sich schneiden, und erhält dadurch eine der 72 
„Erzeugungsarten; den Strahlen d wird hiedurch die Rolle 
„der sechs Hauptstrahlen zugetheilt. Es giebt demnach 72 
„Systeme von Raumcurven III. Ordnung auf der Fläche, oder 
„36 Paare von solchen Curvensystemen ; nämlich je zwei Curven- 
„ Systeme, welche von den beiden Hälften einer Doppelsechs 
„herrühren, haben dieselben gegenseitigen Beziehungen, wie 
„das früher betrachtete erste und zweite Curvensystem." 
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Wählen wir unter den 45 Dreiecken ^\, welche durch die 
27 Geraden der Fläche F III. Ordnung gebildet werden, zwei 
solche, welche keine der 27 Geraden mit einander gemein haben, 
so schneiden sich die Ebenen derselben in einer Geraden k, und 
da diese höchstens drei Punkte mit F gemein hat, so treffen sich 
die Seiten beider Dreiecke paarweise auf ihr in drei Punkten 8. 
Die drei Verbindungs-Ebenen dieser Seitenpaare bilden ein Drei- 
kant T| (oder Steiner'sches Trieder) und schneiden die Fläche F 
in drei neuen Geraden, welche aus dem eben genannten Grunde 
gleichfalls in einer Ebene liegen und ein neues Dreieck /\ bilden. 
Und die Ebene des letzteren bildet mit denjenigen der beiden 
zuerst angenommenen Dreiecke ^ ein zweites Dreikant T, welches 
„zu dem erstereu T x conjugirt" genannt wird. Jedes der 
beiden conjugirten Dreikante wird von den Ebenen 
des anderen in drei von den Dreiecken^ geschnitten. 
Wir können beispielsweise drei Paare von solchen conjugirten 
Dreikanten durch folgende Gruppen von je neun Geraden dar- 
stellen : 

a l h C J2 a \ h c 45 c 14 c 25 c 36 
&3 c 23 °2 *6 c 56 a 5 c 35 c 16 °24 

c 13 a 3 6j c 46 a 6 6 4 c 26 c 34 c 15 . 

Drei Gerade einer jeden Gruppe liegen in einer Ebene, wenn sie 
entweder in derselben Horizontal- oder in derselben Vertical-Spalte 
stehen. Die drei Vertical- Spalten stellen also die Ebenen des 
einen Dreikantes T und die Horizontal-Spalten diejenigen des con- 
jugirten Dreikantes Ti dar. Die vorliegenden drei Paare conju- 
girter Trieder enthalten alle 27 Geraden der Fläche III. Ordnung. 
„Jedes Dreieck /\ kommt in 16 verschiedenen Triedern vor, 
„so dass 16 Triederscheitel in seine Ebene fallen." 
Das Dreieck hat nämlich mit 12 von den übrigen 44 Dreiecken 
je eine Seite gemein, weil durch jede der 27 Geraden fünf Drei- 
ecks-Ebenen hindurchgehen. Es bleiben also 32 Dreiecke übrig, 
von denen jedes mit dem gegebenen ein solches Dreikant bestimmt. 
Weil aber auch die dritte Ebene des Dreikantes durch eines 
dieser 32 Dreiecke hindurchgeht, so kommt das gegebene Dreieck 
nicht in 32, sondern nur in 16 verschiedenen Dreikanten vor. 
Daraus folgt: 

„Die Ebenen der 45 Dreiecke A bilden im Ganzen - * — = 240 

„solche Dreikante oder 120 Paare conjugirter Dreikante T 
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„und T,. Diese Paare ordnen sich zu drei und drei in 40 
„Gruppen, von denen jede Gruppe alle 27 Geraden der Fläche 
„enthält." 

Die Existenz der 27 Geraden und alle die letzteren betreffen- 
den Sätze haben wir unter der Voraussetzung bewiesen, dass die 
Ebene 2, auf welche die Fläche HL Ordnung abgebildet wurde, 
nicht weniger als sechs Hauptpunkte besitze. Wir wollen jetzt 
diese Voraussetzung fallen lassen, und unter der Annahme, dass 
mindestens eine Gerade g auf der Fläche vorkomme, weitere 
Eigenschaften derselben beweisen. 

Die Ebenen des Büschels g schneiden die Fläche F im All- 
gemeinen nicht bloss in g, sondern ausserdem in Kegelschnitten, 
von denen irgend zwei mit a und ß bezeichnet werden mögen. 
Wählen wir nun in F irgend vier Punkte O, P, Q, P, die ausser- 
halb #, a und ß und nicht alle in einer Ebene liegen, so können 
wir dieselben mit a durch eine einzige Fläche IL Ordnung ver- 
binden ; denn O, P, Q, R können mit irgend fünf Punkten von a 
durch eine Fläche IL Ordnung verbunden werden (pag. 133), 
welche dann alle Punkte des Kegelschnitts a enthalten muss. 
Diese Fläche IL Ordnung wird von derjenigen, welche die Punkte 
0, P, Q, R mit ß verbindet, in einer Raumcurve A 4 IV. Ordnung 
geschnitten, und letztere geht durch 0, P, Q und R hindurch. 
Sei nun N derjenige Punkt, in welchem die Fläche F zum dritten 
Male von der Geraden OP geschnitten wird; dann können wir 
den Flächenbüschel II. Ordnung, dessen Flächen in der Raum- 
curve & 4 sich schneiden, prpjectivisch so auf den Ebenenbüscliel g 
beziehen, dass den drei durch a, ß, N gehenden Ebenen des letz- 
teren die drei durch resp. a, ß, N gehenden Flächen des ersteren 
entsprechen. Die beiden Büschel erzeugen eine Fläche F t , welche 
durch & 4 hindurchgeht und mit F die Gerade <jf, die Kegelschnitte 
a und ß so wie die Punkte iV, O, P, Q, R gemein hat. Wir 
können leicht zeigen, dass die Flächen F und F x identisch sind. 
Zunächst ergiebt sich aus der Erzeugungsart der Fläche F t , dass 
dieselbe von jeder Ebene in einer Curve IH. Ordnung geschnitten 
wird (pag. 189). Die Ebene NOPQ schneidet nun die Flächen JPund 
Pj in zwei Curven III. Ordnung, welche ausser den Punkten iV, O, P, Q 
noch fünf Punkte gemein haben, nämlich je zwei Punkte von a und ß *) 



*) Die Kegelschnitte o und ß können offenbar immer so gewählt werden, 
dass sie mit der Ebene PQ je zwei Schnittpunkte gemein haben. 
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und einen Punkt von g\ und da 0, P und Q ganz beliebig auf 
der Fläche F gewählt wurden, so müssen jene beiden Curven C 3 
III. Ordnung zusammenfallen. Ebenso hat die Ebene NOPR 
eine und dieselbe Curve C\ III. Ordnung mit den Flächen F und 
F x gemein. Nehmen wir nun eine dritte Ebene beliebig an, 
welche mit- C 3 und C\ je drei und mit a und ß je zwei Punkte 
gemein hat, so schneidet auch diese die Flächen F und F x in 
einer und derselben Curve III. Ordnung, von welcher eilf Punkte 
bereits bekannt sind. Hieraus aber folgt die Identität der Flächen 
F und F u und zugleich der Satz: 

„Wird durch irgend einen Kegelschnitt a der Fläche F III. Ord- 
nung eine beliebige Fläche II. Ordnung gelegt, so wird F von 
„dieser im Allgemeinen noch in einer Raumcurve & 4 IV. Ord- 
nung geschnitten, durch welche ein Flächenbüschel IL Ord- 
nung hindurchgeht. Von den Flächen dieses Büschels wird 
,,-P in A 4 und in Kegelschnitten getroffen , deren Ebenen sich 
„in einer Geradon g der Fläche F schneiden. Der Flächen- 
„büschel II. Ordnung ist durch -diese Kegelschnitte projectivisch 
„auf den Ebenenbüschel g bezogen, so dass beide mit einander 
„die Fläche III. Ordnung erzeugen. Vier beliebige Punkte 
»0,P, Q,R der Fläche F, welche nicht in einer Ebene liegen, 
„können so oft durch eine solche Raumcurve & 4 IV. Ordnung 
,;mit einander verbunden werden, als Gerade auf der Fläche 
„F vorkommen." 
Wenn in dem Flächenbüschel IL Ordnung irgend eine Fläche vor- 
kommt, die mit der entsprechenden Ebene des Büschels g keinen 
Punkt gemein hat, so enthält die Fläche III. Ordnung nur solche 
Gerade, die von g geschnitten werden. Diese Bemerkung kann 
zum Ausgangspunkte einer Untersuchung derjenigen Flächen 
III. Ordnung gemacht werden, welche weniger als 27 Gerade 
enthalten. 

Die Erzeugung der Fläche F III. Ordnung durch einen 
Flächenbüschel und einen Ebenenbüschel haben wir bereits früher 
(pag. 145) untersucht; wir schliessen aus den damals bewiesenen 
Sätzen : 

„Die sämmtlichen Kegelschnitte von F, deren Ebenen eine 

„Gerade g der Fläche mit einander gemein haben, schneiden 

„diese Gerade in einem involutorischen geraden Gebilde." 

Die Ebene eines solchen Kegelschnittes berührt die Fläche F in 

denjenigen beiden Punkten, welche der Kegelschnitt mit der Ge- 
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raden g gemein hat und welche in g einander zugeordnet sind. 
Wenn der Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt, die mit g ein 
Dreieck /\ bilden, so ist seine Ebene eine dreifach berührende; 
die Fläche III. Ordnung besitzt also höchstens 45 dreifach be- 
rührende Ebenen. 

Seien g, g x , g% die Seiten eines auf F liegenden Dreiecks £, 
und a, a|, a 2 irgend drei Kegelschnitte von F, deren Ebenen 
durch resp. g, g x , g* hindurchgehen und so gewählt sind, dass 
die drei Kegelschnitte paarweise mit einander zwei Punkte gemein 
haben. Verbinden wir dann a mit irgend vier Punkten 0, P, Q, 
Ä, von denen drei auf a, und einer auf ct 2 liegt, durch eine 
Fläche II. Ordnung, so geht dieselbe auch durch o^, weil sie fünf 
Punkte mit 04 gemein hat, und aus demselben Grunde durch a 2 . 
Die Raumcurve & 4 IV. Ordnung, von der vorhin die Rede war, 
zerfällt also bei dieser Wahl der Punkte O, P. Q, R in die beiden 
Kegelschnitte 04 und a 2 , und jeder Kegelschnitt ß der Fläche F % 
welcher mit g in einer Ebene liegt, kann mit a x und ot 2 durch 
eine Fläche IL Ordnung verbunden werden. Ebenso aber kann 
jeder Kegelschnitt ßj von F, dessen Ebene durch g x hindurch- 
geht, mit ß und a 2 durch eine Fläche II. Ordnung verbunden 
werden; oder: 

„Drei beliebige Kegelschnitte von F, deren Ebenen durch die 
„resp. Seiten eines auf F liegenden Dreiecks /^ hindurch- 
gehen, können stets durch eine Fläche IL Ordnung verbunden 
„werden." 
Sehr leicht ist folgende Umkehrung dieses Satzes zu beweisen: 
„Hat eine Fläche IL Ordnung mit der Fläche F III. Ordnung 
„irgend drei Kegelschnitte gemein, so gehen die Ebenen der- 
selben allemal durch die drei Seiten eines Dreiecks /\ von F." 
Zu jedem Dreieck /\ kann ein ganzes System solcher Flächen 
IL Ordnung construirt werden, und diese Flächen schneiden jede 
Dreiecksseite in einem in volu torischen geraden Gebilde, in welchem 
auch die beiden, auf der Seite liegenden Eckpunkte einander zu- 
geordnet sind. Durch eine beliebige unter den Flächen II. Ord- 
nung ist nun entweder ein oder kein Eckpunkt des Dreiecks von 
den beiden anderen getrennt; daraus folgt: 

„Entweder gehen durch eine einzige oder durch jede Seite des 
„Dreiecks /\ zwei Ebenen, von denen jede mit F einen, die 
„Seite berührenden Kegelschnitt gemein hat." 
Ausser der allgemeinen Fläche III. Ordnung, auf deren Unter- 
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suchung wir uns hier beschränken müssen, giebt es noch solche mit 
ein, zwei, drei oder vier sogenannten Knotenpunkten, in denen 
alle auf der Fläche enthaltenen Raumcurven III. Ordnung sich 
schneiden (pag. 181), sowie die geradlinige Fläche III. Ord- 
nung. Die letztere wird erzeugt durch drei collineare Strahlen- 
bündel von solcher Lage, dass irgend drei homologe Strahlen- 
büschel derselben zu einem und demselben geraden Gebilde u 
perspectivische Lage haben. Die Fläche geht zweimal durch die 
Gerade u und wird von jeder Ebene des Büschels u in noch einer 
Geraden geschnitten. Wir werden diese geradlinige Fläche III. Ord- 
nung im Anhange genauer untersuchen. 



Heye, Geometrie der Lage. II. 14 



Anhang. 



Constructions-Aufgaben und Lehrsätze zur ersten 
Abtheilung. *) 



Harmonische Gebilde« 

1. Zu drei Elementen eines einförmigen Grundgebildes das 
vierte harmonische zu construiren (pag. 34 und 38). 

2. Nach dem (unzugänglichen) Schnittpunkte von zwei Ge- 
raden aus einem gegebenen Punkte ihrer Ebene eine dritte Gerade 
zu ziehen (pag. 3 und 36). 

3. Auf der einen von zwei Parallelen ist eine Strecke AB 
gegeben; dieselbe soll halbirt werden ohne Benutzung des Cirkels 
(pag. 38). 

4. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte und beschreibt 
man über der Strecke A C als Durchmesser einen Kreis, von welchem 
S ein beliebiger Punkt ist, so wird derjenige Kreisbogen, welcher 
innerhalb des Winkels BSD liegt, entweder von A oder von C 
halbirt (vergl. pag. 37). 

5. Zwischen den Schenkeln a, b eines Winkels ist eine 
Gerade A B so zu ziehen, dass sie in einem gegebenen Punkte P 
halbirt wird, oder auch so, dass die Strecke PB doppelt so gross 
ist, wie die Strecke PA (pag. 37 unten). 



*) Die Angaben von Seiten beziehen sich auf die erste Abtheilung des 
Buches. 
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Projectivische Verwandtschaft einförmiger Grundgebilde. 

6. Zwei gerade Gebilde w, u t werden perspectivisch auf ein- 
ander bezogen und sodann in schiefe Lage gebracht, also beliebig 
gegen einander verschoben. Es sind die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte zu zeichnen, d. h. der Strahlenbüschel IL Ord- 
nung, welchen u und t/j erzeugen. 

7. Zwei Strahlenbüschel werden perspectivisch auf einander 
bezogen und sodann in schiefe Lage gebracht, z. B. gegen ein- 
ander verdreht; die von ihnen erzeugte Curve IL Ordnung, auf 
welcher je zwei homologe Strahlen der Büschel sich schneiden, ist 
zu zeichnen. 

8. Zwei gerade Gebilde u und u x liegen perspectivisch zu 
einem dritten t^; der von u und u Y erzeugte Strahlenbüschel 
IL Ordnung ist zu zeichnen. 

9. Zwei Strahlenbüschel S und S x liegen perspectivisch zu 
einem dritten aS^; die von S und S { erzeugte Curve II. Ordnung 
ist zu zeichnen. 

10. Von zwei projectivischen geraden Gebilden u und u x sind 
drei Paare einander entsprechender Punkte A und A^ B und B Xl 
C und Cj gegeben; zum beliebigen Punkte D von u den ent- 
sprechenden Punkt 2>! von u x zu bestimmen (pag. 49 und 59), 
sowie den Strahlenbüschel I. oder IL Ordnung zu zeichnen, welchen 
u mit «j erzeugt. Wenn u und u x in derselben Geraden liegen, 
so ist natürlich nur der erste Theil dieser Aufgabe auszuführen. 

11. Die analoge Construction für zwei projectivische Strahlen- 
büschel auszuführen (pag. 59). 

12. Von einer Curve IL Ordnung sind gegeben fünf Punkte, 
oder vier Punkte und die Tangente in einem derselben, oder drei 
Punkte und die Tangenten in zwei derselben; die Curve zu con- 
struiren mittelst projectivischer Strahlenbüschel (pag. 58 — 60). 

13. Von einem Büschel II. Ordnung sind gegeben fünf Strahlen, 
oder vier Strahlen und der Berührungspunkt in einem derselben, 
oder drei Strahlen und die Berührungspunkte in zwei derselben; 
den Büschel zu construiren mittelst projectivischer gerader Ge- 
bilde (pag. 58—60). 

14 Die drei Aufgaben 12. mit Hülfe des PascaPschen Satzes 
zu lösen, und namentlich: 

a. auf beliebigen Geraden, welche durch je einen schon be- 
kannten Curvenpunkt hindurchgehen, jedesmal den zweiten 
Curvenpunkt zu bestimmen; 

14* 
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b. an jedem gegebenen oder bereits construirten Punkte der 
Curve II. Ordnung die Tangente zu zeichnen (pag. 66 
und 67). 

15. Die drei Aufgaben 13. mit Hülfe des Lehrsatzes von 
Brianchon zu lösen, und namentlich: 

a. durch beliebige Punkte, welche auf je einem schon bekann- 
ten Strahle liegen, jedesmal den zweiten Strahl des Büschels 
IL Ordnung zu ziehen; 

b. in jedem gegebenen oder bereits construirten Strahle des 
Büschels den Berührungspunkt zu bestimmen (pag. 66 
und 67). 

Anmerkung. Die Aufgaben 14. und 15. enthalten nicht nur eine grosse 
Zahl besonderer Aufgaben, sondern jede derselben lässt sich ausserdem auf 
verschiedene Arten lösen, indem man die Sätze über das Sechseck in der Curve 
oder im Büschel II. Ordnung oder diejenigen über das Fünfeck, Viereck oder 
Dreieck benutzen kann. Als specielle Fälle der Aufgaben 14. und 15. nennen 
wir folgende drei: 

16. Eine Hyperbel zu construiren, von welcher ausser den 
beiden Asymptoten noch entweder ein Punkt oder eine Tangente 
gegeben ist. 

17. Eine Parabel zu construiren, von welcher gegeben sind 
entweder vier Tangenten, oder drei Tangenten und der Berührungs- 
punkt von einer derselben, oder zwei Tangenten nebst deren Be- 
rührungspunkten. 

18. Eine Hyperbel zu construiren, von welcher die Richtungen 
der beiden Asymptoten und drei Punkte gegeben sind. 

Wie ordnen sich diese drei Aufgaben den Aufgaben 14 und 
15 unter? 

19. Wenn ein gerades Gebilde u und ein Strahlenbüschel S 
in einer Ebene liegen und auf einander projectivisch bezogen sind, 
und man aus jedem Punkte von u auf den entsprechenden Strahl 
von S eine Senkrechte fällt, so umhüllen diese Senkrechten eine 
Parabel, falls sie nicht durch einen und denselben Punkt gehen 
(vergl. pag. 76). Die Parabel wird auch von u berührt. 

20. Von einem Dreieck ASA X sind die Spitze S und der 
Winkel a an derselben gegeben, sowie zwei Gerade u und «i, 
auf welchen die Endpunkte A und A x der Grundlinie liegen 
sollen. Zeichnet man dann das Dreieck in allen möglichen Lagen, 
so umhüllt die Grundlinie AA l eine Curve IL Ordnung, welche 
auch von u und u x berührt wird. (Nach pag. 136 ist S ein Brenn- 
punkt dieser Curve.) 
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21. Die Grundlinie AA X eines veränderlichen Dreiecks APA X 
sei der Grösse nach gegeben und gleite auf einer festen Geraden 
u hin, während die anderen beiden Seiten PA und PA X sich um 
zwei feste Punkte S und Sj drehen; dann beschreibt die Spitze 
P eine Hyperbel, welche auch durch S und ^ hindurchgeht, und 
von welcher die Gerade u eine Asymptote ist. 

22. Drehen sich zwei Winkel a b und a x b x von gegebener 
Grösse in einer Ebene dergestalt um ihre festen Scheitelpunkte 
S und S|, dass der Schnittpunkt aa x von zwei ihrer Schenkel ein 
gerades Gebilde beschreibt, so bewegt sich jeder der übrigen drei 
Schnittpunkte bb x , ab x , a x b ihrer Schenkel auf einer durch S 
und S x gehenden Curve II. Ordnung. 

23. Seien gegeben eine Gerade a und ausserhalb derselben 
ein Punkt P. Fällt man sodann aus P eine Normale auf jede 
durch a gelegte Ebene, so liegen die Fusspunkte aller dieser Nor- 
malen auf einem durch P gehenden Kreise, dessen Ebene senk- 
recht steht auf a und das von P auf a gefällte Perpendikel zum 
Durchmesser hat. — Daraus folgt: 

24. Sind zwei sich schneidende Gerade a und a^ gegeben, 
die nicht zu einander rechtwinklig sind, und construirt man zu 
jeder durch a gelegten Ebene eine durch a x gehende normale 
Ebene, so schneiden sich alle solche Ebenenpaare in den Strahlen 
einer durch a und a x gehenden Kegelfläche IL Ordnung. Jede 
zu a oder a x senkrechte Ebene schneidet die Kegelfläche in einem 
Kreise; jede andere zur Ebene aa x senkrechte Ebene schneidet 
die Kegelfläche in einer Curve IL Ordnung, von welcher eine Axe 
in aa x liegt 

25. Die im letzten Satze genannte Kegelfläche II. Ordnung 
erhält man auch wie folgt mit Hülfe einer Ebene a, welche im 
Punkte aa x auf a x senkrecht steht. Man lasse einen rechten 
Winkel sich so bewegen, dass sein Scheitelpunkt unveränderlich 
im Punkte aa x bleibe, dass seine Ebene stets durch die Gerade 
a hindurchgeht und der eine Schenkel die Ebene <x beschreibt; 
dann muss der zweite Schenkel jene Kegelfläche IL Ordnung be- 
schreiben. 

26. Wenn zwei concentrische Strahlenbüschel, deren Ebenen 
sich unter schiefen Winkeln schneiden, so auf einander bezogen 
werden, dass je zwei einander entsprechende Strahlen auf ein- 
ander senkrecht stehen, so umhüllen die Ebenen dieser Strahlen- 
paare eine Kegelfläche IL Ordnung, welche auch von den Ebenen 
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der beiden Strahlenbüschel berührt wird. — Oder: Wenn ein 
rechter Winkel sich so um seinen festen Scheitel dreht, dass seine 
beiden Schenkel in zwei festen Ebenen sich bewegen, so beschreibt 
seine Ebene einen Ebenenbüschel IL Ordnung, welchem auch die 
beiden festen Ebenen angehören. 

27. Werden aus einem beliebigen Punkte Normalen gefällt 
auf die sämmtlichen Berührungs-Ebenen einer Kegelfläche IL Ord- 
nung, so erfüllen dieselben eine neue Kegelfläche IL Ordnung. 
Nämlich die Berührungs- Ebenen der ersten Kegelfläche werden 
durch zwei projectivische Strahlenbüschel erzeugt, und aus diesen 
können sofort zwei projectivische Ebenenbüschel I. Ordnung abge- 
leitet werden, welche die zweite Kegelfläche erzeugen. 



Pol und Polare; Durchmesser der Curren zweiter Ordnung:. 

28. Zu einer gegebenen Figur die Polarfigur zu zeichnen in 
Bezug auf eine beliebige Curve IL Ordnung, d. h. zu jedem Punkte 
der gegebenen Figur die Polare und zu jeder Geraden den Pol 
zu construiren (pag. 79). Beispiel: ein Dreieck. 

29. An eine gegebene Curve IL Ordnung aus einem belie- 
bigen Punkte Tangenten zu ziehen ohne Benutzung des Cirkels 
(pag. 79). 

30. Bewegen sich zwei veränderliche Tangenten einer Curve 
IL Ordnung so, 



dass die Verbindungslinie ihrer 
Berührungspunkte stets eine 
beliebige zweite Curve IL Ord- 
nung berührt, so beschreibt ihr 
Schnittpunkt eine dritte Curve 
IL Ordnung. 



dass ihr Schnittpunkt eine zweite 
Curve IL Ordnung durchläuft, so 
berührt die Verbindungslinie 
ihrer Berührungspunkte stets 
eine dritte Curve IL Ordnung 
(pag. 83). 



31. Durch lineare Constructionen die Polare eines Punktes 
oder den Pol einer Geraden hinsichtlich einer Curve IL Ordnung 
zu bestimmen, welche durch fünf Bedingungen, z. B. durch fünf 
Punkte oder fünf Tangenten, gegeben ist, aber nicht gezeichnet 
vorliegt. (Vergl. die Aufgaben 14 und 15.) 

32. Sind in einer Ebene zwei Curven IL Ordnung gegeben, 
so hat jeder Punkt A der Ebene in Bezug auf jede dieser Curven 
eine Polare, und man kann ihm denjenigen Punkt A x zuordnen, 
welchen diese Polaren mit einander gemein haben. Die beiden 
Polaren von A x gehen alsdann durch A, und überhaupt sind je 
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zwei einander zugeordnete Punkte A, A x einander conjugirt hin- 
sichtlich jeder der beiden Curven II. Ordnung. Ebenso kann 
man je zwei Strahlen der Ebene einander zuordnen, welche in 
Bezug auf beide Curven II. Ordnung einander conjugirt sind. Ich 
behaupte nun (pag. 83): 



Den Punkten einer beliebigen 
Geraden sind die sämmtlichen 
Punkte einer Curve II. Ordnung 
zugeordnet. Alle solche Curven 
II. Ordnung, welche den Ge- 
raden der Ebene zugeordnet 
sind, haben mindestens einen 
Punkt und höchstens drei Punkte 
{7, F, W mit einander gemein ; 
und die beiden Polaren jedes 
solchen gemeinschaftlichen Punk- 
tes fallen auf einander, so dass 
dem Punkte die sämmtlichen 
Punkte einer Geraden zugeord- 
net sind. 



Den Strahlen eines beliebigen 
Punktes sind die sämmtlichen 
Tangenten einer Curve II. Ord- 
nung zugeordnet. Alle solche 
Curven II. Ordnung, deren Tan- 
genten den Strahlen je eines 
Punktes zugeordnet sind, haben 
mindestens eine Tangente und 
höchstens drei Tangenten t*, v, w 
mit einander gemein; und die 
beiden Pole von jeder solchen 

gemeinschaftlichen Tangente 
fallen zusammen, so dass der 
Taugente die sämmtlichen Strah- 
len eines Punktes zugeordnet sind. 



Sind die gegebenen beiden Curven IL Ordnung einem Viereck 
umschrieben, so schneiden sich in den Punkten £7, F, W die drei 
Paar Gegenseiten dieses Vierecks, und die Strahlen w, v, w sind 
die Seiten des Dreiecks UVW. 

Die hier und in den folgenden drei Nr. betrachteten Ver- 
wandtschaften gehören zu den geometrischen Verwandt- 
schaften des zweiten Grades, welche im 13. Vortrage der 
zweiten Abtheilung eingehend untersucht werden. 

33. Ist in einer Ebene eine Curve k IL Ordnung gegeben, 
so können je zwei Strahlen der Ebene einander zugeordnet werden, 
welche auf einander senkrecht stehen und zugleich einander con- 
jugirt sind hinsichtlich der Curve k. Den sämmtlichen Strahlen 
eines eigentlichen Punktes /S, der auf keiner Axe der Curve liegt 
(pag. 130), sind dann die sämmtlichen Tangenten einer Parabel 
zugeordnet (nach Nr. 19), welche auch von der Polare des Punktes 
S und von den Axen der Curve k berührt wird. Von jeder gemein- 
schaftlichen Tangente der Parabel und der Curve k wird die letztere 
in dem Fusspunkte einer Normalen berührt, die vom Punkte S an 
k gezogen werden kann. Da höchstens vier solche gemeinschaft- 
liche Tangenten existiren (pag. 64), so können von keinem 
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Punkte S mehr als vier Normalen an eine beliebige 
Curve k IL Ordnung gezogen werden. 

34. Wird in einem Strahlenbündel eine Kegelfläche K II. Ord- 
nung und ein bestimmter Strahl u angenommen, so können je 
zwei andere Strahlen a und a± einander zugeordet werden, welche 
mit u in einer Ebene liegen und einander conjugirt sind hinsicht- 
lich der Kegelfläche II. Ordnung. Beschreibt dann a einen Strahlen- 
büschel, so beschreibt gleichzeitig a x eine Kegelfläche IL Ordnung, 
welche mit der gegebenen K jeden in der Polar-Ebene von u und 
in jenem Strahlenbüschel liegenden Strahl von K gemein hat, und 
ausserdem durch u und durch denjenigen Strahl hindurchgeht, 
von welchem die Ebene des Strahlenbüschels die Polar- Ebene * 
ist. (Vergl. pag. 85.) Wie lautet zu diesem Satze der reciproke? 

35. Wird im Strahlenbündel eine Kegelfläche IL Ordnung 
angenommen, so können je zwei Strahlen des Bündels einander 
zugeordnet werden, welche hinsichtlich der Kegelfläche einander 
conjugirt sind und zugleich auf einander senkrecht stehen. Den 
sämmtlichen Strahlen eines Strahlenbüschels sind dann die sämmt- 
lichen Strahlen einer Kegelfläche IL Ordnung zugeordnet (vergl. 
Nr. 24 und 25); diese Kegelfläche enthält auch die Normale und 
den Polarstrahl derjenigen Ebene, in welcher der Strahlenbüschel 
liegt. Alle solche Kegelflächen IL Ordnung schneiden sich in drei 
Strahlen, welche auf einander senkrecht stehen und paarweise ein- 
ander conjugirt sind, so dass jeder dieser drei Strahlen auf der 
Ebene der beiden anderen senkrecht steht und dieselbe zur Polar- 
Ebene hat. Diese drei Strahlen heissen Haupt-Axen der ge- 
gebenen Kegelfläche IL Ordnung. 

36. In einer gegebenen Curve II. Ordnung ist eine Sehne so 
zu ziehen, dass sie in einem gegebenen Punkte P halbirt wird. 

37. Eine Curve IL Ordnung sei gegeben durch fünf Bedin- 
gungen, z. B. durch fünf Punkte, oder durch vier Tangenten und 
den Berührungspunkt von einer derselben u. s. w. Man construire 
beliebig viele Durchmesser und den Mittelpunkt der Curve (mit 
Hülfe von Nr. 14 und 15; vergl. Nr. 31). 

38. Von einer Ellipse oder Hyperbel sind gegeben zwei 
Paar conjugirter Durchmesser und entweder ein Punkt oder eine 
Tangente; beliebig viele Punkte oder Tangenten der Curve zu 
construiren (pag. 89 und 90). 

39. Von einer Curve IL Ordnung sind gegeben zwei Punkte 
resp. Tangenten und ein Paar conjugirter Durchmesser, oder auch 
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drei Punkte resp. Tangenten und der Mittelpunkt; die Curve zu 
construiren (pag. 89). 

40. Eine Parabel zu construiren, wenn von ihr gegeben sind 
drei Punkte resp. Tangenten und die Richtung der Durchmesser 
(pag. 88 unten). 

41. Eine Parabel zu construiren aus zwei Punkten oder Tan- 
genten und der Axe. 

42. Eine Parabel ist gegeben durch vier Tangenten; die Axe 
zu construiren. 

43. Die Hyperbel zu construiren aus den Asymptoten und 
einem Punkte oder einer Tangente (pag. 93 und 95). 

44. Von einer Curve IL Ordnung die Axen zu zeichnen 
(Pag. 92). 

45. Seien S und S x zwei Punkte einer Curve II. Ordnung 
und SSy ein Durchmesser, seien ferner u und u x irgend zwei 
Gerade der Ebene, die zu zwei conjugirten Durchmessern der 
Curve beziehungsweise parallel laufen; projicirt man dann die 
Curve aus S und ^ auf resp. u und u x , so erscheinen u und u L 
als Träger von zwei projectivisch ähnlichen geraden Gebilden, sind 
also proportional getheilt. Hieraus kann eine sehr einfache Con- 
struction der Ellipse oder Hyperbel abgeleitet werden. 

46. Projicirt man die Parabel aus irgend einem ihrer Punkte 
auf einen Durchmesser u und zugleich aus ihrem unendlich fernen 
Punkte auf eine beliebige Gerade t^, so sind die geraden Gebilde 
u und u x projectivisch ähnlich auf einander bezogen. Hieraus 
folgt eine sehr einfache Parabelconstruction. 



Regeischaaren und RegeLflächen. 

47. Die Mittelpunkte aller Kegelflächen II. Ordnung, welche von 
den sechs Seiten eines räumlichen, windschiefen Sechseckes berührt 
werden, erfüllen eine Regelfläche; dieselbe geht durch die drei 
Haupt-Diagonalen des Sechseckes (vergl. pag. 73 unten). 

48. Ein gerades Gebilde u und ein Strahlenbüschel S ) dessen 
Ebene nicht parallel zu u ist, seien projectivisch auf einander 
bezogen. Wird dann durch jeden Punkt von u eine Parallele 
zu dem entsprechenden Strahle von S gezogen, so erhalten wir 
die eine Regelschaar eines hyperbolischen Paraboloides (vergl. 
pag. 76). 

49. Ein gerades Gebilde u und ein Ebenenbüschel u x seien 
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projectivisch, und ihre Träger nicht rechtwinklig zu einander. 
Dann bilden die sämmtlichen Normalen, welche von den Punkten 
des geraden Gebildes u auf die ihnen resp. entsprechenden Ebenen 
des Büschels u Y gefällt werden können, die eine Regelschaar eines 
hyperbolischen Paraboloides (folgt aus Nr. 48). 

50. Werden auf einer Regelfläche in den sämmtlichen Punkten 
eines in ihr liegenden Strahles Normalen errichtet, so bilden die- 
selben eine Regelschaar von einem hyperbolischen Paraboloid 
(folgt aus Nr. 49; vergl. pag. 98 und 99). 

51. Werden durch einen beliebigen Punkt zu den sämmt- 
lichen Strahlen einer Regelschaar Normal-Ebenen gelegt, so bilden 
dieselben einen Ebenenbüschel I. oder IL Ordnung, je nachdem 
die Regelschaar einem hyperbolischen Paraboloid oder einem ein- 
fachen Hyperboloid angehört (pag. 102). 

52. Alle Ebenen, welche durch einen festen Punkt gehen 
und ein gegebenes einfaches Hyperboloid in einer Parabel schneiden, 
umhüllen eine Kegelfläche IL Ordnung, welche dem Asymptoten- 
kegel parallel ist. 

53. Eine Regelfläche zu construiren, von welcher gegeben 
sind zwei Strahlen a, 6, die sich nicht schneiden, und entweder 
drei beliebige, ausserhalb a und 6 liegende Punkte, oder drei be- 
liebige, nicht durch a oder b gehende Berührungs-Ebenen. 



ProjectiYische und inrolutorlsche Elementar-Gebilde. 

54. In einem Elementar -Gebilde IL Ordnung zu drei ge- 
gebenen Elementen das vierte harmonische zu construiren, z. B. 
in einer Curve IL Ordnung zu drei Punkten den vierten har- 
monischen. 

55. Zwei Curven k und k x IL Ordnung, die in derselben 
Ebene liegen, sind projectivisch so auf einander zu beziehen, dass 
den Punkten A> B, C von k (Fig. 17) die resp. Punkte A x , J5,, 
C| von k x entsprechen. Zu einem beliebigen Punkte D vgn k ist 
der entsprechende Punkt D x von k x zu zeichnen. — Construc- 
tion: Man bestimme in resp. k und k x zwei Punkte 5 und T x 
so, dass ST X mit der Verbindungslinie von zwei homologen Curven- 
punkten A und A x zusammenfällt, und prqjicire k aus S und A^ 
aus T x durch zwei (projectivische) Strahlenbüschel. Letztere haben 
perspectivische Lage und erzeugen ein gerades Gebilde «, so dass 
SD und I\ D x auf u sich schneiden. 
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56. Ein Strahlenbüschel I. und ein Büschel II. Ordnung liegen 
in einer Ebene und sind projectivisch auf einander bezogen. Die 
Curve III. Ordnung zu zeichnen, auf welcher die Schnittpunkte 
von je zwei einander entsprechenden Strahlen der Büschel liegen 
(pag. 108 und 109). 

57. Die zu Nr. 56 reciproke Aufgabe betrifft einen Strahlen- 
büschel III. Ordnung, welcher zu zeichnen ist. 

58. Die Curve IV. Ordnung zu zeichnen, welche zwei pro- 
jectivische Strahlenbüschel II. Ordnung mit einander erzeugen 
(pag. 115). 

59. Den Strahlenbüschel IV. Ordnung zu zeichnen, welchen 
zwei projectivische Curven II. Ordnung mit einander erzeugen 
(pag. 115). 

60. Auf einer Curve II. Ordnung liegt der Scheitelpunkt S 
eines Winkels <p von gegebener Grösse, welcher eine Sehne AB 
der Curve einschliesst. Dreht sich alsdann der Winkel um £, so 
beschreibt die Sehne A B einen Strahlenbüschel IL Ordnung (pag. 111 
unten); derselbe artet nur dann aus in einen Büschel I. Ordnung, 
wenn der Winkel <p ein rechter ist (pag. 129). 

61. Einer Curve II. Ordnnng ist ein Dreieck ABP um- 
schrieben, dessen Grundlinie AB von gegebener Länge ist und 
in einer festen Tangente u der Curve liegt. Gleitet diese Grund- 
linie auf u fort, so beschreibt die Spitze P des Dreiecks eine 
neue Curve IL Ordnung (pag. 111). Insbesondere ergiebt sich: 

62. Wenn ein Winkel von gegebener Grösse einer Parabel 
umschrieben ist, und seine beiden Schenkel auf der Parabel hin- 
rollen, so beschreibt sein Scheitelpunkt eine Curve IL Ordnung 
und folglich die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte 
einen Büschel IL Ordnung. Nur der rechte Winkel macht eine 
Ausnahme (Lehrsatz 65). 

63. Seien gegeben eine Kegelfläche IL Ordnung und zwei 
sich nicht schneidende Gerade a, 6, welche entweder zu zwei 
Strahlen der Kegelfläche parallel laufen oder auf zwei Berührungs- 
Ebenen derselben senkrecht stehen. Bewegt sich dann eine dritte 
Gerade so, dass sie stets die Geraden a und b schneidet und 
beständig entweder zu irgend einem Strahle der Kegelfläche parallel 
läuft, oder (im zweiten Falle) zu irgend einer Berührungs-Ebene 
derselben rechtwinklig ist, so beschreibt sie ein einfaches Hyper- 
boloid (pag. 110). 

64. Wird auf einer Tangente eines Kegelschnittes ein invo- 
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lutorisches gerades Gebilde angenommen, und zieht man aus je 
zwei einander zugeordneten Punkten zwei neue Tangenten an den 
Kegelschnitt, so treffen sich diese beiden Tangenten auf einer be- 
stimmten Geraden (pag. 118). Insbesondere folgt: 

65. Die Scheitelpunkte aller rechten Winkel, die einer Parabel 
umschrieben werden können, liegen auf einer Geraden; ebenso 
die Spitzen aller umschriebenen gleichschenkligen Dreiecke, deren 
Grundlinien in einer gegebenen Tangente enthalten sind. 

66. Die Spitzen der sämmtlichen, einer Curve II. Ordnung 
umschriebenen Dreiecke, deren Grundlinien in einer festen Tan- 
gente liegen und durch den Berührungspunkt A derselben halbirt 
werden, liegen (nach Nr. 64) in einer Geraden, nämlich in dem 
durch A gehenden Durchmesser der Curve. Die Geraden, welche 
in jedem Dreiecke die Berührungspunkte der übrigen beiden Seiten 
mit einander verbinden, sind zur Grundlinie parallel. 

67. Von einer Ellipse oder Hyperbel sind zwei Paare conju- 
girter Durchmesser gegeben; zu einem beliebigen fünften Durch- 
messer den conjugirten zu zeichnen (pag. 119, vergl. pag. 122). 

68. Drehen sich zwei Ebenen um zwei feste Gerade w, «j 
so, dass sie beständig zu irgend zwei conjugirten Durchmessern 
eines gegebenen Kegelschnittes parallel laufen, so beschreibt ihre 
Durchschnittslinie eine durch u und u x gehende Kegelfläche IL Ord- 
nung oder Regelfläche, je nachdem u und u x sich schneiden oder 
nicht. 

69. Die sämmtlichen Sehnen eines Kegelschnitts, welche von 
einer beliebig gegebenen Sehne halbirt werden, umhüllen eine 
Parabel (vergl. pag. 76). 

70. Von einem involutorischen geraden Gebilde sind zwei 
Punktenpaare -4, A x und B, B t gegeben; mittelst des vollstän- 
digen Vierecks zu irgend einem fünften Punkte C den zugeord- 
neten C\ zu construiren (pag. 124), und namentlich auch den 
Mittelpunkt des geraden Gebildes zu bestimmen, welcher dem 
unendlich fernen Punkte zugeordnet ist. 

71. Werden durch einen Punkt Parallelen gezogen zu den 
drei Paar Gegenseiten eines vollständigen Vierecks, so erhält man 
drei Paar zugeordnete Strahlen eines involutorischen Strahlen- 
büschels (pag. 123). 

72. Wenn also zwei Paar Gegenseiten eines vollständigen 
Vierecks auf einander senkrecht stehen, so sind auch die letzten 
beiden Gegenseiten auf einander senkrecht (pag. 129). Oder: 
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die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte, 
dem sogenannten Höhenpunkt des Dreiecks. 

73. Sämmtliche Curven IL Ordnung, welche durch die Eck- 
punkte und den Höhenpunkt eines beliebigen Dreiecks hindurch- 
gehen, sind gleichseitige Hyperbeln; d. h. die unendlich fernen 
Punkte einer jeden solchen Curve liegen in zwei zu einander senk- 
rechten Richtungen (pag. 124, vergl. Nr. 72). 

74. Einem beliebigen Viereck lässt sich (nach Nr. 73) stets 
eine gleichseitige Hyperbel umschreiben; dieselbe geht durch die 
Höhenpunkte der vier von den Eckpunkten gebildeten Dreiecke. 

75. Zieht man in einer Curve IL Ordnung durch den Mittel- 
punkt M einer Sehne zwei beliebig« Secanten, so bestimmen diese 
auf der Curve ein vollständiges Viereck; die übrigen zwei Paar 
Gegenseiten schneiden die Sehne in zwei Punktenpaaren, für 
welche M ebenfalls der Mittelpunkt ist (als Ordnungspunkt eines 
auf der Sehne liegenden involutorischen Gebildes). 



Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung. 

76. Von einer Parabel den Brennpunkt F zu construiren: 

a. Der Brennpunkt F liegt auf jeder Senkrechten, welche man 
auf einer beliebigen Tangente in ihrem Schnittpunkte mit 
der Scheiteltangente errichtet. 

b. Der Brennpunkt halbirt das Stück der Axe, welches zwischen 
zwei conjugirten und zu einander rechtwinkligen Strahlen 
liegt, z. B. zwischen einer Tangente und der Normalen im 
Berührungspunkt. 

c. Jede Parabeltangente bildet mit einem Durchmesser den- 
selben Winkel, wie mit der Verbindungslinie des Berührungs- 
und des Brennpunktes. 

77. Von einer Ellipse oder Hyperbel die beiden Brennpunkte 
zu construiren: 

a. als Ordnungspunkte eines in der Hauptaxe liegenden in- 
volutorischen Gebildes (pag. 130 und 131); 

b. mittelst des Kreises, welcher aus dem Mittelpunkte der 
Curve zwischen den Scheitelpunkten der Hauptaxe be- 
schrieben wird. Errichtet man in den Punkten, welche 
dieser Kreis mit irgend einer Tangente der Curve gemein 
hat, Senkrechte auf der Tangente, so schneiden diese die 
Hauptaxe in den beiden Brennpunkten (pag. 134); 
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c. mittelst der Scheiteltangenten der Hauptaxe. Dieselben 
begrenzen auf jeder dritten Tangente eine Strecke PQ, 
welche aus den beiden Brennpunkten durch zwei rechte 
Winkel projicirt wird (pag. 135); 

d. mit Hülfe des Satzes, dass die Summe resp. Differenz der bei- 
den Brennstrahlen eines Curvenpunktes constant ist (p. 134); 

e. indem man einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck, dessen 
Hypotenuse in der Nebenaxe liegt und dessen Catheten 
von zwei conjugirten Strahlen gebildet werden, einen Kreis 
umschreibt. Derselbe schneidet (pag. 131) die Hauptaxe 
in den beiden Brennpunkten. 

78. Eine Curve IL Ordnung zu construiren aus einem Brenn- 
punkte, der zugeordneten Directrix und einem Punkte oder auch 
einer Tangente (pag. 132 und 133). 

79. Eine Curve II. Ordnung zu construiren aus einem Brenn- 
punkte, und entweder drei Tangenten oder zwei Tangenten und 
dem Berührungspunkte von einer derselben (pag. 136). In beiden 
Fällen sofort den zweiten Brennpunkt zu zeichnen (pag. 132). 

80. Eine Curve II. Ordnung zu construiren aus beiden Brenn- 
punkten und einem Punkte resp. einer Tangente (pag. 134 und 135). 

81. Wenn eine Ellipse und eine Hyperbel confocal sind, d. h. 
dieselben Brennpunkte besitzen, so schneiden sie einander in 
ihren vier gemeinschaftlichen Punkten unter rechten Winkeln 
(pag. 132); d. h. jede Tangente der einen Curve in einem gemein- 
schaftlichen Punkte ist zugleich Normale der anderen Curve. 

82. Sind von einer Curve IL Ordnung nur zwei Punkte -4, B 
und ein Brennpunkt F gegeben, so liegt (pag. 134) der andere 
Brennpunkt jFj auf einem der beiden Kegelschnitte, von welchen A 
und B die Brennpunkte sind und die einander in F rechtwinklig 
schneiden. Denn weil AF+ BF gegeben ist, so muss AF X + BF t 
eine constante Grösse sein. 

83. Eine Curve IL Ordnung zu construiren aus einem Brenn- 
punkte, dem Mittelpunkt und einem Punkte resp. einer Tangente 
(Aufgabe 80). 

84. Eine Ellipse aus der Länge ihrer Axen zu construiren: 

a. auf Grund des Lehrsatzes 45; 

b. mittelst der vier Tangenten in den Scheitelpunkten (Aufg. 
12 und 13); 

c. mit Benutzung der Brennpunkte, die aus den Axenlängen 
zu construiren sind. 
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85. Eine Parabel zu construiren, wenn gegeben sind der 
Brennpunkt und die Directrix (pag. 133), oder der Brennpunkt, 
die Axe und ein Punkt resp. eine Tangente. 

86. Wenn zwei beliebige Tangenten a, b einer Parabel irgend 
eine dritte schneiden und die Schnittpunkte mit dem Brennpunkte 
verbunden werden, so bilden (nach pag. 136, weil auch die unend- 
lich ferne Gerade eine Tangente ist) die Verbindungslinien die- 
selben Winkel mit einander, wie die Tangenten a und 6. Der 
Winkel dieser beiden Tangenten ist folglich halb so gross wie 
derjenige, welchen die beiden Berührungspunkte am Brennpunkt 
bestimmen (vergl. pag. 135). 

87. Jeder Kreis, welcher einem Tangentendreieck einer Pa- 
rabel umschrieben ist, geht durch den Brennpunkt der Parabel 
(folgt aus Nr. 86 und einem bekannten Satze über das Kreis- 
viereck). 

88. Die Brennpunkte aller Parabeln, welche einem Dreieck 
eingeschrieben werden können, liegen auf dem, jenem Dreieck 
umschriebenen Kreise (zufolge Nr. 87). Wie findet man hiernach 
den Brennpunkt einer Parabel, von welcher vier Tangenten ge- 
geben sind? 



Aufgaben zweiten Grades 

sind im vierzehnten Vortrage sehr zahlreich gegeben. Wir fügen 
noch folgende hinzu: 



89. Einer Curve IL Ordnung soll 
ein einfaches neck eingeschrieben 
werden, dessen Seiten der Reihe 
nach durch n gegebene, nicht auf 
der Curve Hegende Punkte hin- 
durchgehen. 



Einer Curve II. Ordnung soll ein 
einfaches neck umschrieben wer- 
den, dessen Eckpunkte der 
Reihe nach auf n ge^febenen, 
die Curve nicht berührenden 
Geraden liegen. 
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Constructions- Aufgaben und Lehrsätze zur zweiten 

Abtheilung. *) 



Collineare und reciproke Verwandtschaft. 

90. Von zwei collinearen oder zwei reciproken ebenen Systemen 
sind zwei einander entsprechende Vierecke gegeben. Zu einem 
beliebigen Punkte des einen Systemes den entsprechenden Punkt 
resp. Strahl des anderen zu construiren, und ebenso zu einem 
beliebigen Strahle des einen Systemes den entsprechenden Strahl 
resp. Punkt des anderen (pag. 5 bis 7). 

91. Von zwei collinearen Systemen, die perspectivisch in 
derselben Ebene liegen (pag. 16), sind gegeben das Centrum und 
die Axe der Collineation, sowie zwei einander entsprechende Punkte 
oder Strahlen. Zu einer beliebigen Curve des einen Systemes soll 
die entsprechende Curve des anderen construirt werden, und 
ausserdem zu der unendlich fernen Geraden des zweiten Systemes 
die entsprechende Gerade des ersten. 

92. Wenn zwei collineare ebene Systeme ein gerades Gebilde 
u entsprechend gemein haben und das eine derselben um die Ge- 
rade u gedreht wird, so beschreibt der Punkt, in welchem die 
Verbindungslinien homologer Punkte der Systeme sich schneiden, 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt in dem anderen System liegt und 
einem unendlich fernen Punkte des ersten beweglichen Systemes 
entspricht, und dessen Ebene auf u senkrecht steht. 

93. Sind zwei collineare ebene Systeme nicht affin, so ent- 
spricht? der unendlich fernen Geraden des einen allemal eine 
eigentliche Gerade (die sogenannte Gegenaxe) des anderen 
Systemes. Die beiden Parallelstrahlenbüschel, welchen diese Gegen- 
axen angehören, entsprechen einander; dagegen entsprechen zwei 
beliebigen anderen Parallelen a, b des einen Systems 2 stets zwei 
nicht parallele Gerade a t , b Y des anderen 2g, weil a x und &i in 
einem eigentlichen Punkte der Gegenaxe von Ij sich schneiden 
müssen. Folglich existiren in H x nur zwei zu der Gegenaxe par- 



*) Die Angaben von Seiten beziehen sich auf die zweite Abtheilung des 
Buches. 
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rallele Gerade u x und v x von der Beschaffenheit, dass auf ihnen 
durch a x und b } Strecken von derselben Grösse begrenzt werden, 
wie auf den entsprechenden Geraden u und v durch die Parallelen 
a und &; oder das System ^ enthält nur zwei gerade Gebilde « t 
und v x , welche den ihnen entsprechenden geraden Gebilden 
u und v von 2 gleich sind. Die Geraden u x und v x haben gleichen 
Abstand von der Gegenaxe des Systemes 2, ; ebenso halbirt die 
Gegenaxe von 2 den Abstand der parallelen Geraden u und v. 
Werden die collinearen Systeme in eine solche Lage gebracht, 
dass die geraden Gebilde u und u x (oder v und i^) auf einander 
fallen, und alle ihre Punkte entsprechend gemein haben, so liegen 
dieselben perspectivisch. Also: Zwei collineare ebene Systeme 
können im Allgemeinen auf zweifache Art in perspec- 
tivische Lage gebracht werden. In 2 können auf diesem 
Wege sofort zwei Strahlenbüschel ermittelt werden, welche den 
entsprechenden Büscheln von 2j gleich sind. 

94. Auf zwei beliebigen Curven IL Ordnung sind je drei Punkte 
A, J5, C und A x , J5 f , 6\ gegeben. Man soll die Curven in eine 
solche Lage zu einander bringen, dass sie durch eine Kegelfläche 
II. Ordnung mit einander verbunden werden können; und zwar soll 
diese Fläche die drei Geraden AA X , BB X und CC X enthalten. 
Zu dem Ende beziehe man (pag. 9) zwei ebene Systeme collinear 
so auf einander, dass die beiden Curven und die resp. Punkte 
-4, B, C und A x . B { , C x einander entsprechen, und verfahre so- 
dann nach den Angaben des Satzes 93. 

95. Wird ein Gegenstand mit einer durchsichtigen Flüssig- 
keit, etwa mit Wasser, überdeckt, so erscheint er wegen der 
Brechung des Lichtes anders als in freier Luft. Weil aber jede 
gerade Linie auch unter der Flüssigkeit als gerade Linie erscheint, 
und parallele Gerade allemal als parallele sich darstellen, so er- 
scheint der Gegenstand so, als wäre er in einen ihm collinearen, 
oder genauer gesagt affinen (pag. 51) verwandelt. Ebenso er- 
scheinen einem Fische alle über dem Wasser befindlichen Gegen- 
stände affin verwandelt, z. B. eine Kugel als EUipsoid, ein Würfel 
als schiefes Parallelepipedon. 

96. Wenn zwei reciproke ebene Systeme 2 und 2 X solche 
Lage haben, dass ein gerades Gebilde u von 2 perspectivisch ist 
zu dem ihm entsprechenden Strahlenbüschel von Zj, so liegt das- 
selbe gerade Gebilde, wenn es zu 2, gerechnet wird, auch zu dem 
entsprechenden Strahlenbüschel von 2 perspectivisch. Wenn also 

Heye, Geometrie der Lage. IL 15 
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die Systeme nicht in derselben Ebene liegen, so geht jede Ebene, 
welche einen Punkt des einen Systemes mit der entsprechenden 
Geraden des anderen verbindet, durch den Mittelpunkt von einem 
jener beiden zu u perspectivischen Strahlenbüschel, und die beiden 
Systeme erzeugen somit zwei Strahlenbündel. 

97. Wenn zwei reciproke Systeme 2 und 2 f in derselben 
Ebene liegen und zwar so, dass irgend ein gerades Gebilde u von 
2 perspectivische Lage hat zu dem entsprechenden Strahlenbüschel 
U x von 2i, so liegt im Allgemeinen noch ein zweites gerades Ge- 
bilde v von 2 perspectivisch zu dem entsprechenden Strahlen- 
büschel V x von 2 f . Rechnen wir alsdann dieselben geraden Ge- 
bilde u und v zu dem zweiten Systeme 2, , so entsprechen ihnen 
im ersten Systeme 2 die resp. Strahlenbüschel V x und L\ , und 
zwar liegt u zu V x und v zu U x perspectivisch. Der Punkt uv 
ist auf der Geraden U x V x enthalten , und entspricht derselben in 
doppelter Weise. Diese besondere Lage von zwei reciproken Systemen 
kann benutzt werden, um auf einfache Art zu einem beliebigen 
Gebilde des ersten Systemes, z. B. zu einer Curve, das reciproke 
Gebilde im anderen Systeme zu construiren. — In besonderen 
Fällen können die Geraden u und v und zugleich die Punkte U x 
und V x sich vereinigen; alsdann entspricht jedem Punkte von u 
ein Strahl von U x in doppelter Weise. 

98. Sind zwei ebene Curven reciprok, so entspricht jeder 
Wendetangente der einen allemal eine Spitze (ein Rückkehrpunkt) 
der anderen Curve. Beweis? — Die grösste Anzahl von Wende- 
punkten, welche eine Curve wter Ordnung besitzen kann, ist also 
gleich der grössten Anzahl von Rückkehrpunkten einer Curve 
»ter Classe. 

99. Zu den Aufgaben 90 und 91 sind analoge Aufgaben für 
collineare oder reciproke räumliche Systeme aufzustellen und zu 
lösen (pag. 21 u. 25). 

• 100. Sind zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2 f nicht 
affin, so entspricht der unendlich fernen Ebene des einen allemal 
eine eigentliche Ebene (die sogenannte Gegen-Ebene) des ande- 
ren Systemes. Zwei homologe ebene Systeme von 2 und 2 t sind 
nur dann affin (pag. 43), wenn ihre Ebenen zu den resp. Gegen- 
Ebenen von 2 und 2 X parallel laufen ; ebenso entspricht einem ge- 
raden Gebilde u von 2 nur dann ein projectivisch ähnliches 
gerades Gebilde u x von 2| , wenn u zu der Gegen-Ebene von 2 
parallel läuft und also auch u x zu derjenigen von 2 X . Den 
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8ämmtlichen Geraden, welche auf der Gegen-Ebene von 2 senkrecht 
stehen, entsprechen in 2| die sämmtlichen Strahlen eines Bündels, 
dessen Mittelpunkt auf der Gegen-Ebene von 1\ liegt. Die räum- 
lichen Systeme enthalten daher nur zwei einander entsprechende 
Gerade n und n T , von denen jede auf der Gegen-Ebene ihres 
Systemes senkrecht steht. Einem Rotations-Cylinder von 2, welcher 
die Gerade n zur Axe hat, entspricht in 2, eine eigentliche Kegel- 
fläche IL Ordnung, welche n x zur Hauptaxe hat, und welche mit der 
Cylinderfläche eine Schnittcurve erzeugt, wenn die Geraden n und 
W| auf einander gelegt werden. Jedem geraden Gebilde v x von 
2 f , dessen Träger einen Punkt jener Schnittcurve enthält und die 
Axe n x rechtwinklig schneidet, entspricht dann in 2 ein pro- 
jectivisch gleiches gerades Gebilde v; ebenso jedem geraden 
Gebilde, dessen Träger zu v x parallel läuft und von der Gegen- 
Ebene des Systemes 2 f denselben Abstand hat wie v x . Hieraus 
erkennt man, dass zwei affine ebene Systeme nicht immer gerade 
Gebilde enthalten, die einander entsprechen und dabei projec- 
tivisch gleich sind. 
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101. Zwei Strahlenbündel sind reciprok auf einander be- 
zogen; es sind die Punkte zu bestimmen, welche die von ihnen 
erzeugte Fläche II. Ordnung mit einer beliebig gegebenen Geraden 
oder Ebene gemein hat. Diese Aufgabe gehört zu denjenigen des 
zweiten Grades (I. Abth. pag. 139); ebenso die folgende: 

102. Zu untersuchen, ob zwei gegebene reciproke Strahlen- 
bündel ein Ellipsoid, ein Paraboloid, ein Hyperboloid oder eine 
Kegelfläche II. Ordnung erzeugen. 

103. Eine Gerade g und ein Punkt G x bewegen sich mit 
einander in zwei festen Ebenen 2 und 2i, und zwar so, dass sie 
beständig aus einem ausserhalb der Ebenen gegebenen Punkte 8 
unter rechten Winkeln gesehen werden (also Sg auf SG X senkrecht 
steht). Die Verbindungs-Ebene g G x umhüllt alsdann eine Fläche 
IL* Ordnung (pag. 26 und 37). 

104. Sind ein Strahlenbündel S und ein ebenes System 21 
reciprok auf einander bezogen, und legt man durch jede Gerade 
von 2 eine Ebene parallel zu dem entsprechenden Strahle von S 
und durch jeden Punkt von 2 eine Ebene parallel zu der ent- 

15» 
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sprechenden Ebene von £, so umhüllen alle diese Ebenen ein 
Paraboloid, welches auch von 2 berührt wird. 

105. Sind ein Strahlenbündel S und ein ebenes System 2 col- 
linear auf einander bezogen, und legt man durch jeden Punkt 
oder Strahl von 2 eine Ebene senkrecht zu der entsprechenden 
Geraden oder Ebene von S, so umhüllen alle diese Ebenen (wie 
in 104) ein Paraboloid, welches auch von 2 berührt wird. 

106. Die Berührungspunkte aller Tangenten zu bestimmen, 
welche aus einem beliebigen Punkte an eine gegebene Fläche 
IL Ordnung gezogen werden können (pag. 34; vergl. Aufg. 29). 

107. Durch eine beliebige Gerade an eine gegebene Fläche 
II. Ordnung Berührungs-Ebenen zu legen. 

108. Auf einer Fläche II. Ordnung ist ein Kegelschnitt 
gegeben; den Schnittpunkt derjenigen Ebenen zu bestimmen, 
welche in den Punkten dieses Kegelschnittes die Fläche IL Ord- 
nung berühren. 

109. Die sämmtlichen Normalen einer Fläche II. Ordnung, 
welche auf der letzteren in den Punkten einer Curve II. Ordnung 
senkrecht stehen, sind parallel zu den Strahlen einer Kegelfläche 
II. Ordnung (Lehrsatz 27). Welche Ausnahme erleidet der Satz, 
wenn die Ebene der Fusspunkten- Curve eine Durchmesser-Ebene 
der Fläche IL Ordnung ist? 

110. Sind gegeben eine Fläche F IL Ordnung und irgend 
ein fester Punkt £7, so können je zwei Punkte des Raumes ein- 
ander zugeordnet werden, welche hinsichtlich der Fläche F ein- 
ander conjugirt sind und deren Verbindungslinie durch U geht 
Dann sind den sämmtlichen Punkten einer beliebigen Ebene <p, 
welche nicht durch U geht, die sämmtlichen Punkte einer Fläche 
Fi IL Ordnung zugeordnet. Und zwar enthält F x den Punkt U 
und den Pol der Ebene <p, und hat mit der Fläche F nur die- 
jenigen Punkte gemein, welche auf der Ebene <p oder auf der 
Polar-Ebene von U enthalten sind (vergl. I. Abth. pag. 85). Rückt 
<p ins Unendliche, so ergiebt sich: 

111. Die Halbirungspunkte aller Sehnen, welche aus einem 
beliebigen Punkte U an eine Fläche F IL Ordnung gezogen werden 
können, liegen auf einer Fläche Fi IL Ordnung. Dieselbe gellt 
durch U und durch den Mittelpunkt der Fläche F, und hat mit 
F alle ihre unendlich fernen Punkte gemein, sowie die Berührungs- 
punkte aller Tangenten, die von U an F gezogen werden können. 
Auf der Fläche F x liegen auch die Mittelpunkte aller Curven 
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IL Ordnung, in welchen die Fläche F von den durch U gehenden 
Ebenen geschnitten wird. 

112. Wie lautet zu Nr. 110 der reciproke Satz? 

113. Eine Fläche IL Ordnung durch eine Ebene so zu 
schneiden, dass der entstehende Kegelschnitt einen gegebenen Punkt 
zum Mittelpunkt hat. 

114. Die Ebenen aller Kegelschnitte, welche auf einer ge- 
gebenen Fläche IL Ordnung liegen und deren Mittelpunkte auf 
einer gegebenen Geraden enthalten sind, umhüllen einen paraboli- 
schen Cylinder (vergl. Lehrs. 69). Welche Ausnahmen erleidet 
dieser Satz? 

115. In einem polaren Strahlenbündel S einen Strahlenbüschel so 
zu bestimmen, dass je zwei einander conjugirte Strahlen desselben auf 
einander senkrecht stehen. — Der Bündel enthält drei sogenannte 
Hauptaxen a b c, d. h. drei Strahlen, welche paarweise einander con- 
jugirt und auf einander rechtwinklig sind (Beweis s. pag. 42; vergl. 
Lehrs. 35). Und wenn je zwei Strahlen des Bündels einander zuge- 
ordnet werden, welche einander conjugirt und zugleich auf einander 
senkrecht sind, so sind den sämmtlichen Strahlen einer Ebene 
die sämmtlichen Strahlen einer durch a, b und c gehenden Kegel- 
fläche IL Ordnung zugeordnet. Nur wenn die Ebene eine der 
drei Hauptaxen enthält, ist ihr wiederum eine Ebene zugeordnet, 
welche durch dieselbe Hauptaxe hindurchgeht. Construiren wir 
so zu jeder Ebene einer Hauptaxe die zugeordnete Ebene, so er- 
halten wir einen involutorischen Ebenenbüschel; und jede Ord- 
nungs-Ebene dieses Büschels enthält einen Strahlenbüschel von 
der verlangten Beschaffenheit. 

Von den genannten drei involutorischen Ebenenbüscheln a, 6, c 
besitzt nur ein einziger zwei Ordnungs- Ebenen, so dass die Auf- 
gabe nicht sechs, sondern nur zwei Lösungen hat. Seien nämlich 
ausser den drei Hauptaxen a, 6, c noch irgend zwei einander zu- 
geordnete Strahlen s, s x gegeben, so liegen dieselben, weil sie zu 
einander rechtwinklig sind, nicht in einem und demselben von 
den körperlichen Winkelräumen, welche durch die Ebenen a6 , ac 
und bc gebildet werden; sie trennen desshalb eine dieser drei 
Ebenen, etwa bc von jeder der beiden übrigen, während die letzteren 
(ab und ac) nicht von einander getrennt sind durch * und *|. Da 
nun in jedem der drei Ebenenbüschel a, &, c die beiden nach s 
und *| und ausserdem die beiden nach den übrigen zwei Hauptr 
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axen gehenden Ebenen einander zugeordnet sind, so hat nur der 
Ebenenbüschel a zwei Ordnungs-Ebenen (I. Abth. pag. 119). 

Die Aufgabe hat somit stets zwei Lösungen. Die Ebenen der 
gesuchten zwei Strahlenbüschel schneiden sich in einer Hauptaxe 
a des Bündels und bilden mit den anderen beiden Hauptaxen 6 
und c gleiche Winkel, weil sie dieselben harmonisch trennen. Die 
beiden Ebenen fallen zusammen, wenn der polare Strahlenbündel 
mehr als drei Hauptaxen hat, 'oder seine Ordnungsfläche ein 
Rotationskegel ist. Im rechtwinkligen Strahlenbündel genügt jede 
Ebene der Aufgabe. 

116. Auf einer gegebenen Fläche IL Ordnung ist ein Kegel- 
schnitt so zu construiren, dass derselbe einen beliebig angenommenen 
Punkt S zum Brennpunkt hat. Damit die Aufgabe ausführbar sei, 
darf S nicht auf der Fläche liegen. In dem ebenen Polarsystem, 
dessen Ordnungscurve der gesuchte Kegelschnitt ist, müssen je zwei 
conjugirte Strahlen des Büschels £ auf einander rechtwinklig sein. 
Da nun S in dem durch die Fläche II. Ordnung bestimmten räum- 
lichen Polarsystem der Mittelpunkt eines polaren Strahlenbündels 
ist, so construiren wir die Ebene des gesuchten Kegelschnittes 
wie in der vorhergehenden Aufgabe und erhalten so im Allgemeinen 
zwei Lösungen. 

Ist die .gegebene Fläche IL Ordnung eine Kegelfläche, so 
können wir die Aufgabe wie folgt lösen. Wir verbinden den Punkt 
S mit dem Mittelpunkte der Kegelfläche durch eine Gerade u; 
dann sind die Ebenen des Büschels u paarweise einander conjugirt 
hinsichtlich der Fläche. Die Ebene e des gesuchten Kegelschnittes 
muss durch S gehen und den involutorischen Ebenenbüschel u in 
einem rechtwinkligen Strahlenbüschel schneiden. Solcher Schnitt- 
Ebenen e giebt es keine oder zwei, je nachdem der Ebenenbüschel 
u Ordnungs-Ebenen besitzt oder nicht, je nachdem also der Punkt 
S ausserhalb oder innerhalb der Kegelfläche liegt. Die beiden 
Ebenen e sind im letzteren Falle leicht zu construiren, wenn be- 
rücksichtigt wird, dass sie auf einer der beiden einander con- 
jugirten und zugleich zu einander rechtwinkligen Ebenen des 
Büschels u senkrecht stehen müssen. Sie liegen symmetrisch zu 
der Geraden u, und fallen zusammen, wenn der Ebenenbüschel u 
ein rechtwinkliger ist. 

117. Eine Fläche IL Ordnung, die einen Mittelpunkt besitzt, 
wird von zwei Büscheln paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten. 
Die Kreis-Ebenen sind nämlich parallel zu denjenigen beiden 
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Durchmesser-Ebenen der Fläche, in welchen je zwei conjugirte 
Durchmesser auf einander .senkrecht stehen (Aufg. 115). Der 
gleiche Satz lässt sich auch für das elliptische Paraboloid beweisen. 
Die Rotationsflächen II. Ordnung besitzen nur eine Schaar von 
Kreisen, und deren Ebenen sind senkrecht zur Rotationsaxe. 

118. Zwei collineare Strahlenbündel S und S| sollen in per- 
spectivische Lage gebracht werden. — Zwei perspectische Bündel 
erzeugen ein ebenes System, und diejenigen beiden Strahlenbüschel 
der Bündel, durch welche das unendlich ferne gerade Gebilde des 
Systemes erzeugt wird, sind offenbar projectivisch gleich. Wir 
suchen demnach zunächst in den gegebenen Bündeln S und S x 
zwei einander entsprechende Strahlenbüschel, welche projectivisch 
gleich sind. 

Zu dem Ende ordnen wir im Bündel S jedem Strahle die zu 
ihm senkrechte Ebene zu, betrachten also S als einen rechtwink- 
ligen polaren Strahlenbündel. Dadurch wird zugleich im Bündel 
S } jedem Strahle eine Ebene zugeordnet, so dass auch S y ein 
polarer Strahlenbündel wird. In diesem suchen wir (nach Nr. 115) 
diejenigen beiden Strahlenbüschel, in denen je zwei einander con- 
jugirte Strahlen auf einander senkrecht stehen. Seien a 1? a\ zwei 
solche Strahlen von einem dieser Büschel, und 6 1? b\ die Halbi- 
rungslinien der von a t und a\ gebildeten rechten Winkel; dann 
entsprechen den vier harmonischen Strahlen a t 6j a\ b\ von S x 
vier harmonische Strahlen «, 6, a\ b 4 von £, und weil a zu a' 
und b zu b' senkrecht sein muss, so halbiren 6 und b' die Winkel 
zwischen a und a'. Daraus folgt, dass die homologen Strahlen- 
büschel S (aba'b') und S x (a l b i a\ b\) der collinearen Bündel 
projectivisch gleich sind, indem sie so auf einander gelegt werden 
können, dass die vier Strahlen a, 6, a', b' mit ihren resp. ent- 
sprechenden a, b x a\ b\ zusammenfallen. Bei dieser Lage der 
beiden Strahlenbüschel sind die Bündel S und S l concentrisch 
perspectivisch und haben auch noch einen Ebenenbüschel ent- 
sprechend gemein (pag. 16). Verschieben wir die Bündel so gegen 
einander, dass sie nicht aufhören, den Ebenenbüschel entsprechend 
gemein zu haben, so kommen sie in die gewöhnliche perspec- 
tivische Lage und sind Scheine eines ebenen Systemes. Die Auf- 
gabe kann also auf zweifache Art gelöst werden. 

119. In einem polaren Strahlenbündel giebt es zwei sogenannte 
Focalstrahlen f und f|. Jeder derselben ist die Axe eines Ebenen- 
büschels, in welchem je zwei einander conjugirte Ebenen zu einander 
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rechtwinklig sind. Um sie zu construiren, suchen wir zunächst 
die drei Symmetrie-Ebenen a, ß, y des Bündels, welche die drei 
Hauptaxen mit einander verbinden. Sei a die Hauptaxe ßy, welche 
die Ebene a zur Polare hat; sei ferner * ein beliebiger in ex 
liegender Strahl des Bündels und o eine durch s gehende Ebene. 
Dann giebt es eine zu o conjugirte und zugleich auf o senkrechte 
Ebene o ( , welche von a in einem Strahle s t geschnitten werden 
möge. Und jede Ebene von * ist der zu ihr normalen Ebene von 
«i conjugirt, weil zu den drei Ebenen a, sa und a von 8 die resp. 
drei conjugirten Ebenen 8 X a , a und 0| von s x senkrecht stehen. 

Eine zweite Symmetrie-Ebene ß des Bündels wird von den 
projectivischen Ebenenbüscheln 8 und *, in zwei project. Strahlen- 
büscheln geschnitten, welche involutorische Lage haben, indem je 
zwei einander zugeordnete Strahlen derselben in der gleichen Be- 
ziehung zu einander stehen, wie 8 und s x . Entweder nun enthält 
der involutorische Büschel ß zwei Ordnungsstrahlen / und/i oder 
es giebt im Bündel zwei Gerade / und f Y , aus welchen jener 
Büschel durch zwei rechtwinklige Ebenenbüschel projicirt wird; 
und in jedem Falle sind / und f x die gesuchten Focalstrahlen. — 
Mehr als zwei Focalstrahlen kann ein polarer Strahlenbündel, 
welcher kein rechtwinkliger igt, nicht haben, wie aus dem Vorher- 
gehenden und daraus leicht zu erkennen ist, dass die Verbin- 
dungs-Ebene von je zwei Focalstrahlen eine Symmetrie-Ebene des 
Bündels sein muss. Hat der Strahlenbündel mehr als drei Haupt- 
axen, so fallen die beiden Focalstrahlen mit der Rotations- Axe 
zusammen. 

Besitzt der polare Strahlenbündel eine Ordnungsfläche, so 
liegen die Focalstrahlen innerhalb dieser Kegelfläche II. Ordnung. 
Jede Ebene, welche zu einem Focalstrahle senkrecht steht, schneidet 
die Kegelfläche in einer Curve IL Ordnung, von welcher ein Brenn- 
punkt in dem Focalstrahle liegt. 

120. Je zwei zu einander senkrechte Ebenen, welche hin- 
sichtlich einer Kegelfläche IL Ordnung einander conjugirt sind, 
werden durch die beiden Focalstrahlen der Kegelfläche harmonisch 
von einander getrennt (Nr. 119). Desshalb bildet jede Berührungs- 
Ebene der Kegelfläche gleiche Winkel mit denjenigen beiden Ebenen, 
welche den Berührungsstrahl mit den beiden Focalstrahlen ver- 
binden. Wird die Schnittlinie von zwei Berührungs- Ebenen 
der Kegelfläche verbunden mit den Focalstrahlen, so bildet die 
eine Verbindungs-Ebene mit der einen Berührungs -Ebene den- 
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selben Winkel, wie die andere mit der anderen. Zwei projec- 
tivische, concentrische Strahlenbüschel ,i durch welche die Be- 
rührungs- Ebenen einer Kegelfläche II. Ordnung erzeugt werden, 
werden aus jedem Focalstrahl der Fläche durch zwei gleiche, ein- 
stimmig projectivische Ebenenbüschel projicirt. Ueberhaupt spielen 
die Focalstrahlen bei den Kegelflächen II. Ordnung ganz dieselbe 
Rolle, wie die Brennpunkte bei den Curven IL Ordnung. 

121. Liegt der Mittelpunkt S eines polaren Strahlenbündels 
avf einer Fläche F IL Ordnung, so geht die Verbindvngs - Ebene 
solcher drei Punkte A, h, C von F, welcher aus dem Punkte S durch 
drei einander conjvgirte Strahlen des polaren Bündels projicirt 
werden, durch einen festen Punkt *). Nämlich zu einem gegebenen 
Strahle SA können unendlich viele Strahlenpaare SB und SC 
construirt werden, welche in dem polaren Bündel nicht nur dem 
Strahle SA, sondern auch einander conjugirt sind. Diese Strahlen- 
paare liegen in der Polar-Ebene von SA und bilden einen involu- 
torischen Strahlenbüschel; sie schneiden die Fläche F in je zwei 
einander zugeordneten Punkten B, C eines involutorischen Kegel- 
schnittes , und folglich gehen die Verbindungslinien B C durch 
einen und denselben Punkt A x und die Ebenen ABC durch 
eine Gerade AA X . Halten wir irgend einen zu SÄ conjugirten 
Strahl SB fest und ändern sodann die Lage der Punkte A und 
C, so dreht sich die Ebene ABC um eine Gerade BB l , die 
ebenso gefunden werden kann wie vorhin AÄ X ; und diese Gerade 
BB X liegt mit AA X in der anfänglich angenommenen Ebene ABC, 
wird also von AA X geschnitten. Nun wird aber jede solche 
Gerade AA X oder BB X auch von demjenigen Strahle t des Bün- 
dels S geschnitten, dessen Polar-Ebene die Fläche F im Punkte 
S berührt. Denn halten wir z. B. A fest und nehmen wir den 
Punkt B in der Ebene A t an , so fallt S C in jene Berührungs- 
Ebene hinein und der Punkt C vereinigt sich mit S; die Ebene 
AB C, i n welcher auch AÄ X liegt, fällt also mit Ät zusammen, 
oder AA X und t liegen in einer Ebene. Seien n un A und A 4 
zwei ganz beliebige Punkte der Fläche F, und sei SB derjenige 
Strahl des polaren Bündels S, welcher die Ebene SÄA' zur Polare 
hat; sei ferner A* A\ die zu AA X und BB X analoge Gerade des 
Punktes A'. Dann müssen AA X und A 1 A\ jede der Geraden 



*) Der hier folgende Beweis dieses Stein er 'sehen Satzes ist von Herrn 
Schröter (in dem Journal für Mathematik Bd. 64 pag. 70) gegeben worden. 
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BB X und t schneiden; und da die letzteren in einer Ebene liegen, 
welche im Allgemeinen nicht durch die beliebig gewählten 
Punkte A und Ä hindurchgeht, so müssen AA X und A 4 A\ den 
Schnittpunkt von B B l und t mit einander gemein haben. Die 
Ebene ABC geht also stets durch einen bestimmten auf t liegen- 
den Punkt, der seine Lage nicht ändert, wenn auch der anfäng- 
lich gewählte Punkt A mit irgend einem anderen Punkte A* der 
Fläche IL Ordnung vertauscht wird. — Wie lautet der reciproke 
Satz? 

122. Ist S irgend ein Punkt einer Fläche F IL Ordnung, so 
geht die Verbindungs- Ebene solcher drei Punkte von F, welche 
aus S durch drei zu einander rechtwinklige Gerade projicirt 
werden, durch einen festen Punkt. Derselbe liegt auf der in S 
errichteten Normalen der Fläche F (Lehrs. 121). 

123. Die sämmtlichen Punkte, in denen je drei Berührungs- 
Ebenen eines Paraboloides sich rechtwinklig schneiden, liegen in 
einer Ebene (folgt aus dem zu Nr. 121 reciproken Satze). 

124. Durch die Echpunlcte von irgend zwei Polardreiecken 
ABC und A' B' O eines ebenen Polarsystemes kann allemal ein 
Kegelschnitt gelegt werden. Denn verbinden wir die fünf Punkte 
A, B } C, A 4 B* mit einem beliebigen, ausserhalb der Ebene AB C 
gelegenen Punkte S durch eine Fläche IL Ordnung, und ist C^ 
der Punkt, in welchem diese Fläche zum zweiten M ale von S O 
geschnitten wird, so haben (Lehrs. 121) die Ebenen ABC und 
A 4 B' C' 4 ausser der Geraden A* B 4 noch denjenigen Punkt des 
Polarsystems mit einander gemein, dessen Polare aus dem Punkte 
S durch eine Berührungs-Ebene der Fläche IL Ordnung projicirt 
wird. Wählt man also diese Fläche so, dass ihre Berührungs- 
Ebene im Punkte S nicht durch O hindurchgeht, so fallen die 
Ebenen ABC und A 4 B 1 O 4 zusammen und C" ist identisch mit 
C', so dass die Fläche IL Ordnung beiden Polardreiecken um- 
schrieben ist. 

125. Zu beweisen, dass zwei Polardreiecken eines ebenen 
Polarsystems allemal ein Kegelschnitt eingeschrieben werden kann. 

126. Denkt man sich im Räume irgend zwei rechtwinklige 
Coordinaten-Systeme mit einem und demselben Anfangspunkte, so 
liegen die sechs Coordinatenaxen allemal in irgend einer Kegel- 
fläche IL Ordnung (Lehrs. 124), und die sechs Coordinaten-Ebenen 
berühren irgend eine Kegelfläche IL Ordnung (Lehrs. 125). 
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Raumcurven dritter Ordnung und geometrische Verwandtschaften 
zweiten Grades. 

127. Ein veränderliches windschiefes Viereck bewege sich so, 
dass seine vier Seiten a, a Jf c^, 03 sich um die resp. festen Punkte 
S, /S], £2, £3 drehen, und dass drei Eckpunkte aa x , a x a^ und 
a 2 «3 in den resp. festen Ebenen 8|, 62, e 3 fortgleiten. Dann be- 
schreibt der vierte Eckpunkt aa$ eine durch S und £3 gehende 
Kaumcurve III. Ordnung (pag. 69 und 70), die drei ersten Eck- 
punkte aber beschreiben drei Kegelschnitte, und alle vier Curven 
gehen durch den Schnittpunkt der drei Ebenen 6|, 62, 63. Der 
Satz erleidet Ausnahmen, wenn die vier Punkte S, S|, >S^, S$ 
in einer Ebene liegen , oder wenn die drei Ebenen ei , e 2 , e 3 in 
einer Geraden sich schneiden. Wie lautet der analoge Satz für 
ein -veränderliches neck im Räume? 

128. Drei beliebige Ebenenbüschel u, u Xl u 2 seien so auf 
einander bezogen, dass jede Ebene von u auf den entsprechenden 
beiden Ebenen von u x und u 2 senkrecht steht. Dann liegen die 
Schnittpunkte von je drei homologen Ebenen der Büschel auf 
einer Raumcurve III. Ordnung, von welcher die Axen w, u x , u 2 drei 
Secanten sind (pag. 75). Welche Ausnahme tritt ein, wenn die 
Axe u mit der Richtung der Axe u x (oder u 2 ) einen rechten 
Winkel bildet? 

129. Ein gerades Gebilde u und ein Ebenenbüschel u x sind 
projectivisch auf einander bezogen, und ihre Träger sind nicht zu 
einander rechtwinklig. Fällt man dann aus jedem Punkte von u 
eine Senkrechte auf die entsprechende Ebene von u x , so liegen 
die Fusspunkte aller dieser Senkrechten auf einer Raumcurve 
III. Ordnung, von welcher die Geraden u und Wj zwei Secanten 
sind (pag. 76; vergl. Lehrs. 49). Eine unendlich ferne, uneigent- 
liche Secante der Raumcurve lässt sich leicht angeben ; die Curve 
ist daher eine räumliche Ellipse. 

130. Wenn die beiden Schenkel eines veränderlichen Winkels 
an je zwei festen aber sich nicht schneidenden Geraden hingleiten 
und zugleich 



seine Ebene um eine feste Ge- 
rade sich dreht, so beschreibt 
sein Scheitelpunkt eine Raum- 
curve III. Ordnung, von welcher 



sein Scheitelpunkt auf einer 
festen Geraden sich bewegt, so 
beschreibt seine Ebene einen 
Ebenenbüschel III. Ordnung, von 



236 Aufgaben und Lehrsätze zur zweiten Abtheilung. 



die fünf gegebenen Geraden 
Secanten sind (pag. 74). 



welchem die fünf gegebenen Ge- 
raden Axen sind. 



Nur darf die fünfte feste Gerade keine der vier ersten schneiden. 

131. Auf einer gegebenen Regelfläche R soll eine Raum- 
curve HL Ordnung construirt werden, welche durch drei auf R 
angenommene Punkte A, B, C hindurchgellt und eine ausserhalb 
der Fläche liegende Gerade g zur Secante hat. — Man beziehe den 
Ebenenbüschel g auf eine der beiden Regeischaaren von R pro- 
jectivisch so, dass in -4, B und C drei Ebenen des Büschels von 
den entsprechenden Strahlen der Regelschaar geschnitten werden. 
Dann erzeugt der Ebenenbüschel mit der Regelschaar die ver- 
langte Raumcurve III. Ordnung (pag. 76). Die Aufgabe hat zwei 
Lösungen, weil jede der beiden Regeischaaren benutzt werden 
kann. Die Raumcurve geht auch durch jeden Punkt, welchen g 
mit R gemein hat, so dass sich ergiebt: 

132. Auf einer Regelfläche R können nur zwei Raumcurven 
III. Ordnung construirt werden, welche durch fünf beliebig auf R 
gegebene Punkte hindurchgehen. Jede Regelschaar von R besteht aus 
Secanten der einen Raumcurve III. Ordnung, während ihre Strahlen 
mit der anderen Curve nur je einen Punkt gemein haben. Welche 
Ausnahmen erleidet der Satz, wenn von den gegebenen fünf 
Punkten irgend zwei oder drei auf einem und demselben Strahle 
von R enthalten sind? 

133. Zwei Raumcurven III. Ordnung, welche die Strahlen einer 
Regelschaar zu gemeinschaftlichen Secanten haben (also auch auf einer 
und derselben Regelfläche liegen), können höchstens vier gemein- 
schaftliche Punkte besitzen ohne zusammen zu fallen (folgt aus 
Nr. 132). Wir schliessen daraus: 

134. Wenn vier projectivische Ebenenbüschel I. Ordnung be- 
liebig im Räume liegen, so giebt es im Allgemeinen höchstens 
vier Punkte, in denen je vier einander entsprechende Ebenen der 
Büschel sich schneiden. 

135. Auf Grund der Sätze 128 und 133 ist zu beweisen, 
dass höchstens vier Punkte existiren, aus welchen drei beliebig 
im Räume gegebene Gerade u, «i, u 2 durch drei zu einander 
senkrechte Ebenen projicirt werden. Liegen die Geraden in einer 
Ebene, so giebt es entweder zwei oder keine solche Punkte. 

136. Wenn zwei collineare, nicht concentrische Strahlenbündel 
S und S l eine Ebene a, nicht aber den Strahl ÄÄ| entsprechend 
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gemein haben, so erfüllen die sämmtlichen Punkte, in welchen je 
zwei homologe Strahlen der Bündel sich schneiden, eine in a 
liegende, durch S und ^ gehende Curve IL Ordnung und eine 
Gerade g f welche von a in einem Punkte dieser Curve geschnitten 
wird. 

137. Wenn zwei collineare, nicht concentrische Strahlen- 
bündel S, S| die Gerade SS X , nicht aber jede durch SS X gehende 
Ebene entsprechend gemein haben, so giebt es ausserhalb Sfy 
entweder keinen Punkt, in welchem zwei homologe Strahlen der 
Bündel sich schneiden, oder alle derartigen Punkte erfüllen eine 
oder zwei Gerade, die von S^ in verschiedenen Punkten ge- 
schnitten werden. 

138. Die Raumcurve III. Ordnung, welche von zwei colline- 
aren Strahlenbündeln 5 und /Sj erzeugt wird, kann ausnahms- 
weise (Nr. 136 und 137) in eine durch S und ^ gehende Curve 
II. Ordnung und eine Gerade zerfallen, welche mit der Curve 

II. Ordnung einen Schnittpunkt gemein hat, oder auch in die Ge- 
rade £&i und eine oder zwei sie schneidende Gerade; sie kann 
sich auch auf die Gerade SS X reduciren. Zu den Strahlen (oder 
Secanten), in welchen je zwei homologe Ebenen der Bündel sich 
schneiden, gehört aber auch in diesen besonderen Fällen jede 
Gerade, welche zwei Punkte der Linie III. Ordnung mit einander 
verbindet. 

139. Mittelst collinearer Strahlenbündel eine Raumcurve 

III. Ordnung zu construiren, von welcher gegeben sind: a. zwei 
Punkte und vier Secanten, oder b. drei Punkte und drei Secanten, 
oder c. fünf Punkte und eine Secante. 

140. Als Schnitt von zwei Kegelflächen IL Ordnung eine 
Raumcurve III. Ordnung zu construiren, von welcher gegeben 
sind: a. sechs Punkte, oder b. fünf Punkte und die Tangente 
von einem derselben, c. vier Punkte und die Tangenten von zwei 
derselben, d. drei Punkte und deren Tangenten, e. drei Punkte 
und die Tangenten und Schmiegungs-Ebenen von zwei derselben. 

141. Als Erzeugniss von drei projecti vischen Ebenenbüscheln 
I. Ordnung eine Raumcurve III. Ordnung zu construiren, von 
welcher gegeben sind: a. drei Punkte und drei Secanten, oder 
b. drei Punkte, die Tangente und Schmiegungs-Ebene von einem 
derselben und zwei Secanten. 

142. Bei besonderer gegenseitiger Lage der gegebenen Stücke 
bieten die letzten drei Aufgaben (139 bis 141) Ausnahmen dar 
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oder werden unbestimmt. Sind z. B. von einer Raumcurve III. Ord- 
nung zwei Punkte und vier Secanten gegeben, so artet die Curve 
aus, wenn eine der vier Secanten die drei übrigen oder auch die 
Verbindungslinie der beiden Punkte schneidet; die Curve wird 
entweder unmöglich oder unbestimmt, wenn durch einen der beiden 
gegebenen Punkte eine Gerade gelegt werden kann, welche drei 
von den vier Secanten schneidet. Für jeden Fall der Aufgaben 
139 bis 141 sind die Ausnahmen anzugeben. 

143. Zu den Aufgaben 139 bis 141 sind die reciproken Auf- 
gaben für Ebenenbüschel III. Ordnung aufzustellen und zu lösen. 

144. Eine Raumcurve III. Ordnung wird aus jedem ausser- 
halb gelegenen Punkte P durch eine Kegelfläche III. Ordnung 
projicirt, welche einen eigentlichen oder uneigentlichen Doppel- 
strahl besitzt, nämlich die durch P gehende Secante. Die Tan- 
genten der Raumcurve bilden eine Fläche IV. Ordnung (pag. 99); 
folglich ist jene Kegelfläche von der vierten Classe. Jede durch 
P gehende Schmiegungs-Ebene der Raumcurve ist für die Kegel- 
fläche III. Ordnung eine sogenannte Wende-Tangentenebene. 
Es giebt deren mindestens eine und höchstens drei, und im letz- 
teren Falle liegen die zugehörigen drei Wendestrahlen der 
Kegelfläche III. Ordnung in einer Ebene (pag. 84). Liegt der 
Punkt P auf einer Tangente der Raumcurve III. Ordnung, so hat 
die Kegelfläche einen Rückkehrstrahl in dieser Tangente. 

145. Nachzuweisen, dass die Sätze 32 bis 35 sich auf be- 
sondere Fälle der geometrischen Verwandtschaft zweiten Grades 
beziehen (pag. 102 unten). Die dort betrachteten geometrisch 
verwandten Strahlenbündel oder ebenen Systeme haben involu- 
torische Lage. 

146. Wenn zwei reciproke Systeme in derselben Ebene, aber 
nicht involutorisch liegen, so entsprechen jedem Punkte P der 
Ebene zwei Gerade, deren Schnittpunkt P x dem Punkte P zugeord- 
net werden möge. Beschreibt aldann P eine Gerade, so beschreibt 
der zugeordnete Punkt P x im Allgemeinen eine Curve II. Ord- 
nung. Zwischen den Punktsystemen P und P x besteht eine geo- 
metrische Verwandtschaft zweiten Grades und sie liegen involu- 
torisch. Zu beweisen, dass die sämmtlichen Verbindungslinien 
PP X von je zwei einander zugeordneten Punkten in einem Haupt- 
punkte sich schneiden und sich selbst zugeordnet sind. 

147. Ordnet man in der Ebene eines Kreises je zwei Punkte 
P, P x einander zu, die hinsichtlich des Kreises einander couju- 
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girt sind und mit dem Mittelpunkte C in einer Geraden liegen, 
so erhält man eine involutorische Verwandtschaft zweiten Grades, 
welche unter dem Namen des Principes der reciproken 
Radien häufig angewendet wird. Da P und P x durch den Kreis 
harmonisch getrennt sind, so ist das Produkt der Strecken PC 
und P x C gleich dem Quadrate des Kreisradius (I. Abth. pag. 40). 
Zu den Punkten P, Q, Ä, . . . eiuer beliebigen Geraden g findet 
man die zugeordneten Punkte P t , Q|, E x . . ., indem man aus 
dem Pole G von g Senkrechte fällt auf die resp. Geraden CP^ 
G'Q, CR, . . .; der Geraden g ist also ein Kreis zugeordnet, welcher 
die Gerade C G zum Durchmesser hat. Je zwei Gerade / und g 
der Ebene schneiden sich unter demselben Winkel, wie die ihnen 
zugeordneten Kreise <p und y. Denn die Tangenten an <p und 7 
im Punkte C sind parallel zu resp. / und <7, weil die beiden durch 
C gehenden Durchmesser der Kreise auch auf resp. / und g senk- 
recht stehen. Durch das Princip der reciproken Radien wird 
also die Ebene auf sich selbst abgebildet, so dass die kleinsten 
Theile von je zwei einander zugeordneten Figuren einander ähn- 
lich sind. Der Mittelpunkt C ist der einzige Hauptpunkt der 
Ebene; die zugehörige Hauptlinie liegt unendlich fern. Statt des 
Kreises kann man allgemeiner ein ebenes Polarsystem annehmen, 
dessen Durchmesserbüschel Cein rechtwinkliger ist; das constante 
Produkt PC . P X G braucht dann nicht nothwendig positiv zu 
werden. Zu einer analogen Verwandtschaft für den unendlichen 
Raum führt die Kugelfläche. 

148. Soll zwischen zwei ebenen Systemen 2 und 2 t eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades aufgestellt werden, 
so können nicht nur irgend zwei eigentliche Dreiecke derselben 
als Hauptdreiecke einander zugeordnet werden (d.h. die resp. 
Eckpunkte derselben als Hauptpunkte), sondern es kann noch zu 
irgend einem Punkte A von 2 der entsprechende A x von 1 X 
willkürlich gewählt werden. Dadurch ist aber jedem Punkte P 
von 2 der entsprechende Punkt P x von l x zugewiesen (pag. 102 
oder 104 unten). 

149. Umschreibt man einem Dreiecke die sämmtlichen Kegel- 
schnitte, welche entweder eine gegebene Gerade berühren oder 
eine Gurve II. Ordnung, die durch zwei Eckpunkte des Dreiecks geht, 
oder auch eine Curve III. Ordnung, welche durch zwei Punkte des 
Dreiecks geht und den dritten zum Doppelpunkt hat, oder endlich 
eine Curve IV. Ordnung, welche jeden Eckpunkt des Drei- 
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ecks zum Doppelpunkt hat: so werden je zwei dieser Kegel- 
schnitte von den übrigen projectivisch geschnitten. Wird nämlich 
die Ebene der Kegelschnitte auf ein anderes ebenes System geo- 
metrisch bezogen, so dass die drei Hauptpunkte der Ebene mit 
den Eckpunkten des Dreiecks zusammenfallen, so entsprechen jenen 
Kegelschnitten die sämmtlichen Tangenten einer Curve II. Ordnung. 

150. Wenn von fünf, einem Dreieck UVW umschriebenen 
Kegelschnitten vier gegeben sind, und der fünfte der Bedingung 
genügen soll, dass die vier ersten ihn in noch vier harmonischen 
Punkten schneiden, so berührt er im Allgemeinen beständig eine 
gewisse Curve IV. Ordnung, welche auch die vier ersten Kegel- 
schnitte berührt und die Eckpunkte des Dreiecks U V W zu Doppel- 
punkten hat (zufolge Nr. 149). 

151. Besteht zwischen zwei ebenen Systemen 2 und 2j eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades, so können diejenigen 
Geraden von 2, welchen in 2 X eine Ellipse entspricht, leicht von 
den übrigen unterschieden werden, welchen eine Parabel oder eine 
Hyperbel entspricht. Man suche in 2 denjenigen Kegelschnitt a, 
welcher der unendlich fernen Geraden #| von 2 t entspricht; einer 
beliebigen Geraden g von 2 entspricht alsdann in 2 t eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem g mit o keinen Punkt, einen 
Punkt oder zwei Punkte gemein hat. 

152. Jeder Curve II. Ordnung, welche dem Hauptdreieck 
eines ebenen Systemes 2 eingeschrieben ist, entspricht in dem 
geometrisch verwandten Systeme 2i eine Curve IV. Ordnung, 
welche die drei Hauptpunkte von 2 t zu Rückkehrpunkten (oder 
Spitzen) hat. Die Tangenten an diesen drei Rückkehrpunkten 
schneiden sich in einem Punkte; denn welche drei Geraden ent- 
sprechen ihnen in 2? 

153. Wenn eine ebene Curve wter Ordnung mit einem Kegel- 
schnitt im Allgemeinen und höchstens 2n Punkte gemein hat, so 
lässt sich hieraus mit Leichtigkeit der Satz beweisen : Jeder Curve 
n ter Ordnung eines ebenen Systemes 2 entspricht in einem geometrisch 
verwandten Systeme 2i eine Curve 2nter Ordnung. Geht jedoch 
die erste Curve ein oder mehrmals durch einen Hauptpunkt von 
2, so enthält die zweite ebenso oft die entsprechende Hauptlinie 
von 2i, und zerfällt demnach in diese Hauptlinie und eine Curve 
niedrigerer Ordnung. 

154. Wenn zwei geometrisch verwandte Ebenen die sämmt- 
lichen Punkte ihrer Schnittlinie entsprechend gemein haben, so 
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liegen auf der letzteren zwei einander zugeordnete Hauptpunkte 
der Ebenen (pag. 104). Die sämmtlichen Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte werden alsdann von denjenigen beiden Ge- 
raden geschnitten, welche die übrigen beiden Paare zugeordneter 
Hauptpunkte mit einander verbinden. Diesen besonderen Fall der 
geometrischen Verwandtschaft hat Steiner (System. Entwicke- 
lung etc. pag. 251 — 295) mit gewohnter Meisterschaft eingehend 
untersucht. 



Strahlensystem erster Ordnung und erster Glasse. 

155. Die Gesammtheit L aller Leitstrahlen eines geschaart- 
involutorischen Systemes soll ein Strahlensystem genannt wer- 
den, oder genauer ein Strahlensystem I. Ordnung und erster 
C lasse. Von anderen Strahlensystemen, z. B. von dem Secanten- 
system einer Raumcurve III. Ordnung, unterscheidet es sich da- 
durch, dass durch einen beliebigen Punkt des Baumes nur ein 
Strahl desselben hindurchgeht und in einer beliebigen Ebene auch 
nur ein Strahl enthalten ist. Eine Ausnahme machen nur die 
Punkte und Ebenen der beiden Involutionsaxen, wenn solche vor- 
handen sind, weil jeder Strahl, welcher beide Axen schneidet, zu 
dem Strahlensystem gehört. Wir wollen diese Involutionsaxen 
kurzweg die Axen des Strahlensystemes nennen; durch sie ist das 
Strahlensystem völlig bestimmt. 

156. Ist 2 eine beliebige Ebene des Raumes, s der in ihr ent- 
haltene Strahl des Strahlensystemes L, und S ein beliebiger Punkt 
dieses Strahles s; dann wird durch das Strahlensystem L das ebene 
System 2 reciprok auf den Strahlenbündel S bezogen. Jedem 
Punkte P von 2 entspricht nämlich diejenige Ebene von Ä, welche 
den durch P gehenden Strahl des Systemes L projicirt; zugleich 
aber entspricht jeder Geraden g von 2 ein Strahl von 8. Denn die 
Strahlen des Systemes Z, welche von g geschnitten werden, bilden 
eine Regelschaar (pag. 114); und weil zu dieser auch der Strahl s 
gehört, so wird sie aus S durch einen Ebenenbüschel projicirt, 
dessen Axe ein Leitstrahl der Schaar ist und der Geraden g von 
2 entspricht. Wenn g eine der Axen des Strahlensystemes schnei- 
det, so muss der entsprechende Strahl des Bündels S die andere 
Axe schneiden, und die Strahlen von L, welche von g getroffen 
werden, bilden dann einen Strahlenbüschel I. Ordnung. 

Reyep Geometrie der Lage. II. ]ß 
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157. Das Strahlensystem L wird (Nr. 156) von je zwei Ebenen, 
welclie irgend einen Strahl s des Systemes mit einander gemein 
haben, in zwei collinearen ebenen Systemen geschnitten ; es wird aus 
je zwei Punkten, welche auf einem seiner Strahlen liegen, durch 
zwei collineare Strahlenbündel projicirt. 

158. Zwischen zwei ebenen Systemen 2 und 2i , welche zwei 
verschiedene Strahlen 8 und 8| des Systemes L enthalten, wird durch 
dieses Strahlensystem eine geometrische Verwandtschaft zweiten Gra- 
des hergestellt. Projiciren wir nämlich das Strahlensystem aus 
zwei beliebigen Punkten des Strahles s durch zwei Strahlenbiindel, 
so schneiden diese die Ebene 2! in zwei zu 2 reciproken ebenen 
Systemen (Nr. 156), durch welche ebenfalls die geometrische Ver- 
wandtschaft zwischen 2 und 2j hergestellt wird (pag. 102). Die 
Strahlen s und s Y sind Hauptstrahlen von resp. 2 und 2j ; sie 
werden von resp. 2i und 2 in zwei einander zugeordneten Haupte 
punkten geschnitten. Wenn das Strahlensystem zwei Axen besitzt, 
so liegen auf jeder derselben zwei einander zugeordnete Haupt- 
punkte von 2 und 2 t . 

159. Das Strahlensystem L ist bestimmt durch vier seiner 
Strahlen, wenn von diesen weder drei sich gegenseitig schneiden, noch 
zwei in einer Ebene liegen, auf welcher auch die übrigen beiden 
sich schneiden, noch endlich alle vier zu einer und derselben Regel- 
schaar gehören. Wenn nämlich zwei von den vier Strahlen sich 
schneiden, so muss ihre Ebene durch die eine Axe des Systemes 
gehen und ihr Schnittpunkt auf der anderen liegen (pag. 114); 
diese Axen können also construirt werden, weil jede derselben auch 
die übrigen beiden Strahlen schneiden muss. Wenn aber keine 
zwei von den vier Strahlen in einer Ebene liegen, so beziehe man 
zwei ebene Systeme, welche durch einen s dieser vier Strahlen 
gehen, collinear auf einander, sodass sie den Strahl s entsprechend 
gemein haben und von jedem der übrigen drei Strahlen in zwei 
homologen Punkten geschnitten werden. Diese collinearen Syteme 
erzeugen dann das Strahlensystem L mit einander (Nr. 157). 

160. Wenn ein Punkt P einen beliebigen Kegelschnitt <p 
durchläuft, so beschreibt im Allgemeinen der durch P gehende 
Strahl des Systemes L eine geradlinige Fläche F* IV. Ordnung. 
Nämlich % F* hat mit einer beliebigen Geraden g höchstens vier 
Punkte gemein, weil alle Strahlen des Systemes, welche von g ge- 
troffen werden, auf einer Regelfläche liegen, und letztere mit dem 
Kegelschnitt <p höchstens vier Punkte gemein hat. Die Fläche F* 
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geht durch denjenigen Strahl s des Systemes, welcher mit <p in 
einer Ebene liegt, zweimal, wenn s und <p sich schneiden. Jede 
durch 8 gelegte Ebene schneidet die Fläche F* noch in einem zu 
<p projectivischen Kegelschnitt, und aus jedem Punkte von s wer- 
den die Strahlen von F* durch einen zu <p projectivischen Ebenen- 
büschel II. Ordnung projicirt (Nr. 156 und 157). 

161. Zwei Gerade t*, t?, die nicht in einer Ebene liegen, 
können stets als Axen eines Strahlensystems betrachtet werden. 
Daraus und aus Nr. 160 folgt: Gleitet eine Gerade g entlang an 
einem festen Kegelschnitt <p und an zwei Geraden u, v, welche letz- 
teren weder miteinander noch mit <p in einer Ebene liegen, so be- 
schreibt sie eine Fläche F 4 IV. Ordnung. Diese FläcJie geht im 
Allgemeinen zweimal durch diejenige Gerade s, welche mit <p in 
einer Ebene liegt und die Geraden u und v schneidet Die Er- 
zeugenden g der Fläche F 4 werden aus jedem Funkte der Geraden 
s durch einen Ebenenbüschel II. Ordnung projicirt und von jeder 
durch s gelegten Ebene in. den Punkten eines Kegelschnittes getroffen, 
welcher durch die Erzeugenden g projectivisch auf <p bezogen ist 
Die Geraden u und v sind Doppelpunkts-Gerade der Fläche F 4 ; 
denn durch einen beliebigen Punkt von u z. B. gehen im Allge- 
meinen zwei Erzeugende g von i^, und zwar liegen dieselben mit 
v in einer Ebene. 

162. Wenn aber in Nr. 161 der Kegelschnitt cp mit der Ge- 
raden u einen Punkt U gemein hat, so zerfällt die Fläche F* 
in die Ebene Uv und eine Fläche jP 3 III. Ordnung. Die Gerade 
u ist eine Doppelpunkts-Gerade dieser Fläche F 3 ; letztere enthält 
auch die Gerade v und hat mit einer beliebig durch v gelegten 
Ebene im Allgemeinen zwei Erzeugende gemein, deren Schnittpunkt 
auf u liegt. Das gerade Gebilde v ist durch die Erzeugenden g 
und den Ebenenbüschel u projectivisch auf den Kegelschnitt <p 
bezogen. Wir werden unten (Nr. 199) diese geradlinige Fläche 
III. Ordnung genauer betrachten. 

163. Das Strahlensystem I. Ordnung und erster Classe kann 
allgemeiner, als eä in Nr. 155 geschah, definirt werden als Er- 
zeugniss von zwei collinearen ebenen Systemen, welche ihre Schnitt- 
linie, nicht aber jeden Punkt derselben entsprechend gemein haben ; 
die Sätze Nr. 156 und 157 gelten auch dann noch. Diese Defi- 
nition führt uns zu einer speziellen Art des Strahlensystemes, 
welche eine einzige Axe besitzt, und auch aufgefasst werden kann 
als die Gesammtheit aller derjenigen Leitstrahlen eines Nullsystemes, 

16* 
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welche einen gegebenen Leitstrahl schneiden. Dieses Strahlen- 
system wird erzeugt durch zwei collineare ebene Systeme, welche 
ihre Schnittlinie und einen einzigen Punkt derselben entsprechend 
gemein haben. 

164. Die sämmtlichen Strahlen dieses besonderen Strahlen- 
systemes, welche einem beliebigen Kegelschnitt <p begegnen, bilden 
eine Fläche IV. Ordnung mit nur einer Doppelpunkts-Geraden. 



Flächenbflndel zweiter Ordnung und Flächen dritter Ordnung. 

165. Drei Flächen IL Ordnung, welche nicht demselben Flächen- 
biischel angehören, bestimmen einen Flächenbündel IL Ord- 
nung. Nämlich jede Fläche IL Ordnung, welche mit zwei von 
den gegebenen in einem und demselben Flächenbüschel liegt, er- 
zeugt mit der dritten Fläche einen neuen Flächenbüschel IL Ord- 
nung, dessen sämmtliche Flächen wir zu dem Flächenbündel 
rechnen. Weil die Polar-Ebenen eines Punktes hinsichtlich der 
Flächen eines Flächenbüschels IL Ordnung sich in einer Geraden 
schneiden und einen zum Flächenbüschel projectivischen Ebenen- 
büschel bilden, so ergiebt sich: 

a) Die Polar-Ebenen eines Punktes P hinsichtlich der Flächen 
eines Flächenbündels schneiden sich in einem Punkte P x ; 
sie bilden einen Ebenenbündel , welcher zum Flächenbündel 
projectivisch ist; die Ebenenbündel, welche wir für zwei 
verschiedene Punkte P und Q erhalten, sind mittelst des 
Flächenbündels collinear auf einander bezogen. 

b) Jedem Punkte P des Raumes ist also ein bestimmter Punkt 
P| conjugirt in Bezug auf alle Flächen des Bündels. 

c) Wenn demnach irgend drei Flächen des Bündels, welche 
nicht demselben Flächenbüschel angehören, sich in einem 
Punkte A schneiden oder berühren, so ist dieser Punkt sich 
selbst conjugirt und liegt auf allen Flächen des Bündels. 

d) So z. B. wird ein Flächenbündel IL Ordnung gebildet von 
allen Flächen IL Ordnung, welche durch eine gegebene 
Raumcurve III. Ordnung oder auch durch sieben beliebig 
gegebene Punkte hindurchgehen. 

e) Durch jeden Punkt P, welchem ein anderer Punkt P Y con- 
jugirt ist, gehen unendlich viele Flächen des Bündels. Da 
dieselben im Punkte P von den Ebenen des Büschels PP t 
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berührt werden, so bilden sie einen Flächenbüschel II. Ord- 
nung, und ihre Durchschnittscurve wird im Punkte P von 
der Geraden PP X berührt, 
f) Zwei beliebige Punkte P, Q des Raumes können (zufolge e) 
im Allgemeinen nur durch eine einzige Fläche des Bündels 
mit einander verbunden werden, 

166. Den sämmtlichen Punkten einer Ebene cp sind hinsicht- 
lich eines Flächenbündels IL Ordnung die sämmtlichen Punkte einer 
Fläche F 3 LH. Ordnung conjugirt; auf letzterei* liegen auch die 
Pole der Ebene <p hinsichtlich aller Flächen des Bündels. Sucht 
man nämlich zu jedem Punkte von cp die Polar-Ebenen in Bezug 
auf irgend drei Flächen des Bündels, welche nicht demselben 
Flächenbüschel angehören, so erhält man drei, zu dem ebenen 
Systeme <p^ reciproke und folglich zu einander collineare Strahlen- 
bündel, und diese erzeugen die Fläche F* III. Ordnung, welche 
auch durch die Mittelpunkte der Strahlenbündel, d. h. durch die 
drei Pole der Ebene cp hindurchgeht. Den sämmtlichen Punkten 
einer auf cp liegenden Geraden sind die sämmtlichen Punkte einer 

■ auf F 3 enthaltenen Raumcurve III. Ordnung conjugirt; die Raum- 
curven III. Ordnung , welche so den sämmtlichen Geraden von cp 
entsprechen, bilden das erste Curvensystem der Fläche F 3 . Die Pole 
der Ebene cp in Bezug auf solche Flächen des Bündels, welche 
zusammen einen Flächenbüschel II. Ordnung ausmachen, erfüllen 
eine Raumcurve III. Ordnung, welche dem zweiten Curvensystem 
der Fläche F 3 angehört. 

Die Fläche F 3 geht auch durch die Mittelpunkte M aller Kegel- 
flächen IL Ordnung , welche in dem Flächenbündel enthalten sind. 
Nämlich in jedem Flächenbüschel, welchem eine solche Kegelfläche 
IL Ordnung angehört, sind dem Mittelpunkte M der letzteren die 
sämmtlichen Punkte einer Ebene, statt wie gewöhnlich einer ein- 
zigen Geraden, conjugirt (vgl. pag. 131); dem Punkte M sind dess- 
halb hinsichtlich des Flächenbündels II. Ordnung die sämmtlichen 
Punkte einer Geraden conjugirt, und diese hat auch mit der Ebene 
cp einen Punkt gemein. 

167. Die Mittelpunkte aller Flächen eines Flächenbündels 
II. Ordnung erfüllen eine Fläche III. Ordnung (Nr. 166). 

168. Die Mittelpunkte M aller Kegelflächen IL Ordnung, 
welche in einem Flächenbündel IL Ordnung enthalten sind, liegen 
auf einer Raumcurve VI. Ordnung. Bestimmt man die beiden 
Flächen F* und G 3 III. Ordnung, deren Punkte den sämmtlichen 
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Punkten von zwei beliebigen Ebenen <p und y conjugirt sind hin- 
sichtlich des Flächenbündels IL Ordnung, so haben F 3 und 6? 3 
alle jene Mittelpunkte M mit einander gemein, ausserdem aber 
diejenige Raumcurve III. Ordnung, deren Punkte den Schnitt- 
punkten von <p und y conjugirt sind. Die Schnittlinie von F* und 
G 3 besteht aber aus einer Raumcurve IX. Ordnung (pag. 195), 
welche in jene Raumcurve III. Ordnung und die im Satze ge- 
nannte Raumcurve VI. Ordnung zerfallt. Die letztere wird von <p 
in höchstens sechs Punkten geschnitten, und jedem derselben ist 
eine auf der Fläche F 3 liegende Gerade conjugirt. 

169. Die Mittelpunkte aller Kegelflächen II. Ordnung, welche 
durch sieben beliebig gegebene Punkte gelegt werden können, 
sind auf einer Raumcurre VI. Ordnung enthalten (Nr. 168, vgl. 
Nr. 165 d). 

170. In einem Flächenbündel IL Ordnung giebt es unendlich 
viele Flächen, die von einer beliebig gegebenen Ebene <p berührt 
werden. Die Berührungspunkte sind paarweise einander conjugirt 
hinsichtlich des Bündels, und liegen in einer Curve III. Ordnung. 
In letzterer wird die Ebene <p von der Fläche F* III. Ordnung 
geschnitten, welche die Pole von <p in Bezug auf die Flächen des 
Bündels enthält. — Ein Flächenbündel II. Ordnung enthält un- 
endlich viele Paraboloide. 



Fl&chengebUsoh zweiter Ordnung und Flächen vierter Ordnung. 

171. Vier Flächen II. Ordnung, welche nicht demselben 
Flächenbündel angehören, bestimmen ein Flächengebüsch II. 
Ordnung. Nämlich je zwei Flächen II. Ordnung, welche mit 
irgend drei von den gegebenen in einem und demselben Flächen- 
bündel liegen, erzeugen mit der vierten gegebenen Fläche einen 
neuen Flächenbündel II. Ordnung, dessen sämmtliche Flächen wir 
zu dem Flächengebüsch rechnen. Mit Hülfe von Nr. 165 er- 
giebt sich: 

a) Wenn zwei Punkte P, P l in Bezug auf die ersten vier 
Flächen einander conjugirt sind, so sind sie hinsichtlich 
jeder Fläche des Gebüsches einander conjugirt. 

b) Haben also die ersten vier Flächen irgend einen gemein- 
schaftlichen Punkt, so liegt derselbe auf jeder Fläche des 
Gebüsches. So z. B. wird ein Flächengebüsch gebildet von 
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allen Flächen IL Ordnung, die durch sechs beliebig im 
Baume gegebene Punkte hindurchgehen. 

c) Sucht man zu zwei beliebigen Punkten P, Q die Polar- 
Ebenen in Bezug auf alle Flächen des Gebüsches, so erhält 
man die sämmtlichen Ebenen von zwei räumlichen Systemen, 
welche durch das Flächengebüsch collinear auf einander be- 
zogen sind. 

d) Durch einen beliebig gegebenen Punkt gehen unendlich viele 
Flächen des Gebüsches; dieselben bilden einen Flächen- 
bündel IL Ordnung. 

e) Drei beliebige Punkte des Raumes können im Allgemeinen 
nur durch eine einzige Fläche des Gebüsches mit einander 
verbunden werden (vgl. Nr. 175). 

172. Beschreibt ein Punkt P irgend eine Gerade g> so beschrei- 
ben seine Polar-Ebenen in Bezug auf vier beliebige Flächen des 
Gebüsches vier zu einander projectivische Ebenenbüschel. Es giebt 
demnach (zufolge des Satzes 134) in g höchstens vier Punkte, 
welchen vier andere Punkte hinsichtlich aller Flächen des Ge- 
büsches conjugirt sind; oder diejenigen Punkte, welche einander 
paarweise conjugirt sind hinsichtlich des Flächengebüsches, liegen in 
einer Fläche K 4 IV. Ordnung. Dieselbe wird nach Steiner die 
Kernfläche des Gebüsches genannt. Sie enthält auch die 
Mittelpunkte M aller Kegelflächen IL Ordnung, welche dem Flächen- 
gebüsch angehören. Denn in jedem Flächenbündel, welcher eine 
solche Kegelfläche enthält, sind dem Mittelpunkte M die sämmt- 
lichen Punkte einer Geraden conjugirt (zufolge Nr. 166); dem Punkte 
M muss also hinsichtlich des ITlächengebüsches ein bestimmter 
Punkt dieser Geraden conjugirt sein. — Daraus folgt: 

173. Die Mittelpunkte aller Kegelflächen IL Ordnung, welche 
durch sechs beliebig gegebene Punkte gelegt werden können, sind auf 
einer FläcJie IV. Ordnung enthalten. Dieselbe geht offenbar durch 
die Raumcurve III. Ordnung, welche die sechs Punkte mit ein- 
ander verbindet, ferner durch die fünfzehn Verbindungslinien der 
sechs Punkte, und endlich durch die zehn Geraden, in denen je 
eine Verbindungs-Ebene von irgend drei der gegebenen Punkte die 
Verbindungs-Ebene der übrigen drei Punkte schneidet. 

174. Ein Flächengebüsch IL Ordnung 2 kann (nach Nr. 171 c) 
auf ein räumliches System 2 t so bezogen werden, dass jeder Fläche 
von 2 eine Ebene von 2^ entspricht und jedem Flächenbüschel 
von 2 ein zu ihm projectivischer Ebenenbüschel von 2p Jeder 
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Raumcurve IV. Ordnung, in welcher zwei Flächen des Gebüsches 
2 sich schneiden, entspricht dann in H x eine Gerade als Schnitt- 
linie der zugehörigen beiden Ebenen von 2| ; jeder Gruppe von acht 
Punkten, in welchen drei beliebige Flächen des Gebüsches 2 sich 
schneiden und die wir associirte Punkte nennen wollen, ent- 
spricht in 2i der Schnittpunkt der entsprechenden drei Ebenen. 
Umgekehrt entspricht jeder Geraden von 2 X im Allgemeinen eine 
Raumcurve IV. Ordnung in 2, und jedem Punkte von 2i eine 
Gruppe von acht associirten Punkten in 2; doch sind nicht immer 
diese acht Punkte, die wir als Schnittpunkte von drei Flächen 
II. Ordnung construiren können, reell vorhanden, und dasselbe 
gilt von jener Raumcurve IV. Ordnung. Auch statt der Flächen 
des Gebüsches 2, welche den Ebenen von 2i entsprechen, können 
räumliche Polarsysteme auftreten, die keine reellen Ordnungsflächen 
besitzen. 

175. Zwei Gruppen von je acht associirten Punkten eines 
Flächengebüsches 2 können durch eine Raumcurve IV. Ordnung 
verbunden werden, weil die entsprechenden beiden Punkte des 
räumlichen Systemes 2i auf einer Geraden liegen. Ebenso sind 
drei Gruppen associirter Punkte allemal auf einer dem Gebüsch 
angehörenden Fläche IL Ordnung enthalten. Drei beliebige Punkte 
von 2, von denen keine zwei einander associirt sind, können durch 
eine einzige Fläche des Gebüsches verbunden werden; die ent- 
sprechende Ebene von 2j verbindet die zugehörigen drei Punkte 
von 2p 

176. Jede Verbindung s-Gerade 8 von zwei associirten Punkten 
des Gebüsches 2 soll ein Hauptstrahl desselben genannt werden. Ihr 
entspricht in 2i allemal eine Gerade 8i , und zugleich ist sie der 
Träger eines involutorischen geraden Gebildes, in welchem je zwei 
zugeordnete Punkte einander associirt sind. Den beiden associirten 
Punkten von s entspricht in 2 X ein und derselbe Punkt Pj, irgend 
einen dritten Punkt von s entspricht in 2i ein Punkt Q x ; dem 
Ebenenbüschel P 4 Q x oder s x von 2| entspricht aber in 2 ein 
Flächenbüschel II. Ordnung, dessen Flächen mit s drei Punkte ge- 
mein haben und sich desshalb in der Geraden s und einer Raum- 
curve III. Ordnung schneiden. Folglich entspricht wirklich jedem 
Punkte von s ein Punkt von *|. .Jedem Ebenenbüschel von 2|, 
dessen Axe mit s x keinen Punkt gemein hat, entspricht in 2 ein 
Flächenbüschel II. Ordnung, welcher von s in einem involutorischen 
geraden Gebilde geschnitten wird (pag. 141). Je zwei zugeordnete 
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Punkte des letzteren sind aber einander associirt, weil sie einem 
und demselben Punkte von s x entsprechen. Aus dem letzten Be- 
weise folgt zugleich der Satz: Jede Gerade van 2, icelcher in 2i 
wiederum eine Gerade entspricht, ist ein Hauptstrahl des Gebüsches. 
Durch jeden Punkt von 2 gehen höchstens sieben Hauptstrahlen, 
weil der Punkt nicht mehr als sieben associirte hat, mindestens 
aber ein solcher. 

177. Jeder Geraden g des Gebüsches 2, welche keine associir- 
ten Punkte mit einander verbindet, entspricht in dem räumlichen 
Systeme 2] ein zu g projectivischer Kegelschnitt yj. Durch die 
Gerade g kann nur eine Fläche des Gebüsches gelegt werden; 
suchen wir nämlich zu drei beliebigen Punkten A^ B, C von g die 
entsprechenden Punkte A l ,B l ,C l von 2 !? so entspricht die Ebene 
A x #i C|_ der genannten Fläche. Der Geraden g entspricht folg- 
lich in 2i eine ebene Curve yp Seien nun a x und b x zwei Ge- 
rade, welche die Ebene Ä x B x C x in den resp. Punkten A x undi?} 
schneiden, und beziehen wir die Ebenenbüschel a x und 6| so auf 
einander, dass in jedem dritten Punkte C x von yj zwei einander 
entsprechende Ebenen derselben sich schneiden, so erzeugen diese 
Ebenenbüschel eine geradlinige Fläche II. Ordnung, von welcher 
Y! ein ebener Schnitt ist. Denn den Ebenenbüscheln a x und b x 
von 2i entsprechen in 2 zwei Flächenbüschel II. Ordnung, welche 
durch die resp. Punkte A und B von g hindurchgehen und (pag. 
141) auf das gerade Gebilde g perspectivisch, also auf einander 
projectivisch bezogen sind ; und folglich sind auch die Ebenenbüschel 
a x und b x projectivisch. Dass der Kegelschnitt yi nicht in zwei 
Gerade zerfallen kann, ergiebt sich sofort aus Nr. 176. 

178. Jeder Ebene <p von 2 entspricht in 2i eine Fläche F^ 
IV. Ordnung, welche unendlich viele Kegelschnitte enthält und nach 
ihrem Entdecker die Steiner sehe Fläche genannt wird. Die Fläche 
2*i 4 hat mit einer Geraden von 2i höchstens vier Punkte gemein, 
weil die Raumcurve IV. Ordnung von 2, welche der Geraden ent- 
spricht, von der Ebene <p in höchstens vier Punkten geschnitten 
wird. Jeder beliebigen Geraden g von <p entspricht (nach Nr. 177) 
auf der Fläche JPj 4 ein Kegelschnitt ft. Die Ebene des letzteren 
begegnet aber der Fläche F x * in noch einem zweiten Kegelschnitt 
Xi; denn ihr entspricht in 2 eine geradlinige Fläche II. Ordnung, 
welche mit der Ebene <p die Gerade g und folglich noch eine 
zweite Gerade l gemein hat. Die geradlinige Fläche IL Ordnung 
wird im Punkte g l oder P von jeder durch P gehenden Geraden 
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der Ebene <p berührt; wir schliessen daraus, dass die Ebene der 
Kegelschnitte yi und Xj in einem gemeinschaftlichen Punkte P x 
der letzteren von der Hache i^ 4 berührt wird. Dem Punkte P x 
entspricht der Schnittpunkt P der Geraden g und l; jedem anderen 
gemeinschaftlichen Punkte U t von ft und X i entsprechen zwei 
von einander verschiedene Punkte U und U der Geraden g und L 
Und da U und U* einander associirt sind, so entspricht (nach 
Nr. 176) ihrer Verbindungslinie ÜU' eine Gerade in 2 iy durch 
welche die Fläche F x * zweimal hindurchgeht. Die Kegelschnitte 
Yi und Xj haben ausser P x höchstens drei Punkte U x mit einander 
gemein. Die beliebige Ebene <p enthält also Jiöclistens drei Haupt- 
strahlen U U' des Flächengebüsches 2 und mindestens einen solchen. 
Die drei Hauptstrahlen bilden ein Dreieck, dessen Eckpunkte O 
einander associirt sein müssen, weil sonst mehr als drei solche 
Gerade in der Ebene <p vorkommen würden. Die Steiner'sche Fläche 
l\ 4 enthält folglich höchstens drei Doppelgerade, die sich in einem 
dreifachen Punkte Oi schneiden müssen, und mindestens eine solche. 
179. Betrachten wir die Steiner'sche Fläche F x * genauer in 
dem Falle, wenn sie drei Doppelgerade «i,vi,tüj besitzt. Die letz- 
teren werden in der Ebene <p dargestellt durch drei Hauptstrahlen 
w, r, w, deren drei Schnittpunkte dem gemeinschaftlichen Punkte O x 
von Ui,t?i,t0i entsprechen; nämlich jedem Punkte von u t z.B. ent- 
sprechen zwei associirte Punkte von «, so dass u als Träger eines 
involutorischen geraden Gebildes sich darstellt (Nr. 176). Jeder 
Geraden g von <p entspricht ein Kegelschnitt yi auf i^ 4 , dessen 
Ebene mit F x * noch einen zweiten Kegelschnitt Xi gemein hat; 
und dem letzteren entspricht in «p eine zweite Gerade Z, welche 
mit g in einer sehr einfachen Beziehung steht. Weil nämlich yi 
und Xj in drei Punkten der Doppelgeraden uj,vj,i&i sich schnei- 
den, so müssen g und l die drei Hauptstrahlen w, v und u> in 
drei Paaren associirter Punkte treffen. Dreht sich also die Ge- 
rade g um einen ihrer Punkte P, so dass ihre Schnittpunkte mit 
u und v zwei perspectivische gerade Gebilde beschreiben, so be- 
wegt sich l in einem Strahlenbüschel II. Ordnung, welchem auch 
die Geraden w, v und w angehören. Denjenigen beiden Strahlen 
dieses Büschels, welche in P sich schneiden, entsprechen in Z^ 4 
zwei Kegelschnitte, deren gemeinschaftliche Ebene in dem zuge- 
hörigen Punkte P x die Fläche F x * berührt. Da nun P als be- 
liebiger Punkt der Ebene <p und somit P x als beliebiger Punkt 
von jFj 4 anzusehen ist, so ergiebt sich: Die Steiner sehe Fläche 
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hat mit jeder ihrer BerUkrungs- Ebenen zwei Kegelschnitte gemein. 
(Ausnahmen s. Nr. 181). 

180. Liegt in Nr. 179 der Drehpunkt P der Geraden g auf 
dem Hauptstrahle t«, so dreht sich die Gerade l um den zu P 
associirten Punkt von u. Zwei beliebige dieser Geraden l werden 
nun durch den Strahlenbüschel P projectivisch auf einander be- 
zogen; die ihnen entsprechenden Kegelschnitte \ X} welche durch 
P x hindurchgehen, werden folglich durch die Kegelschnitte ?| 
projectivisch auf einander bezogen. Daraus folgt: Die Berührungs- 
Ebenen, welche aus einem beliebigen Punkte P t von einer der drei 
Doppelgeraden an die Steiner'sche Fläche gelegt weiden können, 
umhüllen eine Kegelfläche IL Ordnung ; ihre Berührungspunkte ent- 
sprechen den Punkten eines Kegelschnittes von 9 und liegen dess- 
halb auf einer Curve IV. Ordnung (Nr. 191). — Jede durch eine 
Doppelgerade u x gelegte Ebene berührt die Fläche in einem Punkte 
von ti|, indem sie dieselbe in «1 und in einer durch den drei- 
fachen Punkt gehenden Curve II. Ordnung schneidet; denn wenn 
die Gerade g beliebig durch vw gelegt wird, so fällt l mit u zu- 
sammen, und der Punkt </Z, welchem der Berührungspunkt der 
Ebene ^ x u\ entspricht, liegt auf u. 

181. Die beiden zusammen gehörigen Geraden g und l (Nr. 179) 
sind entweder durch zwei oder durch kein Paar Eckpunkte des Drei- 
ecks uvw von einander getrennt. Im ersteren Falle hat nur eines, 
im letzteren jedes der involutorischen geraden Gebilde w, v, w zwei 
Ordnungspunkte. Verbinden wir im letzteren Falle einen Ord- 
nungspunkt von u mit einem solchen von v durch eine Gerade a, 
so entspricht derselben in F x * ein Kegelschnitt ai, und die Ebene 
von cc! hat mit i^ 4 diesen Kegelschnitt doppelt gemein, d. h. sie 
berührt die Fläche in allen Punkten von a 4 , ohne ihr in noch 
einem zweiten Kegelschnitt zu begegnen. Die Gerade a trifft dess- 
halb auch den Hauptstrahl w in einem Ordnungspunkte; und über- 
haupt bilden die Ordnungspunkte von w, v, w die sechs Eckpunkte 
eines vollständigen Vierseits, dessen Seiten vier solchen Kegel- 
schnitten ct| entsprechen. Es giebt demnach höchstens vier Ebenen, 
welche die Steiner 1 sehe Fläche F| 4 in den sämmtlichen Punkten von 
je einem Kegelschnitt berühren. Diesen Ebenen entsprechen in dem 
Flächengebüsch offenbar Kegelflächen, nämlich Flächen II. Ord- 
nung, welche mit der Ebene <p nur je eine Gerade gemein haben. 

182. Jeder ebenen Schnittcurve der Steiner sehen Fläche Fj 4 
entspricht in der Ebene <p ein Kegelschnitt, welcher die Hauptstrah- 
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len u, v, w in je ztcei associirten Punkten schneidet; denn der Ebene 
jener Schnittcurve entspricht in dem Gebüsche 2 eine Fläche 
II. Ordnung. Den sämmtlichen Schnittcurven von i^ 4 , deren 
Ebenen durch eine beliebige Gerade s x gehen, entsprechen ebenso 
die sämmtlichen Kegelschnitte eines in ?p liegenden Curvenbüschels 
IL Ordnung; und da höchstens drei dieser Kegelschnitte in gerade 
Linien zerfallen, so gehen durch die Gerade s x höchstens drei Be- 
rührungs-Ebenen der Steiner'schen Fläche. Also die Steiner sehe 
Fläche ist von der dritten Classe. 

183. Eine ebene Schnittcurve A^ 4 der Steiner'schen Fläche 
JF\ 4 und der ihr entsprechende Kegelschnitt k 2 von <p sind so 
auf einander bezogen, als bestände zwischen ihren Ebenen eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades. In der That lässt 
sich diese Verwandtschaft folgendermaassen herstellen. Wir pro-i 
jiciren die sämmtlichen Geraden der Ebene k x * aus dem drei- 
fachen Punkte m, v x w x der Fläche F x * durch Ebenen; den letzteren 
entsprechen im Gebüsche 2 Flächen IL Ordnung, welche die Ebene 
A 2 oder <p in den sämmtlichen, den Geraden von &j 4 entsprechen- 
den Kegelschnitten treffen. Offenbar sind alle diese Kegelschnitte 
dem Dreieck uvw umschrieben, dessen Eckpunkte die drei Haupt- 
punkte der Ebene <p sein müssen; und jedem Strahlenbüschel der 
Ebene fc| 4 entspricht in <p ein zu ihm projeetivischer Kegel- 
schnittbüschel. Umgekehrt entspricht jeder Geraden von <p ein 
zu ihr projeetivischer Kegelschnitt der Ebene &i 4 ; derselbe ist 
eine Protection des Kegelschnittes, welcher der Geraden auf 
der Fläche i^ 4 entspricht, aus dem dreifachen Punkte ti x v x w x , 
und geht somit durch die drei, auf u x , v x und w x gelegenen Pop- 
pelpunkte der Curve k x *. Die Steiner" sehe Fläche Y x 4 wird aus 
ihrem dreifachen Punkte durch einen Strahlenbündel projicirt, 
welcher der Ebene <p geometrisch verwandt ist. 

184. Enthält die Ebene <p nur einen Hauptstrahl «, und 
folglich die Steinersche Fläche F x * nur eine Doppelgerade «j, so 
müssen wir in dem eben (Nr. 183) geführten Beweise den drei- 
fachen Punkt u x v x w { durch einen Punkt D x von u x ersetzen, den 
wir folgendermaassen construiren. Wir legen durch u x irgend 
zwei Ebenen, und suchen zu diesen im Gebüsche 2 die ent- 
sprechenden beiden Flächen IL Ordnung. Letztere werden von 
der Ebene <p in der Geraden u und folglich noch in zwei Geraden 
geschnitten, deren gemeinschaftlichen Punkt wir D nennen; der zu 
D entsprechende Punkt D x von u x ist der gesuchte, welcher an 
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die Stelle des dreifachen Punktes tritt. Die geometrische Ver- 
wandtschaft zweiten Grades zwischen den Ebenen von k 2 und &, 4 
ist auch in diesem Falle leicht nachzuweisen. 

185. Weil der Kegelschnitt k 2 auf unendlich viele Arten 
durch zwei projeetivische Strahlenbüschel erzeugt werden kann, 
so ergiebt sich aus der geometrischen Verwandtschaft: Eine ebene 
Schnittcurve k^ der Steiner 1 sehen Fläche kann auf unendlich viele 
Arten durch zwei projeetivische KegelschnittbUschel erzeugt icerden. 
Diese Kegelschnittbüschel gehen durch die Doppelpunkte von k x *. 

186. Die Abbildung der Steiner/schen Fläche auf einer Ebene 
<p hat uns so auf sehr einfache Weise zu den Haupt-Eigenschaften 
dieser Fläche geführt. Zu derselben Art der Abbildung sind auf 
ganz anderen Wegen bereits die Herren C leb seh und Cremona 
gelangt (s. Clebsch, Journal für d. r. u. a. Mathematik, Bd. 67 
Heft I, 1867, und Cremona, Rendiconti del Reale Istituto Lom- 
bardo, Vol. IV., Fase. I, 1867). Beide beweisen u. A. noch den 
interessanten, von Herrn C leb seh herrührenden Satz, dass den 
Kegelschnitten von <p, welche dem in Nr. 181 erwähnten Vierseit 
eingeschrieben sind, auf der Steiner'schen Fläche JF\ 4 die Curven 
der Haupttangenten entsprechen, dass also letztere von der vierten 
Ordnung und zweiten Species sein müssen (vgl. Nr. 191). 

187. Die in Nr. 174 aufgestellte Beziehung zwischen einem 
Flächengebüsch 2 II. Ordnung und einem räumlichen Systeme 2 X 
führt noch zu anderen Flächen IV. Ordnung. Jeder in 2 X ange- 
nommenen Fläche. II. Ordnung h x 2 entspricht in 2 eine Fläche L 4 
vierter Ordnung.*) Denn eine beliebige Gerade von 2 hat mit 
Z 4 ^enau so viele Punkte gemein, wie der entsprechende Kegel- 
schnitt von 2i mit L x 2 , d. h. höchstens vier, wenn sie nicht ganz 
auf der Fläche L 4 liegt. Die Fläche L x 2 kann durch zwei reci- 
proke Strahlenbündel erzeugt werden; ebenso kann die Fläche i 4 
vierter Ordnung auf unendlich viele Arten durch zwei reeiproke 
Flächenbündel IL Ordnung erzeugt werden, indem jede Fläche des 
einen Bündels von der entsprechenden Raumcurve IV. Ordnung 
des anderen in höchstens acht Punkten der Fläche i 4 geschnitten 



*) Ob diese Fläche Iß die allgemeine Fläche vierter Ordnung ist? Ihre 
Gleichung lässt sich schreiben: <p = o, wenn cp eine homogene Function 
zweiten Grades von vier Grössen t,u,VjW bedeutet, und die letzteren ganze 
Functionen zweiten Grades der rechtwinkligen Coordinaten ar, y, z eines 
Punktes bezeichnen. 
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wird. Ist i| 2 eine geradlinige Fläche, also erzeugt durch zwei 
projectivische Ebenenbüschel, so kann L 4 durch zwei projectivi- 
sche Flächenbüschel IL Ordnung erzeugt werden. Ist insbesondere 
ij 2 eine Kegelfläche II. Ordnung, so entsprechen dem Mittelpunkte 
derselben im Allgemeinen acht sogenannte Knotenpunkte auf der 
Fläche Z 4 . 

188. Zwei projectivische Flächenbüschel IL Ordnung erzeugen 
im Allgemeinen eine Fläche L 4 inerter Ordnung, welche auf einer 
Regelfläche Z^ 2 abgebildet werden kann; denn die Flächenbüschel 
können stets als Bestandteile eines Flächengebüsches IL Ordnung 
betrachtet werden. Diese Fläche Z, 4 enthält zwei Schaaren 
von Raumcurven IV. Ordnung, welche den beiden Regeischaaren 
von L } 2 entsprechen, und jede Raumcurve der einen Schaar kann 
mit jeder Raumcurve der anderen Schaar durch eine Fläche 
IL Ordnung verbunden werden. Zwei beliebige Raumcurven der 
einen Schaar bestimmen mit den Raumcurven der anderen Schaar 
zwei projectivische Flächenbüschel IL Ordnung. 

189. Zwei projectivische Kegelschnittbüschel, die in derselben 
Ebene liegen, erzeugen (Nr. 188) eine ebene Curve IV. Ordnung, 
welche auf unendlich viele Arten durch zwei projectivische Kegel- 
schnittbüschel erzeugt werden kann. 

190. Ich entlehne der analytischen Geometrie folgenden Satz, 
dessen synthetischer Beweis mir bis jetzt nicht gelungen ist: 
„Wenn eine Curve IV. Ordnung mit einem Kegelschnitt mehr 
als acht Punkte gemein hat, so zerfällt sie in diesen und noch 
einen zweiten Kegelschnitt." 

191. Einem Kegelschnitt des Flächengebüsches 2 entspricj/f in 
dem räumlichen Systeme 2j entweder eine ebene Curve IV. Ord- 
nung (Nr. 182), oder eine Raumcurve IV. Ordnung, durch welche 
eine Fläche IL Ordnung gelegt werden kann. Nämlich diese Curve 
hat mit einer beliebigen Ebene von ^ höchstens vier Punkte ge- 
mein, weil der Kegelschnitt die entsprechende Fläche IL Ordnung 
von 2 in höchstens vier Punkten schneidet. Legen wir nun durch 
beliebige neun Punkte der Raumcurve IV. Ordnung einff Fläche 
L x 2 IL Ordnung, so entspricht dieser in 2 eine Fläche L 4 IV. Ord- 
nung; und weil letztere mit dem Kegelschnitt mehr als acht Punkte 
gemein hat, so wird sie von der Ebene desselben in diesem und 
in noch einem zweiten Kegelschnitt getroffen. Die Fläche L x 2 geht 
folglich durch alle Punkte der Raumcurve IV. Ordnung; sie schneidet 
die Steiner'sche Fläche von 2 f , welche der Ebene beider Kegel- 
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schnitte entspricht, in noch einer zweiten solchen Raumcurve 
IV. Ordnung. 

Durch neun Punkte geht im Allgemeinen nur eine einzige 
Fläche IL Ordnung. Die hier betrachteten Raumcurven IV. Ord- 
nung sind desshalb von denjenigen verschieden, in welchen zwei 
Flächen IL Ordnung sich schneiden. Im Gegensatz zu den letz- 
teren, welche von Steiner „Raumcurven erster Species" ge- 
nannt wurden, haben jene den Namen „Raumcurven zweiter 
Species tt erhalten. Die Steiner'sche Fläche enthält unendlich 
viele solche Raumcurven IV. Ordnung; dieselben liegen paarweise 
auf Flächen IL Ordnung. Je fünf Punkte der Steiner'schen 
Fläche können durch eine dieser Raumcurven IV. Ordnung und 
zweiter Species verbunden werden, wenn sie nicht in einer Ebene 
liegen. 

Steiner entdeckte die Raumcurven IV. Ordnung und zweiter 
Species zuerst bei der Fläche III. Ordnung. Jede Regelfläche, 
welche mit der letzteren zwei sich nicht schneidende Gerade a, b 
gemein hat, begegnet derselben ausserdem in einer solchen Raum- 
curve; dieselbe hat mit jeder Geraden der einen Regelschaar 
nur einen Punkt, mit jeder Geraden der anderen Regelschaar, zu 
welcher a und b gehören, im Allgemeinen drei Punkte gemein. 

192. Einem Kegelschnitt des räumlichen Systemes 2| ent- 
spricht im Flächengebüsche 2 eine Raumcurve achter Ordnung, 
durch welche eine Fläche IL Ordnung des Gebüsches hindurch- 
geht. Denn jede Steiner' sehe Fläche von 2^ welche einer Ebene 
von 2 entspricht, hat mit dem Kegelschnitt höchstens acht Punkte 
gemein, wenn derselbe nicht ganz auf ihr liegt (Nr. 190). 

193. Einer Fläche IV. Ordnung von 2^ entspricht in dem 
Flächengebüsch 2 eine Fläche achter Ordnung; einer Fläche IL Ord- 
nung von 2 entpricht in 2 t entweder eine Ebene oder eine Fläche 
achter Ordnung. 

194. Den Punkten einer beliebigen Geraden des Gebüsches 
2 sind (Nr. 192) die Punkte einer Raumcurve siebenter Ordnung 
assoeiirt, welche mit der Geraden durch eine Fläche IL Ordnung 
verbunden werden kann. Ist jedoch die Gerade ein Haupt- 
strahl von 2, so sind ihren Punkten diejenigen einer Raumcurve 
HL Ordnung assoeiirt, von welcher die Gerade eine Secante ist 
(Nr. 176). 

195. Den Punkten einer beliebigen Ebene sind im Flächen- 
gebüsche 2 die Punkte einer Fläche siebenter Ordnung assoeiirt 
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(Nr. 178 und 193). Die Fläche geht durch alle Hauptstrahlen 
der Ebene, deren es nach Nr. 178 mindestens einen und höchstens 
drei giebt, und schneidet sich selbst in den Raumcurven III. Ord- 
nung, welche (nach Nr. 194) diesen Hauptstrahlen associirt sind. 
Sie enthält doppelt unendlich viele Raumcurven siebenter Ordnung 
(Nr. 194); dieselben liegen paarweise auf Flächen IL Ordnung, 
welche von der gegebenen Ebene in je zwei Geraden geschnitten 
werden. Die gegebene Ebene wird von der Kernfläche des Ge- 
büsches in einer Curve IV. Ordnung geschnitten, welche auch auf 
der Fläche siebenter Ordnung liegt; denn jeder Punkt der Kern- 
fläche fallt mit einem seiner associirten zusammen, weil er der 
Mittelpunkt einer zum Flächengebüsche gehörigen Kegelfläche 
IL Ordnung ist und folglich auf unendlich vielen Raumcurven 
IV. Ordnung des Gebüsches als Doppelpunkt vorkommt. 

196. Alle Punkte einer Ebene, welche in einer zweiten ge- 
gebenen Ebene associirte Punkte besitzen , liegen auf einer Curve 
siebenter Ordnung (Nr. 194 oder 195). 
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197. Wenn die sämmtlichen Flächen IL Ordnung des Ge- 
büsches 2 einen Punkt X mit einander gemein haben, so entspricht 
derselbe allen Punkten des räumlichen Systemes ^ und ist allen 
Punkten von 2 associirt. Jede durch X gehende Gerade s ist ein 
Hauptstrahl von 2; ihr entspricht in 2| eine zu s prqjectivische 
Gerade s P Nämlich je zwei Punkte von 2 X , welche irgend zwei 
Punkten von s entsprechen, werden durch diese Gerade s x von 2 l mit 
einander verbunden; betrachten wir aber s x als Schnitt eines Ebenen- 
büschels, so liegt das gerade Gebilde s zu dem entsprechenden 
Flächenbüschel IL Ordnung perspectivisch und ist folglich auch 
projectivisch zu s x . In jeder Geraden s x giebt es einen Punkt X x , 
welchem in dem Hauptstrahle s nur der Punkt X entspricht, und 
zwar doppelt, so dass jeder durch X x gehenden Ebene von 2 f 
eine Fläche ;II. Ordnung entspricht, welche von s im Punkte X 
berührt wird. Daraus folgert man leicht, dass zwei Gerade s x von 
2i , welche zwei durch X gehenden Hauptstrahlen s von 2 ent- 
sprechen, im Allgemeinen nicht sich schneiden, dass also die 
Punkte X x der Geraden s x nicht zusammenfallen. Eine beliebige 
Ebene von 2! enthält zwei, eine oder keine von den Geraden 8 X , 
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je nachdem die entsprechende Fläche des Gebüsches 2 eine Regel- 
fläche, eine Kegelfläche oder eine nicht geradlinige Fläche IL Ord- 
nung ist. 

198. Jeder Ebene, welche durch zwei dieser Punkte X x hin- 
durchgeht, entspricht im Gebüsche 2 eine Fläche II. Ordnung, 
welche die zugehörigen beiden Hauptstrahlen und also auch deren 
Ebene im Punkte X berührt; einer Ebene ^ , welche durch be- 
liebige drei der Punkte X x hindurchgeht, muss demnach in 2 
eine Fläche II. Ordnung entsprechen, welche im Punkte X drei 
verschiedene Berührungs-Ebenen besitzt, und sich folglich auf den 
Punkt X oder auf eine Kegelfläche mit dem Mittelpunkte X 
reducirt. Wir schliessen daraus: Die sämmtlichen Punkte 7k. x von 
2j, welchen der gemeinschaftliche Punkt X des Flächengebilsches 2 
doppelt entspricht, liegen in einer Ebene £ f . Weisen wir jedem 
Hauptstrahl «von X denjenigen Punkt von \ x zu, welcher auf der 
entsprechenden Geraden s x von 2i enthalten ist, so entspricht 
jeder Geraden von \ x eine Ebene von X, nämlich die gemein- 
schaftliche Berührungs-Ebene derjenigen Flächen IL Ordnung, 
welche allen durch die Gerade gelegten Ebenen entsprechen. Der 
Strahlenbündel X ist also collinear auf das ebene System t x bezogen, 
und einem zu X gehörigen Strahlenbüschel entspricht in dem räumlichen 
Systeme 2 X eine Schaar von Geraden, welche von der Ebene % x in 
einem zu dem Büschel projectivischen geraden Gebilde geschnitten wird. 

199. Jeder durch X gehenden Ebene 9 von 2 entspricht in 2i 
eine windschiefe* (d. h. geradlinige) Fläche F t 3 HL Ordnung, 
welche in Verbindung mit der Ebene $ t als eine Steiner'sche 
Fläche IV. Ordnung aufzufassen ist. Eine beliebige Gerade von 
2| hat mit F x 3 höchstens drei Punkte gemein, weil die ent- 
sprechende Raumcurve IV. Ordnung von 2 höchstens drei von X 
verschiedene Punkte mit <p gemein hat. Wird die Ebene <p durch 
Drehung eines Hauptstrahles * beschrieben, so durchläuft der 
entsprechende Strahl s x die Fläche F x $. Einer beliebigen Geraden 
g von <p entspricht in F x $ ein zu g projectischer Kegelschnitt 71, 
dessen Ebene durch eine der erzeugenden Geraden s x von F x * 
hindurchgeht; denn dieser Ebene entspricht im Flächengebüsch 2 
eine Fläche IL Ordnung, welche von <p in der Geraden g und 
folglich noch in einer durch X gehenden Geraden s geschnitten 
wird. Die Ebene von ^ x berührt die- Fläche Fi 3 in einem der 
beiden Punkte s x y x , welchem der Schnittpunkt von s und g ent- 
spricht; dem anderen Schnittpunkte von s x und f x entsprechen 

Heye, Geometrie der Lage. II. ] 7 



258 Aufgaben und Lehrsätze zur zweiten* Abtheilung. 

auf s und g zwei einander associirte Punkte, und der Verbin- 
dungslinie u dieser letzteren entspricht auf der Fläche i^ 3 eine 
Doppelgerade u x . Weil nämlich jedem Paare associirter Punkte 
des Hauptstrahles u ein und derselbe Punkt P x von u x entspricht, 
so geht die Fläche F x * zweimal durch P f ; und in P x schneiden 
sich die beiden Erzeugenden 8 X von i^ f 3 , durch deren entsprechende 
Hauptstrahlen 8 der Punkt X mit jenen beiden associirten Punkten 
von u verbunden wird. Die Fläche F x * hat mit der Ebene \ x 
eine Gerade x x gemein (Nr. 198), deren sämmtliche Punkte dem 
Punkte X entsprechen. Jeder durch x x gehenden Ebene entspricht 
im Gebüsche 2 eine Fläche IL Ordnung, welche von der Ebene 
cp im Punkte X berührt wird, also im Allgemeinen entweder keine 
oder zwei Hauptstrahlen 8 mit «p gemein hat. Im letzteren Falle 
schneidet die durch x x gelegte Ebene die Fläche F x 3 noch in zwei 
Erzeugenden s x und berührt sie in den beiden Punkten, welche 
diese Erzeugenden mit x x gemein haben. 

200. Aus den letzten beiden Nummern und aus der Abbil- 
dung der windschiefen Fläche F x $ III. Ordnung auf der Ebene <p 
ergeben sich folgende Sätze: Die windschiefe Fläche F^ enthält 
ausser ihren Erzeugenden & x noch eine Doppelgerade u x , sowie eine 
Gerade Xj , deren Ebenen die Fläche doppelt beehren. Jede Er- 
zeugende s x liegt mit einer anderen in einer Ebene des Büschels x x 
und schneidet sie in einem Punkte von u x ; durch diese Strahlen- 
paare S| sind die Punkte des geraden Gebildes x x und die Ebenen 
des Büschels u ( involutorisch gepaart. Jede durch eine Erzeugende 
S| gelegte Ebene schneidet die Fläche F x 3 noch in einem Kegelschnitt, 
und alle diese Kegelschnitte sind durch die sämmtlichen Erzeugenden 
auf einander und auf das gerade Gebilde x T projecHvisch bezogen. , 
Die Fläche kann also auf unendlich viele Arten durch zwei pro- 
jectivische Kegelschnitte erzeugt werden, welche in verschiedenen 
Ebenen liegen und einen Punkt entsprechend gemein haben, oder 
durch einen Kegelschnitt und ein zu ihm projectivisches gerades 
Gebilde, welches keinen Punkt mit dem Kegelschnitt gemein hat. 
Jede ebene Schnittcurve von F x * wird in der Ebene <p durch 
einen Kegelschnitt dargestellt, welcher durch den Punkt X geht 
und von dem Hauptstrahle u in zwei associirten Punkten geschnit- 
ten wird. Enthält das involutorische Gebilde u zwei Ordnungspunkte 
M und N, so entsprechen den Geraden X M und X N zwei singxdäre 
Erzeugende der windschiefen Fläche, und den Punkten M und N die 
sogenannten Cuspidalpunkte M x und N P Die BeriÜirungs-Ebene ist 



Besondere Fälle des Flächengebüsches zweiter Ordnung. 259 

für alle Punkte einer solchen singulären Erzeugenden dieselbe. In den 
Punkten jeder anderen Erzeugenden s x erhalten wir dagegen ver- 
schiedene Beiiihrung8-Ebene7i , die aber alle dvrch S| gehen und 
einen, zu dem geraden Gebilde der Berührungspunkte jjrojectivischen 
Ebenenbüschel bilden. 

201. Jedem durch X gehenden Kegelschnitt der Ebene 9 ent- 
spricht auf der windschiefen Fläche F { * eine Raumcurve k x 3 

III. Ordnung; und alle durch ä^ 3 gelegten Flächen IL Ordnung 
werden von F g * in neuen Raumcurven III. Ordnung geschnitten, 
welche in 9 ebenfalls durch Kegelschnitte dargestellt werden (vgl. 
Nr. 191). Auch die letzteren gehen durch -X, und jeder von ihnen 
bildet mit dem zuerst angenommenen Kegelschnitt eine Curve 

IV. Ordnung, welche von dem Hauptstrahl u entweder gar nicht, 
oder in zwei Paar associirten Punkten geschnitten wird. 

Auch die hier benutzte Abbildung der windschiefen Fläche 
III. Ordnung auf einer Ebene haben die Herren Clebsch und Cre- 
mona (a. a. 0., s. Nr. 186) bereits angegeben. 

202. Den Punkten einer durch X gehenden Geraden sind im 
Flächengebüsch 2 die Punkte einer Raumcurve III. Ordnung asso- 
ciirt, von welcher die Gerade eine Secante ist; ebenso ist einer 
durch X gehenden Ebene 9 eine Fläche V. Ordnung associirt, 
welche durch eine solche Raumcurve III. Ordnung beschrieben 
werden kann. Diese Fläche V. Ordnung hat mit der Ebene 9 
deren nicht durch X gehenden Hauptstrahl u gemein sowie deren 
Schnittlinie mit der Kernfläche des Flächengebüsches; sie geht 
zweimal durch diejenige Raumcurve III. Ordnung, welche dem 
Hauptstrahle u associirt ist und auch den Punkt X enthalten ' 
muss. 

203. Einer Fläche L x 2 II. Ordnung von 2| entspricht im 
Flächengebüsch 2 eine Fläche Z 4 IV. Ordnung, von welcher X ein 
Knotenpunkt ist. In diesem ^Knotenpunkt X hat die Fläche L 4 
unendlich viele Berührungs-Ebenen; und zwar umhüllen dieselben 
eine Kegelfläche II. Ordnung, weil ihnen in der Ebene $ x (nach 
Nr. 198) die Tangenten des Kegelschnitts entsprechen, welchen ^ 
mit L x 2 gemein hat. * Zerfällt dieser Kegelschnitt in zwei Gerade, 
so wird der Knotenpunkt ein sogenannter biplanarer mit nur 
zwei Berührungs-Ebenen. 

204. Wenn die sämmtlichen Flächen II. Ordnung des Ge- 
büsches 2 ausser X noch einen zweiten Punkt Y mit einander 
gemein haben, so entspricht allen Punkten der Geraden XY oder 

17* . 
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z ein und derselbe Punkt Z x des räumlichen Systemes 2|. Denn 
wenn Z x irgend einem von X und Y verschiedenen Punkte von 
z entspricht, so geht jede Fläche des Gebüsches, welche einer be- 
liebigen, durch Z x gehenden Ebene entspricht, durch die Gerade«. 
— Einer beliebig durch z gelegten Ebene <p von 2 entspricht in 
2i eine Regelfläche IL Ordnung i^ 2 , deren Regeischaaren durch 
die beiden Strahlenbüschel X und Y dargestellt werden und auf 
dieselben projectivisch bezogen sind. Der Geraden z von y ent- 
sprechen zwei durch Zi gehende Gerade der Regelfläche F x 2 \ einer 
beliebigen Geraden von <p entspricht in F x 2 ein durch Z x gehender 
Kegelschnitt. Jeder andere Kegelschnitt der Fläche F x 2 wird in <p 
durch einen, die Punkte X und Y enthaltenden Kegelschnitt dar- 
gestellt. Einem durch X und nicht durch Y gehenden Kegelschnitt 
von <p entspricht in F x 2 eine Raumcurve III. Ordnung u. s. w. 

205. Der durch XY gehenden Ebene 9 ist im Gebüsche 2 
eine Fläche III. Ordnung associirt, und zwar jeder durch X oder 
Y gehenden Geraden eine Raumcurve III. Ordnung, jedem Punkte 
von 9 höchstens fünf Punkte der Fläche III. Ordnung. 

206. Enthält eine Ebene <p drei Punkte X, F, Z, welche auf 
allen Flächen des Gebüsches 2 aber nicht in einer Geraden liegen, so 
entspricht ihr in 2 X eine Ebene y x . Zwischen <p und <p x besteht eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades, und X, Y, Z sind 
die drei Hauptpunkte von <p. Den Punkten von <p sind in dem 
Flächengebüsche die Punkte einer anderen Ebene <p' associirt, und 
zwar jedem Punkte von <p höchstens vier Punkte von <p'. 

207. Von grossem Interesse ist der besondere Fall des Flächen- 
gebüsches IL Ordnung, in welchem sämmtliche Flächen desselben 
drei und folglich alle Punkte einer Geraden mit einander gemein 
haben. Die Untersuchung dieses Falles, zu welcher die vorher- 
gehenden und die folgenden Nummern Anhaltspunkte genug 
bieten, muss ich dem Leser überlassen. Dieselbe führt u. A. zu 
der Fläche IV. Ordnung mit Doppelpunkts-Geraden. 

208. Im Folgenden werden wir häufig den Satz benutzen: 
Wenn zwei Flächen IL Ordnung sich in einer Curve tj IL Ord- 
nung schneiden, so liegen alle übrigen gemeinschaftlichen Punkte 
derselben auf einem zweiten Kegelschnitt Wenn nämlich ausserhalb 
?) noch gemeinschaftliche Punkte existiren, so verbinden wir irgend 
drei derselben -4, J5, C durch eine Ebene. Dieselbe schneidet die 
Ebene -q in einer Geraden, welche entweder den Kegelschnitt tq 
berührt, oder deren Punkte durch y) und folglich durch jede der 
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beiden Flächen II. Ordnung involutorisch gepaart sind. Im ersteren 
Falle ergiebt sich der Satz aus pag. 64, im letzteren aus pag. 145 
der I. Abtheilung. Der zweite Kegelschnitt Sann übrigens ebenso 
wie der erste tq in zwei Gerade zerfallen, oder sich auf eine ein- 
zige Gerade reduciren. 

209. Betrachten wir noch den besonderen Fall des Flächen- 
gebüsches 2 , in welchem alle Flächen desselben fünf und folglich 
alle Punkte eines Kegelschnittes r { mit einander gemein haben. Zu- 
nächst erhalten wir statt der Sätze von Nr. 174 die folgenden: 
Einer beliebigen Geraden des räumlichen Systemes 2j entspricht, 
abgesehen vom Kegelschnitt tj, nur ein Kegelschnitt in 2, und 
einem Punkte von 2i entsprechen nur zwei einander associirte 
Punkte von 2 (Nr. 208). Ist ferner X x der Punkt von Ej , welcher 
einem beliebigen, mit yj in einer Ebene liegenden Punkte von 2 ent- 
spricht, so muss X x allen Punkten. der Ebene tj entsprechen; denn 
jeder durch Y x gehenden Ebene von 2| entspricht in 2 eine Fläche 
IL Ordnung, welche in die Ebene y] und noch eine zweite Ebene 
zerfällt. Jeder durch Y 4 gehenden Geraden Si entspricht folglich, 
abgesehen von der Ebene r i} nur noch ein Hauptstrahl s von H, dessen 
Punkte paarweise einander associirt und dadurch involutorisch ge- 
paart sind, und je zwei dieser Hauptstrahlen liegen in einer Ebene, 
welcher eine durch Y x gehende Ebene entspricht. 

210. Die sämmtlichen Hauptstrahlen s des Gebüsches 2, welche 
den Strahlen des Punktes Y| entsprechen, schneiden sich in einem 
und demselben Punkte Y. Denn dieselben schneiden sich paarweise, 
ohne jedoch alle in einer Ebene zu liegen. Die einander ent- 
sprechenden Strahlenbündel Y und Yi sind offenbar collinear auf 
einander bezogen, und der Punkt Y entspricht dem Prunkte Y if ist 
also jedem Punkte der Ebene tj associirt. 

211. Durch den Punkt Fgeht die Ebene jedes Kegelschnittes 
Y, welcher einer beliebigen Geraden g x des räumlichen Systemes 
2j entspricht. Daraus folgt: „Wenn vier Flächen. II. Ordnung 
einen Kegelschnitt r\ mit einander gemein haben, so gehen 
die Ebenen der übrigen sechs Kegelschnitte, in denen sie 
ausserdem paarweise einander begegnen, durch einen und den- 
selben Punkt F." Einem Punkte P x von g x entspricht in ? ein 
Paar assoeiirter Punkte oder ein sich selbst assoeiirter Punkt oder 
gar kein Punkt, je nachdem der Hauptstrahl von F, welcher dem 
Strahle Y x P, entspricht , den Kegelschnitt y in zwei Punkten 
schneidet, in einem Punkte berührt oder gar nicht trifft. Die 
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sämmtlichen Punkte von 2, , welchen im Gebüsche 2 je ein sich selbst 
associirter Punkt entspricht, liegen auf einer Fläche K^ IL Ordnung; 
denn jede Gerade g x enthält höchstens zwei solche Punkte, weil 
an den entsprechenden Kegelschnitt y aus dem Punkte Y höchstens 
zwei Tangenten gezogen werden können. 

212. Jede Gerade <r, welche dem Kegelschnitt tj in einem 
Punkte X begegnet, ist (Nr. 197) ebenfalls ein Hauptstrahl des 
Gebüsches 2; doch sind ihre Punkte nicht durch Association in- 
volu torisch gepaart, sondern die Gerade x ist auf die entsprechende 
Gerade x x von 2j projectivisch bezogen, und ihren Punkten sind 
diejenigen eines anderen Hauptstrahles z associirt. Die Gerade z 
begegnet ebenfalls dem Kegelschnitt tq in einem Punkte; sie bildet 
mit x zusammen den Kegelschnitt, welcher der Geraden x x von 
Ü! entspricht, liegt also mit x in einer durch Y gehenden Ebene 
und schneidet x in einem sich selbst associirten Punkte. Geht 
die Gerade x auch durch den Punkt y, so lallt z mit ihr zu- 
sammen; alsdann ist der Punkt X jedem anderen Punkte von x 
associirt, und jedem Punkte von x x entspricht der Punkt X und 
noch ein einziger anderer Punkt des Hauptstrahles x. Der letzte 
Satz von Nr. 209 erleidet demnach folgende Ausnahme: 

213. In jedem Hauptstrahle s von^, welcher den Punkt Y 
mit einem Punkte X des Kegelschnittes tj verbindet, sind dem Punkte 
X alle iibrigen Punkte associirt; die Gerade s ist projectivisch zu 
der entsprechenden Geraden S| von 2j , aber alle Punkte der letz- 
teren entsprechen zugleich dem Punkte X. Wir wollen fortan mit 
H die Kegelfläche IL Ordnung bezeichnen, durch welche der 
Kegelschnitt tj aus dem Punkte Y pröjicirt wird, und mit ^ die 
entsprechende Kegelfläche des Bündels Y { . 

214. Die Kegelschnitte von2i, welche (Nr. 177) den Geraden 
von 2 entsprechen, haben den Punkt Y x mit einander gemein. 
Einer nicht durch Y gehenden Ebene <p von 2 entspricht (Nr. 197) 
in 2j eine durch Y { gehende Regel-, Kegel- oder nicht geradlinige 
Fläche Fi 2 IL Ordnung, jenachdem die Ebene y mit dem Kegel- 
schnitt tj zwei Punkte, einen oder keinen Punkt gemein hat. Jedem 
Punkte von F { 2 entspricht in <p ein einziger Punkt, und nur dem 
Punkte Y x eine Gerade; jedem Kegelschnitt von F x 2 entspricht 
in cp ein projectivischer Kegelschnitt, wenn er nicht durch Y x geht, 
sonst eine Gerade. 

215. Alle Punkte einer Ebene cp , welche in einer anderen 
Ebene 6 associirte Punkte besitzen, liegen im Allgemeinen auf einem 
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Kegelschnitt Den Ebenen <p und ^ von 2 entsprechen nämlich im 
räumlichen Systeme 2j zwei Flächen IL Ordnung ; dieselben haben 
eine durch Y x gehende Curve IL Ordnung gemein, welche der 
Geraden yty entspricht, und folglich im Allgemeinen noch einen 
zweiten Kegelschnitt k x (Nr. 208). Dem Kegelschnitt k x entsprechen 
in <p und ^ zwei einander assoeiirte Curven, welche offenbar Kegel- 
schnitte sind; denn sie liegen auf derjenigen Fläche IL Ordnung 
von 2, welche der Ebene von k x entspricht. 

216. Einer nicht durch Y gehenden Ebene <p ist (Nr. 215) 
im Gebüsche 2 eine Fläche IL Ordnung assoeiirt, welche durch 
Y und den Kegelschnitt Tj hindurchgeht Alle sich selbst assoeiirten 
Punkte von <p liegen folglich auf einem Kegelschnitt, und alle 
sich selbst assoeiirten Punkte des Gebüsches 2 müssen auf einer Fläche 
K IL Ordnung liegen, welche im Kegelschnitt 7j von der Kegelfläche H 
berülirt wird. Die Fläche K ist die Kernfläche des Gebüsches 
(vgl. Nr. 195) und auf ihr liegen die Mittelpunkte aller im Gebüsch 
enthaltenen Kegelflächen IL Ordnung. Dieser Kernfläche entspricht 
in 2| wiederum eine Fläche K x IL Ordnung (Nr. 211). Je zwei 
assoeiirte Punkte liegen mit Y auf einer Geraden, wvd sind, wenn 
letztere die Fläche K schneidet, durch K harmonisch getrennt. Offen- 
bar sind wir hier zu derselben involutorischen Beziehung zwischen 
den Punkten des unendlichen Raumes gelangt, welche schon in 
Nr. 110 aufgestellt wurde, und von welcher wir durch dasPrincip 
der reeiproken Radien (Nr. 147) einen speciellen Fall erhalten. 

217. Einer beliebigen Geraden ist (Nr. 216) im Gebüsche 2 
ein durch Y gehender Kegelschnitt assoeiirt, einem beliebigen 
Kegelschnitt k 2 aber eine ebene oder eine Raumcurve fc 4 IV. Ord- 
nung, jenachdem k 2 mit Y in einer Ebene liegt oder nicht. Der 
Punkt Y ist ein Doppelpunkt von Zc 4 und den beiden Schnitt- 
punkten von k 2 und der Ebene 7) assoeiirt. Ist & 4 eine Raum- 
curve IV. Ordnung, so schneiden sich in ihr die Kegelfläche Yk 2 
und die Fläche IL Ordnung, welche der Ebene von k 2 assoeiirt 
ist; sie ist also von der ersten Species. 

218. Wenn ein Kegelschnitt k 2 mit d&r Cwve 7) in einer Fläche 
IL Ordnung liegt, so ist ihm nicht eine Curve IV. Ordnung, son- 
dern ein zu ihm projeetivischer Kegelschnitt assoeiirt. Nämlich der 
Ebene von 2j, welche von irgend drei Punkten -4, jB, C von k 2 
die entsprechenden enthält, entspricht im Gebüsche 2 eine Fläche 
IL Ordnung, welche durch tj und -4, jB, C, also auch durch k 2 
hindurchgeht (Nr. 208). Und diese Fläche IL Ordnung wird von 
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der Kegelfläclie Yk 2 zum zweiten Male in dem zu k 2 assoeiirten 
Kegelschnitt getroffen. Für den Fall, dass die Rbene von k 2 
durch den Punkt Y hindurchgeht, ergiebt sich der Satz aus dem 
jetzt bewiesenen folgenden: 

219. Einer beliebig durch den Kegelschnitt yj gelegten Fläche 
IL Ordnung ist eine andere, durch yj gehende Fläche IL Ordnung 
a8sociirt (Nr. 218), und ausserdem die Kegelfläche Yr t oder H. 

220. Einer ganz beliebigen Fläche F 2 //. Ordnung ist (Nr. 217) 
eine Fläche F 4 IV. Ordnung assoeiirt, von welcher Y ein Knoten- 
punkt ist. Die Tangenten von F 4 im Punkte Y bilden eine Kegel- 
fläche IL Ordnung, von welcher F* noch in einer Raumcurve 
IV. Ordnung und erster Species geschnitten wird; diese Kegelfläche 
geht durch den Kegelschnitt, welchen F 2 mit der Ebene tj gemein hat. 
Alle übrigen Tangenten, welche noch aus dem Knotenpunkte Y an 
die Fläche F 4 gezogen werden können, berühren F 4 in den Punkten 
einer Raumcurve IV. Ordnung und bilden eins zweite Kegelfläche 
IL Ordnung, welche auch die Fläche F 2 berührt. Der Kegelschnitt 
t; ist eine Doppelpunktscurve von F 4 , weil F 2 von jedem Strahle 
der Kegelfläche H im Allgemeinen zweimal geschnitten wird (vergl. 
Nr. 213). Einem beliebigen Kegelschnitt von F 2 entspricht im 
Allgemeinen auf F* eine Raumcurve IV. Ordnung und erster 
Species; diese Raumcurven liegen paarweise auf Kegelflächen 
IL Ordnung mit dem Mittelpunkte Y. 

221. Die Fläche F 4 enthält im Allgemeinen vier durch Y 
gehende Gerade; dieselben verbinden Y mit den Schnittpunkten 
X von F 2 und i\ (Nr. 213). Jede Ebene, welche durch zwei dieser 
Schnittpunkte X hindurchgeht, hat mit F 2 einen Kegelschnitt gemein, 
welchem in F* ein zu ihm projeetivischer Kegelschnitt assoeiirt 
ist (Nr. 218). Die Fläche F 4 enthält also im Allgemeinen sechs 
Schaaren von Kegelschnitten, oder kann auf sechsfache Art durch 
einen veränderlichen Kegelschnitt beschrieben werden; und zwar geld 
durch einen beliebigen Punkt von F 4 ein einziger Kegelschnitt von 
jeder Schaar. Eine beliebige Ebene schneidet die Fläche F* in 
einer Curve IV. Ordnung, welche mit jeder von den Geraden YX 
einen Punkt gemein hat und im Allgemeinen auf dem Kegelschnitt 
7) zwei Doppelpunkte besitzt; ihr entspricht auf F 2 eine durch die 
vier Punkte X gehende Raumcurve IV. Ordnung (Nr. 216). Dar- 
aus folgt leicht: Die sechs Kegehchnittschaaren von F 4 sind paar- 
weise, einander zugeordnet, so dass jeder Kegelschnitt der einen 
Schaar mit einem Kegelschnitt der zugeordneten Schaar in einer 
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Ebene e liegt. Von den vier Schnittpunkten dieser beiden Kegel- 
schnitte liegen zwei auf yj; in den übrigen beiden wird F 4 van der 
Ebene e berührt, weil F* von der zu e associirten Fläche IL Ord- 
nung ebenfalls in zwei Punkten berührt wird. Die Fläche F 4 
besitzt also drei Schaaren doppelt berührender Ebenen, und hat mit 
jeder dieser Ebenen zwei Kegelschnitte gemein. 

222. Aus der Abbildung von F* auf -F 2 und aus Nr. 221 
ergiebt sich sofort: Durch eine beliebige von den sechs KegeU 
schnittschaaren werden die Punkte jedes Kegelschnittes, welcher der 
zugeordneten Schaar angehört, involutorisch gepaart, die Kegel- 
schnitte der übrigen vier Schaaren aber prqjectivisch auf einander 
bezogen. Aus dem ersten Theil dieses Satzes folgt, dass die sämmt- 
lichen Ebenen jeder Schaar sich in einem und demselben Punkte 
U schneiden. Zwei einander zugeordnete Kegelschnitte, welche 
auf keiner dieser Ebenen U liegen, werden nun von letzteren pro- 
jectivisch geschnitten, und zwar offenbar so, dass sie zwei Punkte 
entsprechend gemein haben; dieselben erzeugen desshalb im All- 
gemeinen einen Strahlenbüschel IL Ordnung (I. Abth. pag. 114), 
und es folgt: Jede von den drei Schaaren doppelt berührender 
Ebenen bildet einen Ebenenbüschel U IL Ordnung; die Doppeltan- 
genten von F 4 , welche in diesen Ebenen liegen, bilden die von U 
eingehüllte Kegelfläche IL Ordnung. Wäre der letzte Theil des 
Satzes falsch, so würden offenbar durch die Berührungspunkte 
der Doppeltangenten im Allgemeinen zwei Kegelschnitte von einer 
und derselben Schaar gehen, im Widerspruch mit Nr. 221. Weil 
zu den doppelt berührenden Ebenen von F* auch diejenigen sechs 
gehören, durch welche die vier Geraden YX paarweise verbunden 
werden, so enthält jeder von den drei Ebenenbüscheln U zwei 
von diesen sechs Ebenen, welche einander gegenüber liegen. 

223. Ist F 2 eine Regelfläche, so enthält F 4 noch zwei weitere 
Schaaren von Kegelschnitten, die alle durch Y gehen und paarweise 
auf den, aus Y an F 2 gelegten Berührungs - Ebenen enthalten sind 
(Nr. 217). Ausser den Strahlen Y X lassen sich dann noch vier Paar- 
andere Gerade auf der Fläche F 4 angeben; dieselben entsprechen 
den vier Paar Strahlen der Regelfläche, welche durch die vier 
Punkte X hindurchgehen, und schneiden paarweise die Geraden 
YX. Ein besonderer Fall dieser Fläche F* ist die Cyclide von 
Dupin; dieselbe wird nämlich gewonnen, wenn man nach dem 
Princip der reciproken Radien (Nr. 147) eine Regelfläche ver- 
wandelt. 
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224. Wenn F 2 durch Y hindurchgeht, so zerfällt F* in die 
Ebene tj und eine Fläche III. Ordnung. — Von Interesse ist noch 
die Untersuchung der Fläche F x * von 2 ( . welche einer Fläche F 2 
II. Ordnung von 2 entspricht. Man findet, dass F x * dieselben 
Eigenschaften hat, wie die eben betrachtete Fläche jF 4 . Von 
Nutzen ist bei dieser Untersuchung der Satz: Die Fläche F 2 ent- 
hält eine Raumcurve IV. Ordnung, deren Punkte 'paarweise einander 
O88ociirt sind; nämlich F 2 wird von F* in dieser und noch in 
einer zweiten Raumcurve IV. Ordnung geschnitten, und zwar liegt 
die letztere auf der Kernfläche des Gebüsches (Nr. 216). 

225. Einer beliebigen Fläche L x 2 IL Ordnung von 2 X ent- 
spricht in 2 eine Fläche L 4 IV. Ordnung, an welche aus dem 
Punkte Y im Allgemeinen unendlich viele Doppeltangenten gelegt 
werden können. Diese Doppeltangenten bilden eine Kegelfläche IL Ord- 
nung, und berühren die Fläche L 4 in den Punkten einer Raum- 
curve IV. Ordnung und erster Species; denn sie entsprechen den 
Tangenten, welche aus dem Punkte Y x an L x 2 gelegt werden 
können. Aus Y lassen sich ausserdem unendlich viele einfache Tan- 
genten an L 4 legen; die Berührungspunkte derselben liegen auf 
einer Raumcurve IV. Ordnung, in welcher Z, 4 von der Kernfläche 
des Gebüsches geschnitten wird, und sind desshalb sich selbst 
assoeiirt. Der Kegelschnitt yj ist eine Doppelpunktscurve der Fläche 
L 4 (Nr. 213), weil L x 2 von jedem Strahle der Kegelfläche H x im 
Allgemeinen zweimal geschnitten wird. Einem beliebigen Kegel- 
schnitt von L x 2 entspricht im Allgemeinen auf L 4 eine Raumcurve 
IV. Ordnung und erster Species. Diese Raumcurven liegen paar- 
weise auf Kegelflächen II. Ordnung mit dem Mittelpunkte Y. Ist 
L| 2 eine Regelfläche, so enthält L 4 zwei Schaaren von Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch Y gehen und die Fläche L 4 doppelt berühren. 
Geht L| 2 durch Y x , so zerfällt L 4 in die Ebene r k und eine 
Fläche III. Ordnung. 

226. Es ist nicht meine Absicht, auch diese Fläche Z 4 
IV. Ordnung eingehender zu besprechen, von welcher die Fläche 
F* der Nr. 220 ein specieller Fall ist; ich begnüge mich mit 
einer Bemerkung über die Kegelschnitte, welche auf L 4 liegen 
können. Einem Kegelschnitt k 2 von 2 entspricht im Allgemeinen 
eine Raumcurve IV. Ordnung in 2 X , und nur dann ein Kegel- 
schnitt Aq 2 , wenn k 2 mit der Curve tj durch eine Fläche II. Ord- 
nung verbunden werden kann (Nr. 218) Im letzteren Fall giebt 
es noch einen zu k 2 assoeiirten Kegelschnitt, welcher ebenfalls 
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dem k x 2 entspricht. -Drei beliebige Punkte A, B, C von S können 
(Nr. 218) stets durch einen einzigen Kegelschnitt verbunden werden, 
welchem in 2 ( wiederum ein Kegelschnitt entspricht; drei Punkte 
von 2| können im Allgemeinen durch vier Kegelschnitte verbunden 
werden, welchen in 2 je ein Paar Kegelschnitte entsprechen. 

227. Von einer nicht durch Y gehenden Ebene <p wird L 4 
nur dann in Kegelschnitten getroffen, wenn L x 2 mit der der cp 
entsprechenden Fläche IL Ordnung von 2 { nicht eine Raumcurve 
IV. Ordnung, sondern zwei Kegelschnitte gemein hat, also Von 
derselben doppelt berührt wird. Also jede Ebene, welche mit L 4 
Kegelschnitte gemein hat, ist eine doppelt berührende Ebene der 
FläcJie IA Die Kegelschnitte der Fläche L 4 sind paarweise ein- 
ander oder in besonderen Fällen sich selbst associirt. — Gerade 
Linien enthält L 4 nur dann, wenn L x 2 eine Regelfläche oder 
Kegelfläche IL Ordnung ist und einzelnen Strahlen derselben Haupt- 
strahlen des Gebüsches £ entsprechen. 

228. Der in den letzten 19 Nummern betrachtete Fall des 
Flächengebüsches 2 IL Ordnung schliesst noch einen ganz be- 
sonderen Fall in sich. Nämlich die sämmtlichen Flächen des Ge- 
büsches können noch ausser dem Kegelschnitt tj einen Punkt mit 
einander gemein haben. Derselbe übernimmt alsdann die Rolle 
des Punktes Y, denn durch ihn gehen alle Hauptstrahlen s des 
Gebüsches, welche den Kegelschnitt r k nicht treffen. Die Punkte 
eines solchen Hauptstrahles s sind jedoch nicht mehr durch 
Association involutorisch gepaart, sondern die Gerade s ist (Nr. 197) 
auf die entsprechende Gerade s x von 2 X projectivisch bezogen. 
Gleichwie diese Hauptstrahlen s von 2 alle durch den Punkt Y 
gehen, so schneiden sich die entsprechenden Strahlen s x von l x 
alle in dem Punkte Y x . Letzterem entsprechen alle Punkte der 
Ebene tj, und ebenso entsprechen dem Punkte Y die sämmtlichen 
Punkte einer Ebene t^ von 2 X (Nr. 197). 

229. Die Bäume 2 und 2 ( sind demnach so auf einander be- 
zogen, dass die collinearen Strahlenbündel Y und Y x einander ent- 
sprechen und je zwei homologe Gerade dieser Bündel projectivisch 
aufeinander bezogen sind, jedoch in der Art, dass jedem der Punkte Y 
und Y x eine nicht durch den anderen gehende Ebene r iX oder tj ent- 
spricht. Jeder Ebene des einen Raumes entspricht im Allge- 
meinen eine Fläche IL Ordnung in dem anderen, und alle diese 
Flächen IL Ordnung haben einen Kegelschnitt (tj oder Tft), und 
ausserdem einen Punkt (Y oder F|) mit einander gemein. lieber- 
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haupt ist die Beziehung von 2 zu 2 X ganz dieselbe wie diejenige 
von S| zu 2, was von den übrigen Fällen des Flächengebüsches 
keineswegs gilt. Wenn die collinearen Strahlenbündel Y und Y x 
einander gleich sind und so in einander gelegt werden, dass sie 
alle ihre Elemente entsprechend gemein haben, und wenn alsdann 
auch die Ebenen r, und r a auf einander fallen, so liegen die 
Räume 2 und Z| involutorisch. Sie bilden alsdann ganz dasselbe 
involutorische räumliche System, zu welchem wir in Nr. 216 und 
schon früher in Nr. 110 gelangt sind. Einer beliebigen Fläche 
IL Ordnung des einen Raumes entspricht also im anderen Räume eine 
Fläche IV. Ordnung, deren Haupt-Eigenschaften wir schon in Nr. 220 
bis 223 erörtert haben. Bemerkenswerth ist noch, dass zwischen 
je zwei ebenen Systemen von 2 und 2 X , deren Träger in den 
collinearen Bündeln Y und Y x einander entsprechen, eine geo- 
metrische Verwandtschaft zweiten Grades besteht (vergl. Nr. 206). 
230. Die in Nr. 174 aufgestellte Beziehung zwischen einem 
Flächengebüsche 2 IL Ordnung und einem räumlichen Systeme 
2 X giebt noch zu vielen Fragen Anlass, die hier nicht weiter er- 
örtert werden sollen. Von grossem Interesse scheint mir nament- 
lich die Untersuchung, wie im allgemeinen Falle die Hauptstrahlen 
$ von 2 und die ihnen entsprechenden Strahlen s x von 2 { im 
Räume vertheilt sind. Wir wissen bis jetzt nur, dass durch einen 
beliebigen Punkt höchstens sieben Hauptstrahlen s hindurch- 
gehen und mindestens einer, und dass in einer beliebigen Ebene 
nicht weniger als einer und nicht mehr als drei derselben liegen. 
Selbst dieser Satz kann aber für einzelne besondere Punkte und 
Ebenen Ausnahmen erleiden. Von den Geraden s x gehen höch- 
stens 28 durch einen beliebigen Punkt. 
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